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PREMIÈRE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

DESPIiYliOUS,  ancien  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse.  — 
Cours  de  Mécanique,  t.  Il,  avec  des  Notes  par  M.  G.  Darboux,  Membre 
de  rinstitul,  professeur  à  la  Sorbonne;  i  vol.  grand  in-8**,  6i5  p.  A.  Hermann, 
Paris,  i885. 

Nous  avons  déjà  présenté  aux  lecteurs  du  Bulletin  le  premier 
Tome  de  cet  Ouvrage;  le  second,  qui  le  complète,  contient  la  iin 
de  la  Dynamique  du  point  matériel,  la  Dynamique  des  systèmes, 
THydrostatique  et  THydrodynamique,  et  enfin  de  nouvelles  Notes 
importantes,  tout  à  fait  neuves,  de  M.  G.  Darboux. 

Le  Volume  débute  par  la  théorie  de  l'attraction  et  du  potentiel. 
L'attraction  des  ellipsoïdes  y  est  exposée  d'après  la  méthode  d'Ivory; 
peut-être  quelques  lecteurs  regretteront-ils  que  les  propriétés  des 
ellipsoïdes  de  niveau  et  quelques  théorèmes  de  M.  Chasles  n'aient 
pas  trouvé  place  dans  l'exposition  si  nette  de  l'éminent  professeur. 
Après  avoir  démontré  les  propriétés  générales  du  potentiel  new- 
lt)nien  et  du  potentiel  cylindrique,  l'auteur  nous  donne  un  Chapitre 
iutéressant  sur  le  calcul  du  mouvement  des  planètes  et  des  comètes; 
cette  étude  constitue  une  solide  introduction  au  Cours  d'Astro- 
nomie. Dans  l'étude  du  mouvement  sur  une  surface,  qui  vient 
ensuite,  nous  relevons  une  consciencieuse  discussion  du  problème 
du  pendule  conique,  où  se  trouve  rapportée  la  démonstration  du 


•     « 


IMŒMIKUE   PAUTll!:. 


I  liéorèitïc-.itc  M.  Puiseux,  théorème  qui  intervient  si  utilement  clans 
rinlerWCtalion  de  Texpérience  de  Foucault. 

Là. .théorie  des  mouvements  relatifs  clôt  la  Dvnamique  du  point 

n^al^el.  Les  applications  de  celte  théorie  offrent  généralement 

cf.r.Edines  difficultés  aux  débutants;   aussi   seront-ils  heureux  de 

•',. trouver  sur  ce  sujet  un  guide  attentif,  qui  ne  dédaigne  pas  les 

•,.  (iètails,  lorsque  plus  de  précision  et  plus  de  clarté  peuvent  en  ré- 

•./••  sulter.  Toutes  les  applications  classiques  sont  traitées;  le  calcul  de 

;••    Texpérience  de  Foucault  y  occupe  une  place  importante. 


••• 


•  • 


Dynamique  des  systèmes. 

L'auteur  ne  se  borne  pas  à  énoncer  et  à  démontrer  les  principes 
généraux  :  il  a  soin  d'en  montrer  la  portée  immédiate  sur  les 
exemples  les  plus  proches  et  les  plus  frappants;  l'application  qu'il 
en  fait  au  système  planétaire  complète  heureusement  le  Chapitre 
déjà  cilé,  relatif  au  mouvement  des  planètes  :  à  ce  propos  on  trou- 
vera établie  la  formule  bien  connue  d'où  Jacobi  a  déduit  de  si  remar- 
quables conséquences  sur  la  stabilité  de  notre  système  solaire. 

Pour  si  nombreux  que  soient  les  problèmes  dits  classiques,  ils 
ne  suffîsent  pas  à  rompre  les  élèves  à  la  pratique  des  méthodes  de 
la  Dynamique.  Aussi  trouvons-nous  un  Chapitre  entier  consacré  ù 
la  résolution  de  problèmes  variés,  choisis  avec  tact,  et  à  leur  dis- 
cussion complète:  ce  sont  d'excellents  modèles. 

La  théorie  des  moments  d'inertie  sert  de  préambule  géomé- 
trique à  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide.  L'auteur  a  intro- 
duit la  notion  du  second  ellipsoïde  central  et  démontré  le  théorènu 
«le  Binet,  qui  rattache  les  propriétés  des  axes  d'inertie  aux  proprié- 
lés  focales  de  cet  ellipsoïde. 

Après  la  rotation  autour  d'un  axe  fixe,  qui  comprend  entre -autres 
applications  la  notion  dynamique  des  axes  d'inertie,  nous  arrivon? 
a  l'importante  théorie  du  mouvement  autour  d'un  point  fixe. 

M.  Despeyrous  afiectionnait  ce  sujet,  et  en  a  fait  l'objet  de  plu- 
sieurs Mémoires.  Ha  d'abord  nettement  séparé  et  détaillé  dans  celle 
étude  les  questions  préalables  de  Cinématique  qu'elle  suscite:  re- 
lations entre  les  rotations  et  les  angles  d'Euler,  composantes  de  ly 
vitesse  d'un  point  du  corps,  expression  de  la  force  vive  et  des  com- 
posantes de  Taxe  des  moments  de  quantité  de  mouvement  à  l'aide 
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les  routions  el  des  constantes  de  rdllpsoïde  d'inertie.  On  serap- 
wWe  que  les  axes  des  rotations,  ainsi  que  les  diverses  composantes 
lonL  ilcsl  ici  question,  sonldirigés  suivant  désaxes  mobiles  en  trai- 
tas par  le  corps.  Le  côté  dynamique  du  problème  se  i-éduil  à  l'ap. 
tication  du  llniori^me  des  moments,  qui  exige  encore  la  solution 
l'ane  question  de  Cinématique,  l'évaluation  des  dérivées  des  nio- 
ncnts;  or  on  part  de  composantes  dirigées  suivant  des  axes  mo- 
ules, il  faut  donc  dans  l'évaluation  des  dérivées  tenir  compte  du 
Ronvcment  de  ces  axes  :  de  là  une  difficulté  qu'il  s'agit  d'iiplanir 
lUx  élèves.  On  doit,  il  est  vrai,  à  M.  Kesal  une  méthode  parfaite 
élégance  el  de  concision  ;  mais  elle  eNigc,  pour  être  bien  corn- 
irise,  que  l'on  soit  familiarisé  avec  les  opérations  sur  les  segments. 
.  Despeyrnus  en  préfère  une  autre,  un  peu  plus  longue,  mais  qui 
e  doit  rien  qu'à  elle-même  et  rachète  par  la  clarté  ce  qu'elle  perd 
1  concision,  La  théorie  célèbre  de  Poinsot,  augmentée  de  l'inté- 
|ralion  des  rqualions  d'Euler  par  les  fonctions  elliptiques,  eldeux 
Enportantcs  études  sur  le  gyroscope  cl  la  toupie  couronnent  celte 
Htpusilion  de  la  rotation  autour  d'un  point  fixe,  qui  constitue  l'un 
l«js  plus  beaux  Chapitres  de  l'Ouvrage. 

Un  Chapitre  sur  les  forces  Instantanées  et  les  percussions  ler- 

line  cette  partie  de  la  Dynamique. 

Maigrie  le  rôle  dominateur  du  principe  des  vitesses  virtuelles, 

s  géomètres  s'accordent  généralement  à  reconnaître  qu'il  serait 

ont  u  fait  déplacé  de  vouloir  au  moyen  de  ce  principe  introduire  les 

lébulanls  dans  le  domaine  de  la  Mécanique;  Lagrange  lui-raémc 

!  parait  pas  l'avoir  voulu.  Mais,  placé  à  la  (in  du  Cours,  ce  prin- 

ipc  en  résume  heureusement  les  propositions  fondanionlales  et 

leur  donne  encore  plus  de  forcée!  d'étendue.  Déjà  imbus  de  Ves/irit 

«écanîquc,  les  élèves  ne  courent  plus  le  risque  de  confondre  cette 

eiencc  avec  une  formule  d'Analyse,  la  chose  avec  son  symbole. 

,  Uespeyrous  consacre  donc  les  trois  derniers  Chapitres  de  lu 

dynamique  au  principe  des  vitesses  virtuelles,  puis  au  principe  de 

l'Alemberl,  d'où  il  passe  aisément  aux  équations  de  Lagrange  el 

[l'Ilamilton,    pour  arriver   enfin  au   grand   théorème    par  lequel 

tncobi  idenlilic  le  problème  de  la  Dynamique  avec  la  théorie  des 

«[uations  aux  dérivées  partielles.  Dans  la  démonstration  du  prin- 

ipe  des  vitesses  virtuelles,  l'auteur  reproduit  la  méthode  d'Arn- 

lère.    Toute    celle  partie  est  accompagnée    de   très   iiornlirciisi-^ 
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applications,  classiques  ou  non,  sur  lesquelles  nous  ne  pouvons 
insister. 

Le  Cours  se  termine  par  l'Hydrostatique  et  l'Hydrodynamique. 
On  V  trouvera  les  principes  fondamentaux  de  ces  deux  Sciences, 
avec  les  développements  nécessaires  concernant  les  fluides  pesants 
et  le  régime  permanent. 

En  terminant  cette  analyse  du  Cours  lui-même,  nous  ne  pouvons 
qu'attirer  encore  une  lois  Tattention  sur  les  qualités  spéciales  qui 
en  font  un  excellent  livre  d'enseignement.  Ajoutons  cependant 
que,  soit  par  les  matières,  soit  par  les  méthodes  et  les  formes,  ce 
second  Volume  nous  paraît  réellement  supérieur  au  premier. 

Notes  de  M.  Darboux. 

Plusieurs  de  ces  Notes  constituent  de  vrais  Mémoires  que  de 
récentes  Communications  à  l'Académie  faisaient  désirer  et  pre>- 
sentir. 

Dans  la  Note  XIV  ('),  M.  Darboux  reprend  par  une  méthode 
nouvelle  la  recherche,  due  à  M.  Bertrand,  de  la  loi  de  force  cen- 
trale pour  laquelle  les  trajectoires  sont  des  courbes  fermées.  La 
Note  XV  Contient  l'extension  de  la  même  recherche  au  cas  du  mou- 
vement sur  une  surface  de  révolution.  Mais  ici  le  problème  com- 
porte la  détermination  de  deux  fonctions  arbitraires,  en  sorte  que 
le  problème  n'est  possible  que  pour  certaines  formes  de  la  courbe 
méridienne.  Dans  le  cas  général,  la  détermination  de  cette  courbe 
dépend  d'une  intégrale  hvperelliptique,  mais  des  réductions  peu- 
vent se  présenter  :  c'est  ainsi  que  l'on  trouve  en  particulier  la 
sphère,  et  des  surfaces  applicables  sur  la  sphère.  Ln  cas  spécial  est 
celui  de  la  recherche  des  surfaces  de  révolution  dont  les  géodé- 
siques  sont  fermées:  leur  détermination  se  ramène  à  une  quadra- 
ture. On  trouve  que  le  problème  n'est  possible  que  si  la  surface 
possède  un  parallèle  maximum  ;  si  le  plan  de  ce  parallèle  est  en 
même  temps  un  plan  de  symétrie  de  la  surface,  celle-ci  est  une 
sphère,  ou  bien  une  surface  de  révolution  applicable  sur  la  sphère^ 


(')  On  a  continu}  I».*  iiuin.iutd|;e  d'.-i  \olc<  du  premier  Volume,  «jui  en  cmb- 
lionl  lix'izc. 
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de  telle  manière  que  le  rapport  des  rayons  des  parallèles  corres- 
pondants soit  constant  et  commensurablc. 

La  Note  XVI  est  consacrée  à  une  extension  du  théorème  dlvorv 
sur  l'attraction  des  ellipsoïdes.  Si  Ton  sait  trouver  l'attraction  d'un 
ellipsoïde  homogène  quelconque  avec  une  loi  d'attraction  exprimée 
par  la  formule  •i'(r),  on  saura  aussi  trouver  celle  qui  se  rapporte  à 

la  loi  d'attraction  J/ (i/r^ -I-  k-)  j  où  k  est  une  arbitraire. 

Par  exemple,  en  partant  de  la  loi  de  Newton  —  >  on  trouve 


en  développant  alors  soit  suivant  les  puissances  de  /*,  soit  suivant 
celles  de  /r,  on  arrive  à  ce  résultat,  que  l'on  peut  déterminer 
l'attraction  chaque  fois  que  la  loi  est  de  la  forme  /•",  où  n  est  un 
entier  pair  négatif  ou  impair  positif. 

Les  Notes  qui  suivent  apportent  à  la  théorie  de  Poinsot  sur  la 
rotation  des  corps  de  nombreux  et  profonds  compléments. 

Note  JlVIL  —  La  forme  sous  laquelle  l'auteur  nous  présente 
les  équations  du  mouvement  du  pôle  sur  l'herpolhodie  le  conduit 
d'abord  naturellement  à  une  extension  très  générale  du  problème, 
dans  laquelle  l'ellipsoïde  d'inertie  peut  être  remplacé  par  une 
surface  à  centre  du  second  degré  quelconque;  la  forme  générale  des 
équations  et  les  propriétés  du  mouvement  se  trouvent  conservées, 
du  moins  en  partie.  Nous  ajoutons  cette  restriction,  qui  ne  vise 
que  des  distinctions  allant  du  réel  à  l'imaginaire  ou  bien  l'ordre 
de  grandeur  relative  de  certaines  quantités.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  que  l'herpolhodie,  conçue  dans  ce  sens  général,  peut  avoir 
ou  n'avoir  pas  de  points  d*inile\ion  :  suivant  une  remarque  de 
M.  de  Sparre  et  contrairement  à  l'opinion  de  Poinsot,  on  sait  que 
rherpolhodie  relative  à  un  ellipsoïde  d'inertie  en  est  toujours 
privée  :  M.  Darboux  démontre  cette  importante  [)roposition. 

On  doit  à  Poinsot  une  seconde  représentation  du  mouvement; 
elle  consiste  à  faire  rouler  un  cône  C,  lié  au  corps,  sur  un  plan  P', 
qui  tourne  lui-même  uniformément  autour  de  la  droite  qui  le  perce 
normalement  au  sommet  fixe  du  cône.  M.  Darboux  nous  montre 
ce  fait   intéressant,  qu'en  associant  les    deux    représentations    de 
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^oinsol,  on  peut  réaliser  une  représentation  du  temps  :  ainsi  se 
trouve  comblée  une  lacune  dont  on  avait  fait  un  grief  à  la  belle  mé- 
ihode  de  Poinsot.  Mais,  et  c'est  ici  qu'éclate  l'utilité  de  l'exten- 
sion imaginée  par  M.  Darboux,  les  deux  modes  de  représentation 
de  Poinsot  ne  sont  que  des  cas  particuliers  d'un  mode  beaucoup 
plus  général  qui  a  été  déjà  signalé  par  M.  Sylvester.  M.  Darboux 
part  du  théorème  suivant  :  Étant  donnée  une  polhodie  (P),  tra- 
cée  sur  un  ellipsoïde  ou  sur  toute  autre  sur/ace  à  centre  du 
second  degré  (E),  si  ron  porte  des  longueurs  égales  sur  les 
normales  à  la  surface  ayant  leur  pied  sur  la  polhodie ,  le  lieu 
des  extrémités  de  ces  longueurs  est  une  nouvelle  polhodie  (P|) 
tracée  sur  une  surface  (E,)  homofocale  à  une  homothétique  de 
(E).  DepluSy  les  normales  à  la  surface  (E)  aux  différents  points 
rfe(P)  sont  aussi  normales  à  la  surface  (E|)  aux  différents 
points  de  (P|). 

Il  se  trouve,  d'après  ce  théorème,  que  le  mouvement  peut  être 
représenté  en  faisant  rouler  Vune  quelconque  des  surfaces  (E|) 
sur  un  plan  (P|)  tournant  lui-même  uniformément  autour  de 
l'axe  (ixe  des  moments  de  quantité  de  mouvement,  auquel  il  est 
d'ailleurs  perpendiculaire.  En  particulier,  on  trouve  que  parmi  les 
surfaces  (E|)  il  en  est  trois  qui  se  réduisent  à  des  coniques  (deux 
ellipses  et  une  hyperbole);  l'une  de  ces  surfaces  est  un  cône  ayant 
son  sommet  au  point  (ixe,  et  l'on  retrouve  ainsi  le  second  mode 
de  représentation  de  Poinsot.  L'auteur  termine  cette  Note  par 
quelques  remarques  sur  le  mouvement  oscillatoire  moyen  dont  la 
notion  est  due  à  Jacobi. 

La  Note  XVIII  étudie  les  mouvements  de  Poinsot  qui  admettent 
une  même  polhodie.  Après  avoir  ouvert  quelques  aperçus  sur  un 
mode  général  de  correspondance  entre  les  mouvements  de  Poin- 
sot, M.  Darboux  étudie  un  mode  spécial  dans  lequel  les  rotations 
sont  à  chaque  instant  égales  et  contraires,  et  où  la  polhodie  est  la 
même.  L'intersection  (P)  de  deux  quadriques  à  centres  dont  les  axes 
coïncident  est  toujours  une  polhodie  sur  deux  quadriques  concen- 
triques. Pour  distinguer  le  cas  de  réalité  et  d'imaginarité  de  ces 
deux  quadriques,  on  remarque  que  la  courbe  (P)  est  toujours 
orthogonale  à  une  série  simplement  infinie  de  quadriques  home- 
focales  de  même  espèce;  le  cas  de  réalité  correspond  au  cas  où  ce 
quadriques  sont  des  liyperboloïdes  à  une   nappe.   Alors,  par  lo 
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inL  M  de  (  P)  il  passp  un  h^perboloïde  fin  systt-tno  el  les  deux 
lératriccs  qtiise  croisenl  en  M  sont  prt^cUéiix^Dl  Icsdeiix  normales 
M  anx  deuï  surftices  âur  lesquelles  la  courbe  (P)  esl  une  polhodie. 
is  ne  pouvons  pénétrer  dans  le  détail  des  cons<5quences 
ifuses  que  M.  Darboux  sait  tirer  de  celle  remarque,  et  des  licua 
.ILCndus  qu'il  établîl  entre  la  théorie  de  Poinsol  et  la  dél'orina- 
n  d'un  hyperboloïde  en  des  byperboioïdes  humofoca iix.  La 
iorie  présentée  dans  la  Note  précédente  s'y  relroiivu,  augmentée 
circonstances  géométriques  qui  eu  rehaussent  l'inlérél.  Signa- 
is ce  théorème  :  Si  l'on  déforme  un  hypeibohtde  en  laissant 
une  génératrice,  tous  tes  points  de  la  génératrice  parallèle 
ivent  des  plans.  Nous  retrouvons  plus  loin  cetle  proposition. 

Note  XIX.  —  Dans  la  Noie  précédente.  l'auteur  a  envisagé  en 
isanl  le  mouv  ementrelatifde  deux  corps  lîxés  par  un  mtime  point 
animés  chacun  d'un  mouvement  absolu  rt^pondant  à  une  seule 
même  polhodie.  Cemouvemenlretalif  s'oblienlenfaîsantrouler 
n  sur  l'autre  les  deux  cAnes  qui  onl  rcspectivemenl  pour  base  les 
nx  herpolbodies,  avec  une  vitesse  de  rotation  double  de  celle  qui 

me  (au  sens  près)  aux  deux  mouvements  absolus. 
Dans  la  présçnle  Note,  on  démontre  que  ce  mouvement  est  le 
IS  général  que  puisse  posséder  un  corps  pesant  de  révolution 
Bpendu  par  un  point  de  son  axe,  lorsque,  dans  le  point  de  sus- 
nsion,  l'ellipsoïde  d'inertie  se  réduit  â  une  sphère.  Mais,  lorsque 
Ile  dernière  circonstance  fait  défaut,  il  existe  un  mouvement 
médiaire  où  elle  a  lieu,  el  qui  est  lié  de  la  f'a<;on  la  plus 
Bple  an  mouvement  donné.  M.  Darboux  met  en  évidence  le  lien 
■oit  qni  unit  ce  résultat  à  une  belle  proposition  due  à  Jacobi, 
luleur  remarque  encore  que,  dans  le  cas  général,  le  mouvement 
Ut  itre  représenté  par  le  roulement  sur  une  sphère  d'un  cûue 
Bnt  pour  base  une  berpolhodie.  Tandis  que  l'exlrémilé  de  la 
latiun  décrit  dans  le  corps  une  berpolhodie,  elle  décrit  dans 
space  une  courbe  sphéricpie  qui  se  réduit  à  une  herpolhodie 
■squc  la  sphère  se  réduit  à  un  plan.  Citons  à  ce  sujet  le  beau 
lorème  suivant  qui  complète  les  résultats  de  la  dernière  Note: 
Si  trois  points  d'une  droite  invariable  sont  assujettis  à. 
ire  des  sphères  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  toits  les 
-s  points  de  l<i  dniile  décrii'enl  des  spli')res;  el,  sauf  le  cas 
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exceptionnel  où  la  droite  fait  avec  la  ligne  des  centres  un  angle 
constant,  il  y  a  toujours  un  point  M  de  la  droite  qui  décrit  un 
plan.  Déplacez  alors  le  point  M,  dans  le  plan  quHl  décrit,  per- 
pendiculairement à  la  projection  de  la  droite  sur  ce  plan,  la 
courbe  que  décrit  le  point  M  est  une  herpolhodie ;  quant  aux 
courbes  décrites  par  les  autres  points  de  la  droite  sur  leurs  sphères 
respectives,  ce  sont  précisément  ces  courbes  sphériques  définies 
plus  haut.  Ajoutons  que  dans  ce  déplacement  la  droite  mobile 
reste  normale  à  la  trajectoire  de  Tun  quelconque  de  ses  poirrts. 

Il  résulte  de  cette  proposition  un  procédé  pratique  pour  décrire 
un  plan  à  Taide  de  quatre  tiges  seulement  :  de  là  un  petit  appareil 
dont  la  construction  a  pu  élre  réalisée. 

Dans  la  XX®  Note,  M.  Darboux  fait  remarquer  que  la  méthode 
employée  par  Lagrange  dans  le  problème  précédent  s'applique, 
avec  quelques  légères  modifications,  au  cas  où  le  solide  de  révolu- 
tion, fixé  par  un  point  de  son  axe,  est  soHicité  par  des  forces  dont  le 
potentiel  dépend  uniquement  de  l'angle  que  fait  l'axe  du  corps 
avec  une  droite  fixe. 

Dans  la  XXI*  Note  on  trouvera  une  étude  très  étendue  sur  les  per- 
cussions et  le  choc  des  corps.  L'auteur  des  Notes  y  reproduit  ses 
recherches  publiées  au  tome  IV,  î*®  série,  du  Bulletin;  a.ussi^  malgré 
l'importance  de  cette  Note,  jugeons-nous  inutile  de  l'analyser. 

Enfin,  dans  la  XXIP  et  dernière  Note,  l'auteur  expose  les  rap- 
ports de  la  théorie  des  moments  d'inertie  avec  celle  des  surfaces 
homofocales.  Le  principe  de  la  méthode  consiste  à  attribuer  un  pa- 
ramètre non  seulement  à  chaque  droite  (moment  d'inertie),  mais 
encore  à  chaque  point  et  à  chaque  plan  de  l'espace.  Les  plans  de 
même  paramètre  enveloppent  une  quadrique,  et,  en  faisant  ensuite 
varier  ce  paramètre,  on  obtient  un  système  de  quadriques  homofo- 
cales. Telle  est  l'origine  du  lien  si  remarquable  découvert  par  Binet. 
Les  mêmes  considérations  conduisent  à  l'étude  des  surfaces  dont  les 
normales  sont  tangentes  à  deux  quadriques  homofocales.  La  Note 
se  termine  par  quelques  indications  sur  le  complexe  des  droites 
d'égal  paramètre;  ce  complexe  est  quadratique,  il  a  été  l'objet 
des  éludes  de  M.  Painvin. 

On  voit  assez,  par  ce  qui  précède,  que  le  Livre  que  nous  présen- 
tons aux  lecteurs  du  Bulletin  n'ofiVira  pas  seulement  un  intérêt 
pédagogique.    I^es  élèves  trouveront  certainement  dans  le  Cours  de 
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M.  Despeyrous  tout  le  nécessaire,  nous  voulons  dire  tout  ce  qui 
doit  faire  le  fond  d'une  connaissance  sérieuse  de  la  Mécanique; 
mais  ils  iront  chercher  dans  les  Notes  de  M.  Darboux  de  ce  super- 
flu qui  s'impose  à  tous,  élèves  et  maîtres,  et  qui  devient  le  néces- 
saire pour  un  esprit  véritablement  sensible  à  l'élévation  et  à  l'élé- 
gance géométriques.  G.  K. 


»e« 


LÉONARD  DE  VINCI.  —  Le  manuscrit  A  de  la  Bibliothèque  de  l'Institut, 
publié  en  fac-similés  (procédé  Arosa)  avec  transcription  littérale,  traduction 
française,  préface  et  table  méthodique  par  M.  Charles  Ravaisxon-Mollicn. 
Paris,  A.  Quantin,  1881,  in-folio. 

On  sait  que  le  célèbre  auteur  de  la  Joconde  était  pour  son 
époque  (i4î>2-i5i9)  un  homme  universel;  si  de  son  vivant  il  n'a 
publié  aucun  des  nombreux  Ouvrages  qu'il  méditait,  il  reste  de  lui 
d'importants  manuscrits  dont  la  collection  la  plus  considérable 
(douze  Volumes)  se  trouve  à  la  Bibliothèque  de  l'Institut. 

De  ces  manuscrits,  on  a,  dès  le  xvii®  siècle  (i65i),  tiré  un 
Traité  de  la  Peinture  réédité  depuis  plusieurs  fois  et  en  der- 
nier lieu  par  Manzi.  Depuis  cette  époque  divers  érudits  en  ont 
publié  différents  extraits,  dont  la  partie  la  plus  importante  forme 
un  Traité  du  mouvement  et  de  la  mesure  de  Veau  (Bologne, 
1828). 

L'intérêt  excité  par  ces  publications  justifie  le  projet  d'édition 
intégrale  formé  par  M.  Ravaisson-Mollien  et  qu'il  a  commencé  à 
mettre  à  exécution.  La  reproduction  en  fac-similés,  jointe  à  la 
transcription  et  à  la  traduction,  était  d'ailleurs  nécessitée  par  ce 
fait  que  d'une  part  il  ne  s'agit  nullement  d'une  rédaction  définitive, 
mais  seulement  de  matériaux,  et  la  plupart  du  temps  de  simples 
notes,  confuses,  sans  ordre,  souvent  raturées,  et  parfois  aussi 
peu  compréhensibles  que  l'écriture  en  est  peu  lisible;  d'autre  part 
Léonard  de  Vinci  écrivait  à  rebours,  en  sorte  qu'on  doit  lire  son 
texte  dans  un  miroir. 

Le  manuscrit  aujourd'hui  publié  a  été  marqué  A  par  Venturi, 
lorsque  la  collection  actuelle  de  l'Institut  y  parvint  en  1796  de  la 
Bibliothèque  Ambrosienne  de  Milan,  à  la  suite  des  conquêtes  de 
Bonaparte  en  Italie;  c'était  le  troisième  de  la  collection  léguée  par 
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Arcoaati,  en  1637,  à  l'Ambrosleone.  Ce  manuscrit  conlenait  ori- 
ginairement cent  i|uatorze  feuillets;  les  cinquante  derniers  et  de 
plus  le  feuillet  54  (')  ont  disparu,  très  probablement  volés  par 
Libri. 

L'exécution  typographique  du  Volume  fait  autant  d'honneur  à 
la  maison  Quantin  que  l'on  doit  d'éloges  à  M.  Ravaisson-MoUien 
pour  la  conscience  scrupuleuse  avec  laquelle  il  s'est  acquitté  de  sa 
tâche  (lifUicile.  Si  çà  et  là  quelques  mots  restent  douteux,  on  ne 
pouvait  sans  doute  mieux  lire  qu'il  ne  l'a  fait;  quant  à  sa  traduc- 
tîon,  elle  réunit  la  clarté  (autant  du  moins  qu'on  peut  la  désirer) 
à  la  fidélité.  Si  sur  quelques  rares  points  on  peut  la  discuter,  ceux 
qui  l'utiliseront  auront  en  tout  cas,  dans  la  transcription  comme 
dans  les  fac-similés,  moj'en  de  la  contrôler  et  de  la  rectiCer  au 
besoin  selon  leurs  vues  personnelles. 

Je  n'ai  pas,  bien  entendu,  l'intention  d'analyser  par  le  menu  le 
manuscrit  publié,  où  l'on  trouve  touchés  toutes  sortes  de  sujets, 
mais  surtout  la  Perspective,  la  Mécanique  et  l'Hydraulique  ;  je  me 
bornerai  à  signaler  ce  qui  y  concerne  la  Géométrie  proprement 
dite: 

Fol.  5  verso.  —  Construction  de  la  racine  du  nombre  n  comme 
moyenne  géométrique  entre  n  et  l'unité;  c'est  l'idée  originale  qui 
forme  le  point  de  départ  de  la  Géométrie  de  Descartes.  Principes 
de  la  quadrature  d'un  polygone  quelconque. 

Fol.  6  recto.  —  Mesure  de  la  hauteur  par  l'ombre  ;  attendre  que 
l'ombre  du  bâton  auxihaire  soit  double  de  la  hauteur  de  ce  hâton 
(procédé  primitif  conservé  par  la  tradition  de  l'antiquité). 

Fol.  6  verso.  —  Applications  du  théorème  sur  le  carré  de  l'hy- 
poténuse et  du  principe  de  similitude.  De  méme'^  recto,  i^verso. 

Fol.  1 1  reclo.  —  Une  médiane  divise  un  triangle  en  deux  par- 
lies  équivalentes.  Application  à  la  division  d'un  triangle  rectangle 
en  UD  nombre  pair,  indéfini,  de  triangles  rectangles  équivalents. 


(')  C'est  par  erreur  que  dans  la  paginatioD  en  tète  des  rac-similés  ce  n*  S4  a 
i\é  imprimé  au  lieu  de  55.  Quelques  faute»  d'impression  analogues  font  tache 
dans  ceUe  belle  publication. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  ij 

Fol.  1 1  verso,  —  Division  de  la  circonférence  du  cercle  en 
3,  6,  8,  12,  24»  4^  parties  égales,  en  partant  de  la  propriété  fon- 
damentale de  l'hexagone  régulier.  Le  côté  de  l'octogone  se  déduit 
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comme  sous-tendant  la  somme  de  trois   arcs  de  —7  chacun  (cf. 

12  recto). 

Procédé  approximatif  pour  la  division  de  la  circonférence  en 
n  parties  égales.  Ce  procédé,  passablement   grossier,   revient  à 

admettre  tang  —  = • 

Fol.  12  recto.  —  Construction  de  Toctogone  régulier  en  par- 
tant du  carré. 

Fol.  12  verso.  —  Construction  approximative  du  côté  du  pen- 
tagone et  de  rheptagone  régulier;  elle  revient  à, admettre 
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sin  -  ==  —7=  <*ï  sin  -  =  — ;-• 

Fol.  li  recto.  —  Le  triangle  formé  en  joignant  les  milieux 
d'un  triangle  donné  est  semblable  à  ce  dernier  et  équivalent  au 
quart.  Autres  propositions  élémentaires. 

Fol.  i3  verso,  —  Construction  approximative  du  côté  du  pen- 
tagone régulier,  marquée  comme  fausse,  après  un  essai  de  dé- 

monstration  ;  elle  revient,  comme  plus  haut,  à  admettre  sin  -7  =  — . 

FoL  i4  recto.  —  Construction  dans  un  triangle  rectangle 
isoscèle  d'une  série  indéfinie  de  carrés  dont  chacun  est  de  côté 
moitié  moindre  que  le  précédent. 

Rapport  de  surfaces  entre  cercles,  établi  d'après  le  rapport  des 
surfaces  entre  les  carrés  où  ils  sont  inscrits  (cf.  i3  verso  en  haut 
et  i5  recto). 

Fol.  i4  verso.  —  Équivalence  des  triangles  de  même  base  et  de 
même  hauteur,  etc. 

Fol.  \5 recto.  —  Cercles  dans  le  rapport  double  ou  quadruple, 
d'après  les  carrés  circonscrits  dans  le  même  rapport. 


i()  PUlîMlEUb:  PAUilli. 

FoL  i5  verso.  —  Problèmes  avec  une  seule  ouverlurc  de  compas. 
Bisseclion  d'un  arc.  Centre  du  triangle  équilatéral.  Trisection 
d'un  arc  courbe. 

Cette  dernière  figure  n'est  certainement  pas  construite  avec  une 
seule  ouverture  de  compas.  Vinci  parait  avoir  déterminé  le  centre 
de  l'arc  considéré  comme  circulaire,  divisé  la  corde  en  trois  par- 
ties égales  et  joint  au  centre  les  points  de  division^  quant  à  la  tri- 
section de  la  corde,  il  l'obtient  par  (m  procédé  particulier. 

Soit  une  droite  A.B  à  diviser  en  trois  parties  égales;  en  A  et  B 
j'élève  deux  perpendiculaires  AC,  BD  dans  deux  directions  oppo- 
sées; je  prends  sur  ces  perpendiculaires  des  longueurs  égales,  sur 
l'une  AC,  CE,  sur  l'autre  BD,  I)F;  je  joins  CF,  DE,  ces  dcu\ 
droites  partagent  AB  en  trois  parties  égales  (cf.  17  recto), 

FoL  16  recto,  —  Suite  des  problèmes  avec  une  seule  ouverture 
de  compas.  Centre  d'un  arc  de  cercle  donné.  Perpendiculaire  an 
milieu  d'une  droite  (cf.  17  recto), 

FoL  16  verso,  —  Division  d'une  droite  en  deux,  trois,  six  par- 
ties égales.  Construction  de  l'hexagone  régulier  de  côté  donné 
(cf.  17  recto), 

FoL  17  verso,  —  Construction,  sur  un  coté  donné,  du  triangle 
équilatéral,   du  carré  et   du   pentagone  régulier  (approximation: 

sin  ^  =  --  comme  plus  haut). 

FoL  18  recto,  —  x\ngles  d'un  (|uart,  d'un  sixième,  d'un  hui- 
tième de  la  circonférence  (*). 

Léonard  de  Vinci  propose  de  classer  les  angles  aigus  en  1 2  degrés 
et  les  obtus  de  même. 

C'est  tout  ce  que  Ton  nmcontre  pour  la  Géométrie  propremenl 
dite. 

Évidemment  l'auteur  de  la  Joconde  n'est  pas  un  géomètre;  ses 
connaissances  pratiques  dans  la  Science  sont  assez  étendues, 
comme  le  prouve  sufiisamment  sa  perspective;  mais,  comme  théorie. 


(')  La  tradurlioii,  lignes  \  et  5  rsl  orroiicc;  il  faiil  lire  :  «  anh  est  la  moitié  dii 
earré;  ts  est  le  huitième  du  plus  petit  rerrie.  »> 


I 

i 
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il  est  au  contraire  à  un  niveau  très  peu  élevé  :  il  ne  sait  pas  mettre 
une  démonstration  sur  ses  pieds,  il  procède  par  intuition,  parfois 
il  fait  ses  constructions  par  de  simples  ^alo^ncn^cnts  (  17  verso)^ 
ou  il  se  contente  d'approximations  plus  ou  moins  [grossières.  Bref 
il  n'a  jamais  étudié  Euclide. 

On  ne  peut  non  plus  le  considérer  comme  Pinventeur  des  quel- 
ques procédés  de  construction  qu'il  a  notés  dans  son  manuscrit. 
Comment  les  a-t-il  appris,  à  quelles  sources  en  général  a-t-il  puisé 
ses  connaissances  scientifiques?  Ce  sont  là  des  questions  d'autant 
plus  difficiles  à  résoudre  que  Vinci  paraît  plus  original,  même 
dans  ses  erreurs  les  plus  évidentes,  et  que,  d'autre  part,  il  a  l'ha- 
bitude de  ne  citer  aucune  autorité;  on  ne  trouvera  pas  un  seul 
nom  propre  dans  tout  le  manuscrit  A,  et,  s'il  rapporte  parfois  des 
opinions  étrangères  pour  les  réfuter,  il  le  fait  en  termes  vagues  et 
qui  ne  nous  donnent  aucune  indication. 

Cependant  on  peut  affirmer  que  sa  géométrie  provient  de  sources 
arabes;  elle  offre  notamment  de  singulières  analogies  avec  le  Traité 
des  constructions  géométriques  d'Abou'l  Wéfâ  (manuscrit  169, 
ancien  fonds  persan,, de  la  Bibliothèque  Nationale)  qui  est  connu 
par  le  sommaire  qu'en  a  publié  Woepcke  dans  le  Journal 
asiatique  de  i855,  et  par  les  extraits  traduits  par  M.  Léon  Rodet 
dans  le  ^a//e^/moBoncompagni  de  septembre  i883.  Je  remarque 
particulièrement  dans  ce  Traité  (Chap.  II,  1  bis)  la  trisection  de 
la  droite  par  le  même  procédé  que  Léonard  de  Vinci,  la  même 
construction  de  l'octogone  régulier,  de  nombreux  problèmes  avec 
une  seule  ouverture  de  compas  (*)  et  une  construction  de  l'hepta- 
gone régulier  qui  revient  à  celle  de  Léonard  de  Vinci  (2).  Si 
enfin  le  procédé  de  ce  dernier  pour  le  pentagone  régulier  ne  se 
retrouve  pas  dans  Abou'l  Wéfâ,  celui-ci   n'en   donne  pas  moins 


(')  Quoique  ces  problèmes  semblent  avoir  été  connus  dos  Grecs,  ils  ont  parti- 
culièrement été  cultivés  par  les  Arabes,  dont  les  compas  imparfaits  se  prêtaient 
mal  aux  changements  d'ouverture. 

(')  Il  est  possible  que  cette  construction  remonte  à  Archiméde,  auquel  les 
Arabes  attribuent  un  Livre  sur  l'heptagone;  l'approximation  est  asscsi  singulière, 

car  Terreur  n'atteint  pas  six  minutes  et  demi  pour  l'angle  au  centre-^*    Pour 

7 
le  pentagone,  la  construction  de  Léonard  de  Vinci  est  au  contraire  passablement 

grossière  :  l'erreur  sur  l'angle  au  contre  -^  est  d'environ  un  degré  et  demi. 
DuU.  des  Sciences  mathem.,  a*  série,  t.  X.  (Janvier  j880.)  2 
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pour  cette  figure  des  constructions  approximatives,  d*aillcursplus 
satisfaisantes. 

Ces  rapprochements  me  paraissent  suffisants  pour  justifier 
l'opinion  que  j'ai  émise;  il  est  clair  au  reste  que  la  façon  dont  ces 
constructions  sont  venues  à  la  connaissance  de  Léonard  de  Vinci 
reste  complètement  incertaine,  et  qu'il  ne  faut  nullement  voir 
là  une  preuve  qu'il  ait  fait  un  long  voyage  en  Orient  et  qu'il  s'y 
soit  même  fait  mahométan,  comme  un  érudit  allemand  l'a  supposé 
sur  des  indices  passablement  vagues  et  en  contradiction  avec  tout 
ce  que  Ton  sait  de  la  vie  du  célèbre  peintre. 

Si  l'instruction  théorique  de  Vinci  avait  été  plus  complète, 
peut-être  son  originalité  en  aurait-elle  souffert,  mais  il  aurait  sans 
doute  évité  nombre  de  faux  pas. 

Pour  permettre  de  le  juger  à  cet  égard,  je  me  contenterai  de 
signaler  les  folios  20  (verso),  ai  (recto).  Il  croit  possible  de  déter- 
miner la  distance  du  Soleil  ou  d'une  planète  au  moyen  d'une  base 
prise  entre  deux  signaux  visibles  l'un  de  l'autre  (*),  et  pour  me- 
surer le  rayon  de  la  Terre,  il  propose  le  moyen  suivant  : 

Mesurer  les  distances  entre  deux  fils  à  plomb  au  sommet  d'une 
tour  de  cent  brasses  et  à  son  pied;  conclure  le  rayon  de  la  Terre 
d'après  la  théorie  des  triangles  semblables. 

En  somme,  il  ne  semble  guère  <jue  la  publication  des  manu- 
scrits de  Léonard  de  Vinci  promette  pour  la  Géométrie  autre 
chose  qu'un  petit  nombre  de  renseignements  historiques  d'intérêt 
assez  mince;  mais  une  pareille  constatation  ne  peut  évidemment 
jeter  aucune  défaveur  sur  l'œuvre  entreprise  par  M.  Ravaisson- 
Mollien,  et,  à  l'occasion  des  volumes  suivants,  j'essayerai  de  mon- 
trer qu'en  ce  qui  concerne  telle  ou  telle  branche  des  Mathématiques 
appliquées,  l'importance  des  écrits  de  Léonard  de  Vinci  ne  peut 
être  niée.  Paul  Taknery. 


(»)  Il  suppose  (railleurs  qu'on  opère  dans  deux  cabanes  fermées,  avec  des  trous 
qui  laissenl  passer  un  rayon  solaire;  rohscrvation  doit  se  faire  quand,  dans  Tudc 
des  cabanes,  le  rayon  suil  une  perpendiculaire  (le  traducteur  dit  à  tort  une  ver- 
ticale) à  la  droite  qui  joint  les  deux  signaux;  à  ce  moment,  indiqué  par  un  feu, 
le  second  observateur  mesure  l'écart  de  l'image  solaire  par  rapport  à  la  perpendi- 
culaire de  la  cabane  où  il  se  trouve.  La  distance  se  calcule  immédiatement  par 
proportion. 
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DOMSCH  (P.).  —  Ueber  die  Darstelluxg  der  F'lachen  vierter  Ordnung 

MIT    DOPPELKEGEL8CIINITT  DURCIl   IlYPERELLIPTISCUE  FltNCTIONKN.  InailgUral- 

Dissortalion,  66  p.  in-8**.  Greifswalcl,  188 5. 

Les  surfaces  du  quatrième  degré  à  conique  double  pouvant  être 
transformées  homographiquement  en  cvclldes,  il  suffit,  pour 
savoir  exprimer  les  coordonnées  des  points  d'une  surface  du  qua- 
trième degré  à  conique  double,  au  moyen  des  fonctions  hyperellip- 
tîques,  de  savoir  résoudre  ce  problème  pour  les  cjclides;  c'est 
uniquement  de  ces  dernières  surfaces  que  s'occupe  M.  Domsch. 

Son  travail  comprend  deux  parties  bien  distinctes  : 

La  première  a  pour  point  de  départ  les  recherches  de  M.  Dar- 
boux  [Itecherches  sur  tes  sur/aces  orthogonales  (Annales  de 
r  École  Normale  y  t.  II,  i865);  Sur  une  classe  remarquable  de 
surfaces  a Igébriq ues  ] . 

L'auteur  rappelle  comment,  étant  donnée  une  sphère,  en  fai- 
sant correspondre  à  chaque  point  les  deux  points  centres  des 
sphères  de  rayon  nul  qui  passent  par  le  cercle  d'intersection  de  la 
sphère  et  du  plan  polaire  du  point  considéré,  on  peut  transformer 
une  surface  du  second  degré  en  une  cyclide.  Si  l'on  considère  un 
faisceau  de  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  une  même 
surface  développable  du  quatrième  degré  dont  fasse  partie  la 
sphère  fondamentale,  et  qu'on  applique  à  ces  surfaces  la  transfor- 
mation précédente,  on  obtient  un  faisceau  de  cyclides  homofocales 
dont  l'équation  prend  la  forme  normale 

5«  S.i  (S?  Sl 

-h  -— ^  +  — -^  H -^  =  O, 


a\  —  X       flj  —  X       a^  —  X       «4     •  À 

en  employant  des  coordonnées  pentasphériques,  définies  par  la 
sphère  fondamentale  et  par  les  quatre  sphères  qui  sont,  dans  la 
transformation  précédemment  définie,  les  images  des  quatre  faces 
du  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  du  faisceau  considéré.  En  partant  de  là,  M.  Domsch  fait 
une  étude  rapide  des  cyclides,  au  point  de  vue  de  leurs  formes, 
de  leurs  lignes  de  courbure  et  de  leurs  lignes  gcodéslqucs.  Puis, 
profitant  d'une  remarque  due  à  M.  Staude  \Geometrische  Deutung 
des   Additionslheorems  der   hyperelliptischen  Intégrale  und 
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Ft/nriionen  i.  Ordn.  ini  Sy.nrm  d^r  ronff.^rnlen  Flîichen 
'Ji.  Oradp.%  '  Mai  h.  .1/»/».,  l.  Wll.  p.  i  ]  conctrrn^nt  la  ct»nj:ruencc 
'l^s  Un^r^ntes  commune^  à  deui  surûcfs  du  second  de^rré  homo- 
iV^ales,  il  développe  de<  résultat^  analoj^ues  à  ceux  de  M.  Slaude 
\ff9ur  la  congruence  des  cercles  liitan^t>nt$  à  deux  cvclîdes  homo- 
fricales,  con^ruence  qui  n'est  autre  chose  que  l'image  de  la  pre- 
mière. 

La  deuxième  Partie  se  rapporte  aux  relations  entre  les  cvclides 
et  la  surface  de  Kummer. 

M.  Lie  [C'rher  Complexe,  insbesondere  Linien^und  Kugel- 
Complexe  i Malh,  Annalen,  t.  V,  p.  i45»]  a  indiqué  une  trans- 
formation de  contact  qui  permet  de  changer  une  surface  de 
Kummer  en  une  c\clide  et  un  faisceau  de  surfaces  de  Rummer 
lanpentes  le  long  d'une  ligne  as\mptotique  du  huitième  ordre  en 
un  faisceau  de  cvclides  homofocales.  On  connaît,  d*ailleurs.  trois 
mo\ens  fiour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 
de  Kummer  par  des  fonctions  hyperelliptiques  :  on  en  aura  donc 
trois  aussi  pour  les  cvclides.  En  particulier,  le  procédé  qui  con- 
siste à  prendre  pour  variables,  relativement  à  la  surface  de  Kum- 
mer, les  paramètres  des  lignes  asvmptotiques,  conduit  à  prendre 
pour  variables,  sur  la  cyclide  correspondante,  les  paramètres  des 
lignes  de  courbure. 

Enfin  y  dans  un  Chapitre  final,  T  Auteur  rapproche  les  deux 
parties  de  son  travail  et  développe  quelques  relations  intéres- 
santes entre  un  faisceau  de  surfaces  de  Kummer  et  un  faisceau  de 
surfaces  du  second  degré.  J.  T. 


SCllWERING  (K.).  —  Théorie  und  Anwendung  der  Liniex-koordinatbn  in 
DKR  ANALiTisciiEN  Geouetrie  DER  Ebene.  Lsipzig,  Teubner,  1884,  96  p.f 
2  pi. 

KHIMPIIOFF  (W).  —  Beitrag  zur  analvtischen  Behandlung  der  Umïhl- 

LUNGScuRVEN.  Coesfcld,  Olten,  16  p. 

Dans  le  troisième  Volume  de  la  seconde  série  du  Bulletin^  il  a 
été  déjà  donné  un  exposé  d'un  système  nouveau  de  coordonnées 
trouvé  par  Schwering,  professeur  à  Coesfeld  (Weslphalie)  et  ap- 
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|)li(|ur  par  lui,  avec  succès,  à  la  solulion  de  plusieurs  problèmes 
de  la  théorie  des  courbes.  Il  s'agit  aujourd'hui  d'un  Mémoire  où 
sont  exposés  systématiquement  les  avantages  de  ce  nouveau  mode 
de  coordonnées-lignes.  Dans  la  plupart  des  écrits,  ces  coordon- 
nées ont  simplement  pour  rôle  de  simplifier  les  calculs;  elles  se 
présentent  ici  comme  notion  fondamentale  ayant  absolument  la 
même  valeur  que  les  coordonnées-points.  Il  ne  pouvait  d'ailleurs 
en  être  autrement,  puisque,  d'après  la  démonstration  de  Victor 
Schlegel,  le  système  de  Schwering  est  réciproque  de  celui  de 
Descartes. 

Supposons  deux  droites  parallèles  rencontrées  en  O  et  Q  par 
une  droite  qui  leur  est  perpendiculaire.  Si  une  droite  variable  ren- 
contre en  A  et  B  les  deux  parallèles,  les  segments  OA  et  QB 
comptés  dans  le  même  sens  sont  les  coordonnées  de  AB.  Il  est 
évident  que,  si  l'on  prend  pour  axes  des  u  et  des  i>  deux  tangentes 
parallèles  aux  extrémités  d'un  diamètre  d'un  cercle  de  rayon  ;•, 
l'équation  du  cercle  considéré  comme  enveloppe  de  ses  tangentes 
est 

Il  est  étonnant  de  voir  avec  quelle  simplicité  se  déduisent  alors 
dans  le  cercle  les  propriétés  polaires.  En  choisissant  convenable- 
ment les  axes  du  système,  les  équations  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole peuvent  être  amenées  à  la  même  forme.  Pour  la  parabole, 

on  a 

(u  -H  v)(u  —  p)  =  e^. 

La  forme  élégante  de  ces  équations  nous  rappelle  ce  que  nous 
:ivons  dit  dans  notre  mono^^vaplûe  [Parabolisc/ie  Lo*,^ari(hmen 
und parabolisdie  Trigonométrie  (Leipzig^  188a)]  relativement  à 
la  transformation  de  l'équation  de  la  lemniscale  dans  le  système 
orthogonal.  Comme  représentation  au  moyen  d'un  paramètre,  on 
pouvait  en  effet  recommander,  s'il  s'agit  de  coniques  à  centres, 
les  équations  u  =  re^,  i^  =  re"^,  et,  au  contraire,  pour  la  parabole, 
la  substitution  analogue  u  =  rcos  hyp)v,  v  =  rsin  hypX,  puisque 
l'on  a  cos  hyp).  zb  sin  hypX  =  e^^. 

L'équation  d'un  point  est  naturellement  linéaire;  l'auteur  lui 
donne  différentes  formes  et  l'on  voit  rapidement  que  le  principe 
des  notations  abrégées  de  Pluckcr  est  encore  ici  applicable.  Si,  par 
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exemple,  L=  o,  M  =  o  sont  les  équations  de  deux  points  sous  leur 
forme  normale,  L-|-M=o  est  Téqualion  du  milieu  de  la  ligne 
qui  les  joint.  L'auleur  discute  complètement  Tëquation  générale 
du  second  degré;  il  montre  comment  se  comporte  le  nouveau  sys- 
tème dans  IVtude  des  courbes  algébriques  et  en  Géométrie  infini- 
tésimale. Citons,  par  exemple,  l'équation  si  simple  de  la  hessienne 
(p.  63).  Enfin,  dans  le  dernier  Chapitre  de  ce  petit  travail,  si  remar- 
quable par  la  clarté  et  Télégance,  Fauteur  passe  à  l'examen  de 
quelques  courbes  supérieures,  aux  lignes  focales  et  à  la  courbe  de 
Cassini. 

Le  Mémoire  de  M.  KrimphofT,  collègue  de  Schwerîng,  se 
rattache  à  ce  Chapitre.  L'auteur  a  reconnu  que  l'hypocycloïde  à 
trois  points  de  rebroussement,  qui  a  fait  Tobjet  des  recherches  si 
intéressantes  de  Sleiner  et  de  Cremona,  peut  être  très  simplement 
traité  au  moyen  des  nouvelles  coordonnées-lignes,  et  que,  d'ailleurs, 
la  même  conclusion  s'applique  aux  enveloppes.  L'auteur  se  propose 
et  résout  toute  une  série  de  questions  remarquables  sur  des  courbes 
de  cette  nature.  Jl  emploie  simultanément  les  coordonnées  de  Des- 
cartes et  de  Schwering,  en  sorte  que  ses  calculs  permettent  de  re- 
connaître d'une  façon  évidente  l'analogie  des  deux  systèmes  que 
nous  avons  relevée  plus  haut.  Remarquons  encore  que  les  argu- 
ments employés  pour  la  première  fois,  croyons-nous,  par  Grunert 
et  qui  lui  ont  été  si  utiles  dans  la  théorie  analytique  des  coniques, 
trouvent  ici  à  chaque  instant  leur  application;  il  en  est  naturelle- 
ment de  même  des  fonctions  hyperboliques.  Nous  n'avons,  par 
exemple,  qu'à  renvoyer  à  la  démonstration  de  ce  théorème  :  ifl 
somme  des  arguments  correspondant  aux  quatre  points  d'in- 
tersection d'un  cercle  et  d'une  hyperbole  est  égale  à  zéro. 

Ce  travail  aura  l'avantage  de  faire  connaître  et  apprécier  la  belle 
méthode  de  Schwering.  S.  GU^thek. 
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REMARQUES  SUR  LES  FORMES  QUADRATIQUES  DE  DÉTERMINANT  NÉGATIF; 

Par  m.  HERMITE. 

Considérons  les  formes  réduites  qui  représentent  des  classes 
non  ambiguës;  elles  se  groupent  deux  à  deux  en  formes  telles  que 

(A,  B,  G),    (A,  -B,  G), 

qu^on  nomme  opposées,  et,  si  l'on  suppose  le  coefficient  moyen 
positif,  on  a  les  conditions 

aB<A,        A<G. 

Nous  pouvons  donc  les  obtenir  toutes,  en  faisant  parcourir  aux 
nombres  entiers,  r,  5,  /,  dans  Pcxprcssion 

la  suite  indéfinie  i,  2,  3,  ...,  chacune  d'elles  n'étant  donnée 
qu'une  seule*  fois.  Cela  étant,  considérons  la  série  suivante  : 

où  la  sommation  s'étend  aux  valeurs  considérées  de  r,  5,  l;  il  est 
clair  que,  si  on  l'ordonne  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
variable,  le  coefficient  de  q^  sera  précisément  le  nombre  des 
formes  réduites  non  ambiguës  et,  par  conséquent,  le  nombre  des 
dasscs  de  cette  espèce  dont  Je  déterminant  est  — N.  Observons 
maintcDant  que  l'indéterminée  /  figurant  au  premier  degré  dans 
l'exposant,  la  sommation  relative  aux  valeurs  t  =  i,  2,  3,  ... 
peut  s'effectuer,  ce  qui  donne 


S 


^(j^s-i-ri 


Is-i-r 


OU  bien,  en  posant  25  -f-  r  =  /i, 

r«*-»-/l— i» 


S 


Dans  cette  expression  de  notre  série,  n  n'est  pas  inférieur  à 
trois,  puisque  /*  et  s  sont  au  moins  égaux  à  l'unité,  et  représente 
tous  les  entiers  à  partir  de  cette  limite.  J'ajoute  que,  d'après  la 
condition  '2S  -\-  r  =  n^  le  nombre  variable  a'  parcourt  la  série  finie 


(A,  o,  G), 

A.:c, 

(iB,  B,  G), 

iBlG, 

(A,  2n,  A), 

•iB<A, 

24  PUEMIÈRE  PARTIE. 

où  V  désigne  le  plus  grand  entier  contenu  dans •  Ce  point 

établi,  j*ai  à  considérer  les  classes  ambiguës  qui  demandent  une 
attention  particulière,  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue  un  peu 
différent  de  celui  de  Gauss,  à  Tarticle  257  des  Disquisitiones 
arithmeticœ  :  De  multitudine  classium  ancipitum.  Les  formes 
réduites  sont  alors 

I' 

et,  pour  un  déterminant  donné  — N,  on  les  obtient  successivement 
comme  il  suit. 

Décomposons  N  en  deux  facteurs  et  soit 

N  =  nn\ 

nous  ferons,  dans  le  premier  cas,  A  =  /i,  C=:/t',  en  supposant 
n'^n'.  Soit  donc 

/l'=/l-+-4  (t  =  o,    I,   2,    ...)i 

leur  nombre  sera  le  coefficient  de  q^  dans  la  série 

S,  =  I,qn(n+i)^ 

t 

OU  bien,  si  Ton  fait  la  sommation  par  rapport  à  £, 

^t=^^^  (1  =  1,  2,  3,  ...). 

Le  deuxième  cas  nous  conduit  à  Tégalité 

2BG  — B*=/i/i'; 


d'où 


B  =  /i,        2G-B  =  /i'        et        G=^^^:t^ 


11  faut  donc  supposer  n' ^ /i(mod  2),  afin  que  C  soit  entier,  et 
la  condition  '.i  B  5  C  nous  donne  ensuite 

71'^  3/1. 

Dans  le  troisième  enfin,  avant 

A«— Bi=  un'. 
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nous  ferons 

A  —  B  =  /i,         A  -f-  B  =  n', 
d'où 


.        /l'-f-Ai           -j        n  —  n 
A  =  >  n  =  


On  doit  prendre  par  conséquent  n!  ^  n  (mod  a),   /i  -<  /i',  le 
signe  <  excluant  l'égalité,  et  la  condition  2B  <C  A  deviept 

n'  <  3/1. 

De  là  résulte  que  le  second  et  le  troisième  cas  ont  en  commun 

les  conditions  n^n!  (mod  2),  n!  ^  n^   mais  dans  l'un   il  faut 

supposer  n'  >3n  et  dans  l'autre  ./i'  -<  3n.  Le  nombre  des  formes 

réduites  qui  appartiennent  aux  deux  cas  est  donc  le  nombre  total 

des  solutions  de  l'égalité 

N  =  nn', 

sous  les  conditions  n  <C  n'^  n^  n'  { mod  a  ). 

Soit 

n'=/i-f-2i        (i  =  i,  2,  3,  ...); 

cette  quantité  sera  par  conséquent  le  coefficient  de  q^  dans   la 
série 

qui  se  met  immédiatement  sous  la  forme 


S»  =  ^  ^  _      ,„       (/»=I,    2,    3,    ...). 


Les  trois  suites  auxquelles  nous  venons  de  parvenir  conduisent 
ainsi  à  une  fonction  explicite  de  la  variable  q^  représentée  par  la 

somme 

S  -h  Si -h  Si, 

dont  le  développement  suivant  la  puissance  de  q  donne  le  nombre 
des  classes  de  formes  quadratiques  de  déterminant  —  N  comme 
coefficient  de  ^'^  (*)• 


(')  Un  résultat  analogue  vient  de  m'étre  communiqué  par  M.  Kronecker,  sous 
la  forme  suivante  : 


6;      

g' 

Il  ^^  Ij3f«j^...j         tt    ^^  Iy2)0,  ...» 

La  fonclioQ  G(n)  qui   y  figure  a   été  inlroduitc   pat*  l'illustre  géomètre  dan? 
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L'expression  qui  correspond  aux  formes  ambiguës,   Si 
peut  encore  s'écrire 


puis,  en  séparant  dans  le  second  membre  la  partie  paire  et  la  pai 
impaire. 

Dans  cette  relation  on  suppose  toujours 
mais  on  prend 

Sous  cette  nouvelle  forme  elle  devient  susceptible  d'une  tra 
formation  que  je  vais  indiquer,  et  qu'on  lire  de  l'équation 
Clausen  (*) 

A  cet  effet  j'observe  qu'en  égalant  dans  les  deux  membres 
parties  paires  et  impaires,  on  obtient  les  égalités 


et 


Or  l'équation  même  de  Ciausen  donne,  par  le  changement  d 


en  ^r*", 


son  Mémoire  célèbre  sur  le  nombre  des  classes  difTérentes  de  formes  quadralii 
de  déterminant  négatif  {Journal  de  Borcfiardt,  t.  57,  p.  24S,  et  Journat 
Liouville,  iStio).  Elle  no  diffère  que  par  une  modification  légère  du  nombre 
classes  de  déterminant  —  w.  [  Voir  aussi  sur  cette  même  fonction  les  §  G  et  "3 
Mémoire  sur  les  formes  bilinéaires  à  quatre  variables  {Mémoires  de  l'Acadt 
des  Sciences  de  lierlin,  !S83).qui  est  l'un  des  pi u»  beaux  et  des  plus  impurt 
travaux  arithmétiques  de  notre  épo(|ue.  j 
(')  Fttndamcntff.  p.   is-. 
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cl,  si  l'on  retranche  membre  à  membre  de  la  relation  précédente, 
on  trouve,  après  une  réduction  facile, 

ftn  ^KTJ    nn*+n 


^  I  —  ^*«  ~"^1  — 


rSa 


Nous  pouvons  maintenant  remplacer  dans  la  valeur  de  S|  -|-  S2 
les  trois  sommes  qui  y  figurent  parles  expressions  auxquelles  nous 
venons  de  parvenir;  il  vient  ainsi 

et,  en  simplifiant. 


ftn 


De  cette  transformation  analytique  se  conclut  immédiatement, 
sous  la  forme  la  plus  simple,  la  détermination  du  nombre  des 
classes  ambiguës  pour  un  déterminant  donné  — N. 

Supposons  d'abord  que  N  soit  un  nombre  impair  M  ;  le  coefUcient 
de  q^  est  donné  par  la  première  somme  et,  d'après  sa  propriété 
caractéristique,  a  pour  expression  le  nombre  des  diviseurs  de  M, 
que  je  désigne  suivant  l'usage  par  'f  (M).  Soit  ensuite  N  =  2" M; 
la  seconde  somme,  qui  est  seule  à  considérer  dans  ce  cas,  fait  voir 

que  le  coefficient  de  q^  est  alors  ?(  — )  et,  par  conséquent  n«p( M). 

Cette  valeur  si  simple  du  nombre  des  classes  ambiguës  s'obtient 
également  par  la  voie  de  l'Arithmétique,  mais  la  méthode  analytique 
est  plus  rapide,  parce  qu'elle  évite  d'avoir  à  considérer  le  cas  par- 
ticulier où  N  est  un  carré,  qui  est  exceptionnel  tant  pour  les 
formes  (A,  o,  C)  que  pour  celles  des  deux  autres  espèces. 

Je  reviens  maintenant  à  la  série  SH(n)y",  où  H(/i)  désigne  le 
nombre  des  classes  de  déterminant  —  /i,  afin  d'indiquer  une  con- 
séquence de  l'expression  que  nous  avons  obtenue,  à  savoir 


>i«H-n'-*« 


Divisons,  à  cet  efiel,  les  deux  membres  par  i  —  ^r  et  déve- 
loppons ensuite  suivant  les  puissances  croissantes  de  q  ;  on  trouvera 
d'abord,  dans  le  premier,  pour  le  coefficient  de  y^,  la  quaulité 
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Si  Ton  fait  ensuite  usage  de  celle  équalion,  que  j'ai  donnée 
ailleurs  {Acta  mathematica,  5  :  4-  |>-  3ii),  où  E(xj  représente 
l'entier  contenu  dans  x,  à  savoir 

(i-y)(i-r)    ^  \      «      / 

on  obtient  immédiatement 

Voici  une  remarque  à  laquelle  donne  lieu  celte  forme  analytique 
de  U  par  le  symbole  arithmétique  E.  On  remarquera  que,  dans 
les  deux  premières  sommes,  le  nombre  variable  n  a  pour  limite 

supérieure  Fenlier  contenu  dans  y/N,  que  je  désignerai  par  v.  En 
négligeant  une  quantité  qui  ne  peut  surpasser  v,  nous  pouvons 
donc  écrire 

^       \       2/1      /  Jmà       in  2\  2         3  v/  4 

et,  par  conséquent,  si  Ton  néglige  les  quantités  de  Tordre  de  y/N, 

C  étant  la  constante  d'Euler.  A  Tégard  de  la   dernière   somme 

\^  E  ( j  7  où  Ton  doit  prendre 

5  =  1,    2,    3, et         n  =  25 -+- r,    25 -r-  2,    25 -h  3,    ..., 

je  représente  un  moment  5  et  n  par  l'abscisse  et  l'ordonnée  x  cl  y 
d'un  point  rapporté  à  des  arcs  rectangulaires.  Avant  ainsi  les 
conditions 

devant  de  plus  supposer  x  et  y  positifs,  on  voit  que  les  points 
considérés  sont  à  l'intérieur  d'un  secteur  hyperbolique  qui  a  pour 
sommet  l'origine  et  pour  cotés  les  portions  de  l'axe    Iransversc 
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vl  de  la  droite  J  =  9.x,  comprises  entre  le  centre  et  Tare  de  Thy- 

perbole 

N  -4-ar*  — 7*=  o. 

L'aire  de  ce  secteur  qui  s'obtient  facilement  est 

Nlog3, 

nous  en  tirons  cette  conséquence  que  le  nombre  des  points  con- 
tenus à  son  intérieur  est  de  l'ordre  de  grandeur  de  N;  aux 
quantités  près  de  cet  ordre,  on  a  donc 


^„/N-f-*»  —  '^^\  _V^'^-+-** 


el,  par  conséquent, 

U  =  -N  logN  -f-  '3^2^ 

On  doit  prendre,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  série  double 
qui  figure  au  second  membre, 

5  =  1,    2,    3,       ...,  /l=25-+-I,    25-f-2,   25-h4,       ..., 

avec  la  condition 

Une  évaluation  approchée  de  cette  suite  pour  de  grandes  valeurs  de 
N  est  donnée  par  l'intégrale  double 

où  l'on  suppose 

^  >  237,      N-hiF* — /*>o; 

3 

elle  est   é«:ale  à  — —  >  d'où  résulte 

U  =  > 

9 

en  négligeant  les  termes  moindres.  Ce  résultat  ouvre  une  voie  pour 
parvenir  aux  belles  propositions  sur  la  valeur  moyenne  du  nombre 
des  classes  proprement  primitives,  énoncées  par  Gauss,  Disquisi- 
liones  arilhmelicœ ,  art.  302,  et  que  M.   Lipscliitz  a  le  premier 
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réussi  à  déinoiitrer  \^Uehcr  die  asymplotischcn  Gesetze  von  ge- 
ivissen  Gattungen  zalilenlhcoretischer  F unciionen  [Comptes 
rendus  de  l'Acadrmie  des  Sciences  de  Berlin^  1865,  p.  i-^)]. 


SUR  QUELQUES  FORMULES  DONNÉES  DANS  LE  COURS  D'ANALYSE 
DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  DE  M.  HERMITE; 

Pa»  m.  PTASZITSKY. 

Dans  son  Cours  d^ Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique^  p.  Gij, 
M.   Hermite  a   donné   plusieurs   développements    en   séries  des 
fonctions  à  plusieurs  variables.  Je  me  suis  proposé  d'expliquer  la 
manière  d'obtenir  ces  développements. 
■   Soit 

I^  fonction 

(|)(r,j,  ;:,...)=    /   /i(^,  w)/jO',  ")/3(^i  u)du 

fst  développable  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  i", 
y\  z^  C)n  trouve 

où 

En  posant 

(0     /i(^>w)=  '       /j(j'»  w)  = »        a  =  o,      h-^^ 

-i  -1 

on  obtient 


lofjfi — ^)(i — j')  _  "^  1 .9..3. .  .w.  i.îi.3..  .n    ^ 
'  ^y  —  j-  —y        ~  ^  i.'jt.3.  ..(m -t- n -h  i)        -^  ' 

-i  -> 


(i_.;r)   *-f-fi— r)   *  __  V^  1.3.'"). .  .('im  —  D.i 
^'-^^  ]  1,      '    ,}    "^  ■2.i.(i...C2 


ri  1 . 3 .'")...  ('2  //i  —  I  ).  1 . 3  .'■»... (2  n  —  I  ) 

•^  ^ j-^v". 
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Prenons  la  série  de  Lagrange 

En  diflerenllant  par  rapport  à  a,  on  trouve 

apn>s  avoir  remplacé /'( 5)  par  ^{z). 
Posons 

(p(rt)  =  rt»,        ef(rt)=    î 

^  I  —  a/ 

On  obtient 

z  =  a  -h  xz*, 

.  __ '^  (  s>. m -4- /i ) f  2  w -+- 71  —  i). .  .(m -+- /i -+-i) 
.^id  I  .'2. 3... m 

La  valeur  z  est  celle  des  deux  racines  de  l'équation 

z  =  a  -{-  xz*, 
qui  pour  x  =:  o  devient  égale  à  a.  Il  s'ensuit 

I  —  \/i  —  ^ax       dz  I 


m+n  v/> 


7' 


Z  = 


a:r 


^       ^i  —  /iax 


h  racine  carrée  étant  prise  positivement. 
En  remarquant  que 

(i  -4-v/i  —  4ax){i  —  v^i  —  ^ax)  =  f^ax, 
on  trouve 

dz  i-i-(i— 4^^)"' 


-^(--)^  = 


i  —  aa^  -+-  (i  —  4  aa-)* 

En  posant  a  =  i  et  remplaçant  x  ei  y  par  —  et  —  >  on  obtient 
le  développement 

i-hO— T*)  *           V' (9.m -f- /i)(2W -+- /î — I). .  .(/i? -4- n -f- 1)    . 
r  =    7 -x^"*y". 

I  — y  -H  (i  —  J"*;* 
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Dans  le  Cours  d' Analyse,  p.  .'^oi,  <m  renconlrc  la  formule 


— I» 


g{.  1.6. .  .s>./?i    r         ,    .       1.3  i.3.S...ia/ii — I 

— : —  Il  _«_  '  -t-î f»  __ 

i.).7...<'2W — I»L  '^-4  -1.  \At.  .  .-£191 

En  calculant  la  valeur 


|-!m 


on  obtient 


I  —  JC 

arc  rosr 


cl)(  J-.  7)  = .=7^^ — ^•-—  • 

v"-'*<  '  —  JC  )\\  —  V*  » 


Après  avoir  remplacé  v'^  par  —  •  on  trouve 


/,--.r 
arc  cosi/ , 


*  '•  3.  »  ^  *   *         -2.  î'    / 


Pour  obtenir  le  développement  de  la  fonction 


arc  cos 


[(  I  —  V  I*                Il  —  r  )~*       I 
— i  ^ —zi 
\  —  (\-X\'            |-«-(|—  J-)    «J 


\'r  (i  -    X  )[.r  —  y  ) 

on  pose 

'i"'(y)= ._  -  / ^ — • I  — ■ — ' 

Vl/l  — V*    '  i/l  —  V*  yJi—yiJt,4.{}..A'J.m-t-'A)t  i/ |  —  1  * 


et  l'on  remplace  1'^  par  —  dans  le  résultat  final. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


IIERMITE.  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 
I  vol.  in-4°;  146  p.  Paris,  Gauthier- Villars,  i885. 

Depuis  plusieurs  années,  M.  Hermite  a  offert  à  radmiration 
des  géomètres,  sous  le  titre  qui  précède,  un  nombre  considérable 
de  résultats;  ceux-ci  étaient  dispersés  dans  les  Comptes  rendus; 
le  public  savant  sera  heureux  de  les  trouver  réunis.  C'est  rendre 
à  l'éditeur  un  grand  et  juste  hommage  que  de  dire  que  le  Volume 
qu'il  nous  présente  est  digne,  par  la  beauté  de  l'exécution  typo- 
graphique, des  matières  qu'il  contient. 

Le  Bulletin  a  eu  bien  des  fois  l'occasion  de  parler  des  Appli- 
cations des  fonctions  elliptiques;  la  plupart  des  articles  qui  les 
composent  ont  été  analysés  avec  détail  à  mesure  qu'ils  parais- 
saient; il  convient  aujourd'hui  d'essayer  d'en  résumer  Tesprit  et 
d'en  montrer  l'unité. 
C'est  Tétude  approfondie  de  l'équation  de  Lamé 

d*y 
-^  =  rn(/n- i)A*  sn^x-h  Alv 

eldes  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  qui 
est  le  véritable  sujet  du  Livre.  A  ce  sujet  viennent  se  rattacher  des 
applications  à  la  Mécanique,   le  problème  de  la   rotation   d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de 
forces  extérieures,,  le  pendule  sphérique,  l'élastique  et  diverses 
applications  analytiques  parmi  lesquelles  les  plus  considérables  se 
rapportent  à  des  types  d'équations  différentielles  linéaires  à  coef- 
ficients doublement  périodiques  et  à  intégrales  uniformes.  Il  suffira 
au  lecteur,  pour  connaître  la  façon  dont  l'auteur  renouvelle  les    , 
sujets  qu'il  traite,  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  les  applications  à  la 
Mécanique. 

On  sait  que  M.  Hermite  désigne  sous  le  nom  de  fonctions  dou- 
blement périodiques  de  seconde  espèce  des  fonctions  uniformes 
ip),  sans  points  singuliers  essentiels  à  distance  finie,  jouissant 
ies  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Février  1886.)  3 
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des  propriélés  que  définissent  les  équations 

F(a:^2K)     =|xF(a7)  (ï), 
F(arH-2tK')  =  |x'F(ar). 

Les  constantes  jjl,  [a'  sont  les  multiplicateurs.  Telle  est  la  fonc- 
tion 

H'(o)H(arH-tu)e^ 


/(^)  = 


H(a))H(x) 


où  a>  et  )w  sont  des  constantes.  Cette  dernière  fonction  qui,  dans 
le  rectangle  des  périodes,  n^aqu^un  pôle  simple,  pour  x  =  Oy  avec 
un  résidu  égal  à  un,  joue,  dans  la  théorie  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce,  le  rôle  d^élément  simple.  En 
remarquant  que,  pour  une  détermination  convenable  des  con- 
stantes X,  (0,  la  fonction  de  z 

est  une  fonction  doublement  périodique  de  z  et  en  écrivant  sim- 
plement que,  dans  le  rectangle  des  périodes,  la  somme  des  résidus 
est  nulle,  on  parvient  à  la  formule 

F(x)  =  2:[A/(ar-a)-+-A,D,/(a7  — a)-+-...-hA;»Dî/(x-a)], 

où  la  sommation  se  rapporte  à  tous  les  pôles  a  de  la  fonction  F (x) 
dans  le  rectangle  des  périodes  et  où  les  constantes  A,  A|,  . . . ,  A« 
relatives  à  Tun  de  ces  pôles  a  sont  définies  par  le  développement 

F(a-+-E)  =  As-»-f-A,D£E-»-f- A,D|e-»h-... 

-f-  A„  D?  e->  -f-  ao  -f-  ai  e  -+-  Oi  E«  -H. . .  ; 


celte  formule  de  décomposition  joue  un  rôle  prépondérant  dans 
toutes  les  applications  de  la  théorie  des  fonctions  doublement  pé- 
riodiques de  seconde  espèce;  elle  contient  comme  cas  particulier 
la  formule  analogue  de  décomposition  pour  les  fonctions  double- 
ment périodiques  ordinaires,  donnée  jadis  par  M.  Hermite  dans  la 
célèbre  Note  du  Traité  de  Lacroix.  Signalons  en  passant  les  belles 


(')   Les  symboles  K,  K',  comme  plus  loin  6,  H,  e„  H,,  ...,  ont  les  significa- 
tions adoptées  dans  les  Fundamenta  nova. 
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conséquences  qu'en  tire  Tauteur  en  rappliquant  aux  fonctions 

e(x  -h  a)  e{x  -h  b). .  ,e{x  -h  l)e^' 


Y(x)  = 
F,(x)  = 


\\{x  -\-  a)l{{x  -^  b). .  ,n{x  -\-  l)e^' 


déjà  considérées  dans  la  lettre  à  M.  Heine  sur  Tintégration  de 
Téquation  de  Lamé  {Journal  de  Crelle,  t.  89)  et  ce  fait  essentiel 
pour  la  suite  que,  en  traitant  par  le  même  moyen  la  fonction 


où 


on  voit  que  la  fonction  y  vérifie  l'équation 

-r^  =  (ik^  sn*ar  —  i  —  A:* -4-  A:'  sn*tu)y, 

dx^       ^  '-^ 

en  sorte  que  l'on  obtient  par  la  formule 

y  =  Cx(a?,  w)  -t-  G'x(—  a?,  eu), 

où  C  et  C  sont  des  constantes  arbitraires,  la  solution  complète  de 

l'équation  différentielle  qui  précède,  équation  qui  n'est  autre  que 

l'équation  de  Lamé,  pour  /i  =  i ,  les  constantes  h  et  co  étant  liées 

par  la  relation 

A  =  —  I  —  k^  —  A:*  sn*(x>. 

Le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe,  quand  il  n'y  a  pas  de  forces  accélératrices,  dépend  de  cette 
équation  de  Lamé,  précisément  dans  le  cas  de  n  =:  i .  M.  Hermite 
parvient  directement  à  l'expression  des  neuf  cosinus  a^h^  c\  a', 
y ^  c!\  a",  é",  c"  des  angles  que  les  axes  fixes  (or,  y,  z)  font  avec 
les  axes  mobiles  (Ç,  t^,  2^),  sans  passer  par  les  angles  d'Euler.  En 
prenant  pour  l'axe  des  z  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement,  on  obtient  immédiatement  les  cosinus  a!'^  b"^  d''  sous 

la  forme 

CDU  .„      dnu  ,      sncudnu 

a= »         6= ,         c'= — -. ; 

cntt)  cncu  tcncu 

(i>  est  une  constante,  u  est  le  temps  <  multiplié  par  un  facteur  con- 
stant. M.  Hermite,  pour  déterminer  les  autres  cosinus,  introduit, 
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comme  l^uvait  déjà  fail  M.  Brill^  les  (|uanîilés 

A  =  a  H-  ia\         B  =  6  -H  ib\         C  =  c  h-  ic  ; 
on  trouve  sans  peine 


sn(M  —  w)  isni^M  —  co) 

en  sorte  que  tout  revient  à  la  dt'terminalion  de  A;  Fauteur  y  par- 
vient de  deux  manières,  d'abord  par  un  procédé  élémentaire,  qui 
repose  uniquement  sur  la  décomposition  en  éléments  simples 
d'une  fonction  doublement  périodique  ordinaire,  puis  en  montrant 
que  la  quantité  A,  multipliée  par  un  facteur  exponentiel,  vérifie 
une  équation  de  Lamé,  dans  le  cas  àe  n  =  \\  les  résultats  précé- 
demment obtenus  pour  cette  équation  fournissent  immédiatement 
les  formules  de  Jacobi.  Après  quelques  indications  sur  les  résul- 
tats obtenus,  dans  celte  théorie,  par  Clielini  et  par  RI.  Siacci, 
l'auteur  s'occupe  de  Therpoloïile,  pour  laquelle  il  donne  les  ex- 
])ressions  de  l'arc,  de  l'aire,  du  rayon  de  courbure;  les  questions 
analogues  sont  ensuite  résolues  pour  la  courbe  décrite  par  un 
point  quelconque  du  corps  solide. 

Le  problème  de  la  rotation  est  ensuite  repris  par  une  méthode 
nouvelle,  qui  permet  de  garder  dans  les  calculs  une  syméirie  par- 
faite; je  me  contenterai,  en  laissant  de  cùté  le  problème  méca- 
nique, de  signaler  quelques  résultats  analytiques  importants. 

Adoptant  la  seconde  notation  de  Jacobi,  où  les  symboles  Oq,  5»^ 
O2,  Ô3  remplacent©,  H,  H|,  0|,  M.  Hermite  introduit  les  fonctions 

*  •^-  "  '~\Q);^i)~  ' 

où  a  et  A  sont  des  constantes,  où  II,  est  le  résidu  relatif  au  pôle 
// =  o,  où  enfin  l'indice  s  doit  être  pris  suivant  le  module  4  î  c^ 
symbolisme  permet  de  n'employer  qu'un  seul  système  de  formules 
pour  les  quatre  fonctions  6.  Ces  fonctions  peuvent  évidemment 
servir  d'éléments  simples  pour  la  décomposition  des  fonctions 
doublement  périodiques  de  seconde  espèce  qui  admettent  les 
mêmes  multiplicateurs;  en  appliquant  celte  méthode  aux  fonc- 
tions /Âcn;/<I>.ç(w),  /rsnw<ï>5(w),  /dnw  <!>,(«),  et  en  remplaçant, 
pour  la   symétrie,  //«en//,  Zsn//,  iAau  par  II|,U2,  U3,  on  arrive 
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m  résultat  suivant  :  les  fonctions 


u'i  l'on  a  posr    . 

e^  =:X-+-DalogO,_,(a),  ^ 

érifient  les  équations  linéaires  du  second  ordre 

DîX|-D«logU,D^Xi-(8ÎH-a,D^logU,-+-Uî)X,  =  o, 
Dî\,-D,JogU,D„X,-(a|  +  8,D„lo-U,-+-U|)Xj  =  o, 
njXa  -  Da  logUaD^Xa- (5î  -+-  o,D.,  I0-U3-4-  UJ)X3  =  o, 

m  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

rt  les  intégrales  générales  de  ces  équations  sont  respectivement 

X  j  =  G  — r— e     ^  -+-  C  ^,,—7 — ;^ ^  » 

Oo(,f/)  %(u) 

m  a  mis  en  général  0,  à  la  place  de  6.ç(a). 

La  forme  de  ces  équations  ou  d'autres  analogues  et  de  leurs 
ntégrales  conduit  naturellement  à  la  recherche  de  types  d'équa- 
ions  diflerenlielles  linéaires,  à  coefficients  doublement  pérîo- 
[iques  et  à  intégrales  uniformes;  M.  Picard  a  fait  remarquer  que 
es  intégrales  de  pareilles  équations  sont  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce.  A  cette  occasion,  M.  Hermite  pose 
a  question  suivante. 

Soit  en  général 

ir(o)B('w-f-w)el-      «<wiJ" 


/(")  = 


H(M)e(io) 


a  f(»nction  doublement  périodi(|ue   de    seconde    espèce    la   plus 
[l'nérale  admettant  pour  seul  pôle  ;/  =  o;  désignons  pary^(«)  ce 
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que  devient  f{u)  quand  on  y  remplace  les  constantes  co,  )v  par 
iOp^Xp  :  si  l'on  pose 

7  =  C^/-,(a) -h  C^,(i/) -f-. .  .-f- C„/„(tt), 

et  sî  l'on  forme  l'équation  différentielle  linéaire  d'ordre  n  qui 
admet  y  comme  intégrale  complète, 

on  reconnaît  sans  peine  que  les  coeffîcients  de  cette  équation  sont 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce,  avec  le 
pôle  u  =  o  d'ordre  de  multiplicité  /i  -|-  i ,  sauf  pour  le  premier, 
pour  lequel  l'ordre  de  multiplicité  est  n,  en  sorte  qu'on  est  amené 
à  poser 

=  const. 


4>o(w)  snasn(M' — ai) 

Af  sna^  A/t  sn  ai 


snusn(u  —  aj)  sn{/sn(u  —  a„) 

Inversement,  étant  donnée  une  équation  différentielle  linéaire 
d'ordre  n  dont  les  coefficients  ont  la  forme  qui  précède,  à  quelles 
conditions  doivent  satisfaire  les  constantes  A  pour  que  l'intégrale 
complète  de  cette  équation  soit  une  fonction  uniforme  de  ul 
M.  Hermite  résout  complètement  la  question  dans  le  cas  de 
/i  =  a,  il  intègre  explicitement  le  type  d'équations  différen- 
tielles linéaires  auquel  il  parvient  ainsi,  savoir 

r__sna__  ^  snb  1 

Lsnwsn(w  —  a)        sni/sn(w  —  b)y 

[Asna                       hsnb                         i  _| 
h  5 h C  I  >'  =  0, 
snusn(a  —  a)       snusn{u  —  o)       sn*(a  —  b)         y 

où 

A= t!l^—-^C, 

snasn(a  —  b) 

n=-j-^ c. 

sno  sn(o  —  a) 

et  vérifie  sur  cet  exemple  particulier  le  théorème  de  M.  Picard. 
L'intégration  de  cette  équation  conduit  à  l'intégration  de  l'équa- 
tion de  Lamé  pour  /i  =  2. 

Quant  au  problème  général  qu'on  vient  de  poser,  M.  Hermite 
le  restreint  à  la  recherche  des  équations  du  type  considéré  pour 
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lesquelles  ^o(^)  se  réduit  à  une  constante,  ainsi  que  cela  a  lieu 
pour  Féquation  de  Lamé.  C'est  un  problème  qu'a  traité  M.  Miltag- 
Leffler  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Annali  di  Maiematica, 
2*  série,  t.  XI,  et  analysé  dans  le  Bulletitiy  2*  Série,  t.  VIII, 
2*  Partie,  p.  190.  M.  Hermite  résume  les  résultats  obtenus  par  le 
géomètre  suédois. 

Avant  de  traiter  le  cas  général  de  l'équation  de  Lamé,  M.  Her- 
mite développe  deux  applications  relatives  à  la  Mécanique  :  l'une 
concerne  \ élastique;  l'autre  le  pendule  sphérique. 

L'étude  de  l'élastique  se  fait  encore  complètement  au  moyen  des 
fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  à  pôle 
unique;  M.  Hermite  traite  successivement  le  cas  où  la  courbe  est 
plane  et  celui  où  elle  est  gauche  ;  il  donne  dans  cette  dernière 
supposition  les  expressions  des  rayons  de  courbure  et  de  torsion 
et  signale  un  cas  particulier  où  le  rayon  de  torsion  est  constant. 

Quant  au  problème  du  pendule  sphérique,  sa  solution  dépend 
de  l'intégration  de  l'équation  de  Lamé  dans  le  cas  de  /i  =  2  ;  les 
constantes  sont  déterminées  explicitement. 

Les  dernières  pages  des  Applications  sont  consacrées  à  l'étude 
de  la  solution  de  l'équation  de  Lamé 

-^  —  [n(/i-M)A:«sn«a:-f-A]7  =  o, 

dans  toute  sa  généralité.  Les  méthodes  de  M.  Fuchs,  jointes  au 
théorème  de  M.  Picard,  montrent  que  l'intégrale  de  cette  équation 
est  une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce  et  per- 
mettent de  l'obtenir  ainsi  par  des  procédés  généraux;  l'auteur  dé- 
veloppe toutefois  une  solution  directe  qui  permet  de  résoudre 
entièrement  le  difficile  problème  de  la  détermination  explicite  des 
constantes. 

Il  établit  d'abord  qu'on  vérifie  l'équation 


en  posant 


p.,         r/i(n-4-i)       ,"] 


_    I  Al  hi 

Ê«  £«—1  gn-2/  ' 


lorsqu'on  prend  pour  les  coefficients  A|,  /i2,   .•.,/*!,   ...   des 
valeurs  convenables  qui  s'expriment  au  moyeu  de  n  et  de  A,  puis 
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que,  en  faisant 

fix)=  e>'('-'K''y(x), 

OÙ  '/(x)  a   la  même  signification  qu'au  début  de  cet  article,  on 
satisfait  à  l'équation  de  I^mé  par  les  expressions 

F(:r)  = Trr-\ ^*i  t; — .  — . . .— Av-iDx/(j:), 


ou 


r('jiv  — i)  r(av  —  3) 

suivant  que  Ton  a 

n  =  2v        ou        /i  =  2v  —  I, 

en  choisissant  convenablement  les  constantes  X  et  w;  dès  lors  Tin- 
tégrale  générale  de  l'équation  de  Lamé  sera  donnée  par  la  formule 

y=  CF(ir)-+-C'F(— ar), 

pourvu  toutefois  que  le  rapport  des  deux  fonctions  F(a:),  F( — x) 
ne  se  réduise  pas  à  une  constante.  Cette  dernière  circonstance,  qui 
se  présente  quand  les  valeurs  absolues  des  multiplicateurs  jjl  et  jjl' 
de  F(j?)  deviennent  égales  à  l'unité,  correspond  au  cas,  traité  par 
Lamé,  on  Téquation  différentielle  est  vérifiée  par  des  fonctions 
doublement  périodiques  ordinaires;  une  étude  spéciale  de  ce  cas 
est  nécessaire. 

Pour  en  revenir  au  cas  général,  tout  est  ramené  à  exprimer  w  et 
A  au  moyen  des  données  n  el  h\  la  méthode  précédemment  expli- 
quée fait  dépendre  la  détermination  de  ces  constantes  d'équations 
algébriques  en  sncoet)^;  mais  la  complication  de  ces  équations, 
que  M.  Hermite  traite  toutefois  dans  le  cas  de  /i  =  3,  ne  permet 
guère  d'espérer  qu'on  puisse  en  tirer  une  solution  générale.  C'est 
par  une  voie  tout  autre,  ayant  son  point  de  départ  dans  Tétude  du 
produit  des  deux  solutions  F(x),  F( — x)  que  M.  Hermite  par- 
vient à  la  solution  cherchée;  ce  produit,  mis  sous  la  forme 

4>(:r)  =  (— 1)«  \i!  ¥{x)  F(—  x), 

est  une  fonction  doublement  périodique  ordinaire,  qui  s'exprime 
linéairement  au  moyen  desn^^ret  de  ses  dérivées,  les  coefficients 
étant  des  polynômes  entiers  en  h  que  l'on  sait  former  explicite- 
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ment;  on  parvient  ensuite  à  l'expression  de  la  quanlilé 

/N  =  (_  i)«4-i  ii'[F{x)  F'(-  x)  -4-  VXt)  F(-  ;r)], 

qui,  en  vertu  d'une  proposition  élémentaire,  doit  se  réduire  à  une 
constante.  N  est  en  effet  un  polynôme  entier  en  h  de  degré  in  -[-  i; 

puis,  finalement,  sn- w  et  -=:  s'obtiennent  sous  forme  de  fractions 

rationnelles  en  h, 

La  supposition  N  =  o  entraîne  la  conséquence 

F(.r) 

r^- =  consl.; 

F(— ar) 

c'est  une  circonstance  dont  on  a  parlé  plus  haut  :  on  a  de  cette 
façon  les  valeurs  de  h  pour  lesquelles  elle  se  présente. 

M.  Hermite  a  dédié  son  Livre  à  la  mémoire  de  C.-V.  Borchardt. 

J.  T. 


MÔBIUS.  —  Gesaiisiblte  Werke.  Erster  Band.  i  vol.  in-8°;  xx-633  pages. 

Leipzig,  Ilirzel,  i885. 

La  réimpression  des  Œuvres  de  Môbius  était  assurément  dési- 
rable ;  les  géomètres  qui  ont  retrouvé  ou  développé  ses  doctrines 
ne  doivent  ni  faire  oublier  son  nom,  ni  détourner  ceux  qui  étudient 
les  Mathématiques  de  la  lecture  de  ses  écrits;  longtemps  encore  le 
commerce  de  ce  génie  si  personnel  sera  profitable.  Il  faut  donc 
savoir  gré  à  la  Konigl.  Sachs,  Gesellschaft  der  JVissenschaften 
de  l'édition  qu'elle  nous  offre  ;  c'est  d'ailleurs  un  devoir  pieux  que  la 
savante  Société  remplit  envers  l'un  de  ses  plus  illustres  fondateurs. 

Le  premier  Volume  des  Œuvres  de  Mobius  contient  le  Bary- 
centrische  Calcul  et  divers  Mémoires  de  Géométrie.  II  commence 
par  une  intéressante  Préface  de  M.  Baltzer,  qui  a  retracé  la  vie  de 
Mobius  et  analysé  rapidement  ses  principaux  travaux. 

Le  Calcul  barycen trique  a  été  le  premier  titre  de  gloire  de 
Mobius.  L'Auteur  paraît  bien  avoir  eu  le  premier  une  idée 
nette  du  principe  des  signes  :  la  chose  en  tous  cas  n'est  guère 
<loutcuse  pour  ce  qui  concerne  les  signes  à  attribuer  aux  aires  et 
aux  volumes.  C'est  lui  qui,  le  premier,  a  introduit  des  coordonnées 
homogènes,  les  coordonnées  barycentriques,  les  poids  (positifs  ou 
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négatifs)  qu^il  faudrait  placer  aux  sommets  du  triangle  ou  du 
tétraèdre  de  référence  pour  que  le  point  que  l'on  veut  déterminer 
fût  le  centre  de  gravité  du  système  de  ces  poids;  dans  beaucoup 
de  questions,  ces  coordonnées  sont  les  plus  avantageuses.  C'est  lui 
qui  a  fait  le  premier  l'étude  du  rapport  anharmonique,  de  la  trans- 
formation coUinéaire  (homographique)  et  de  \ affinité  qui  en  est 
un  cas  particulier.  L'égalité  est  elle-même  un  mode  particulier  de 
l'affinité.  Mobius  regarde  comme  égales  deux  figures  dont  l'une 
est  égale,  au  sens  ordinaire  du  mot  ou,  pour  parler  comme  lui, 
égale  et  congruente  à  la  symétrique  de  l'autre;  il  fait  observer 
que,  pour  faire  coïncider  deux  pareilles  figures,  il  faudrait  à  l'es- 
pace une  dimension  de  plus.  M.  Baltzer  remarque  plaisamment,  à 
ce  sujet,  que  Mobius  ne  soupçonnait  probablement  pas  le  parti 
que  les  Spirites  prétendraient  un  jour  tirer  de  cette  doctrine. 
Enfin,  la  dernière  Section  du  Calcul  barycentrique,  consacrée  à 
l'étude  des  coniques  regardées  comme  des  courbes  rationnelles, 
est,  aujourd'hui  encore,  pleine  d'intérêt. 

La  lecture  du  Calcul  barycentrique  paraît  avoir  ofierl  quelques 
difficultés  aux  contemporains  de  l'Auteur;  M.  Baltzer  cite  un 
passage  du  Bulletin  de  Férussac  où  Cauchy  s'exprime  ainsi  :  «  Il 
ne  nous  est  pas  facile  de  donner,  par  forme  d'extrait,  une  idée 
satisfaisante  à  nos  lecteurs  de  cet  Ouvrage,  où  tout  est  nouveau, 
aussi  bien  la  forme  que  le  fond,  les  idées  aussi  bien  que  les  nota- 
tions et  les  termes.  C'est  une  autre  méthode  de  Géométrie  analv- 
tique  dont  les  bases  sont  assurément  moins  simples  ;  ce  n'est  que 
par  une  étude  plus  approfondie  qu'on  peut  décider  si  les  avantages 
de  celte  méthode  en  compensent  les  difficultés.  »  Les  notations  de 
Mobius  semblent  aussi  avoir  eflrayé  Gauss,  au  moins  pendant  un 
moment.  Aujourd'hui,  que  les  idées  de  Mobius  sont  dans  le  domaine 
public  des  géomètres,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  se  familiariser 
avec  ses  notations.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  paroles  de  Cauchy  sont 
faites  pour  consoler  les  auteurs  de  comptes  rendus  des  peines 
qu'ils  éprouvent  parfois  à  parler  des  livres  nouveaux.  Ils  ont  der- 
rière eux  un  exemple  singulièrement  illustre. 

Parmi  les  Mémoires  contenus  dans  ce  premier  Volume,  il  con- 
vient de  citer  particulièrement  les  suivants  : 

Sur  une  certaine  relation  dualistique  entre  les  figures  de 
l'espace. 
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Sur  ta  composition  des  rotations  infiniment  petites. 

Le  titrf!  du  second  M^'inoire  indique  suffisammeat  son  objeL;  1rs 
matières  qu'il  coDtieat  sont  entrées  dans  l'enseignemeot  classique. 
Quant  au  premier,  on  y  trouvera  développée  IVtude  de  ce  gcnrR 
de  rëciprociti^  enU-c  un  point  et  un  plan  qui  résulte  de  la  con.sidé- 
rution  d'un  noinplexc  lin(5aire.  C'est  l'équivaleul  du  premier  Cha- 
pitre de  la  Neue  Géométrie  des  liaumes  de  Pliickcr.  Mubius  avait 
antérieurement  toucha  ce  sujet  dans  une  Noie  iatilulée  :  deux  lé- 
Uaèdres  peuvenl-ils  être  à  la  fui^  inscrits  el  circonscrits  l'un  à 
l'autre? 

C'est  M,  Ballzcr  qui  s'est  chargé  de  l'édition  de  ce  premier  Vo- 
lume. La  publication  du  second  Volume,  qui  sera  sans  doute  ter- 
minée quand  ces  ligues  paraîtront,  est  dirigée  par  M.  Klein.  Il 
contiendra  divers  Mémoires  de  Géométrie,  La  Statique  el  les  tra- 
vaux de  Mécanique  céleste  paraîtront  dans  les  tomes  III  el  IV,  que 
préparent  MM.  Klein  el  Scheibner.  J.  T. 
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BBHL'nni'Kr.sKREisE.  ~  Wissenschiiniiche  Beilago  zum  Programm  der  Fric- 
drîchs-Werdcnichen  Oberrealscliulc.  Berlin,  iS8j.  ln-4'',  rg  paires,  3  Tables 
lilbogr. 

Dans  chaque  Traité  de  Géométrie  élémentaire,  on  trouve  des  pro- 
positions sur  les  points,  dits  remarquables,  d'un  triangle  :  les  points 
où  se  rencontrent  respectivement  les  hauteurs,  les  médianes,  les 
bissectrices,  les  perpendiculaires  menées  parles  milieux  des  cdtés. 
M.  Lange  augmente  rell'eclir  de  ces  théorèmes  en  considtSrant  dans 
son  Mémoire  un  grand  nombre  d'autres  points  înléressnnts  et  non 
moins  remarquables,  Ce  sont  les  points  d'intersection  de  trois  li- 
gnes qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  et  des  cercles  in- 
scrits au  triangle,  respectivement  aux  centres  de  ces  cercles,  au\ 
homniels  du  U-iaiigle,  aux  milieux  des  côtés,  au  centre  du  cercle 
circonscrit,  nu  bien  entre  eux. 

Le  travail  se  divise  en  deux  Chapitres  dont  le  premier  dévelo|i[ie 
les  relations  de  position,  le  second  celles  de  mesure.  Ij?s  n"*  I-IO 
servent   à  éublir  l'existence  des  points  en  cjucstion    cl   à  uiuii- 
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Ircr  qu'ils  se  rangent  en  plusieurs  groupes,  chacun  situé  sur  une 
droite.  Les  numéros  suivants  s'attachent  à  un  Mémoire  de 
.M.  Schrôler  [Erweilerunff  einiger  bekannlen  Eigenschaften 
desebenen  Dreiecks {Joiirn.  fur  3Iath,,  t.  68,p.  208)];  M.Langey 
enseigne  des  constructions  très  simples  qui  conduisent  à  certaines 
droites  importantes  :  elles  touchent  au  môme  point  le  cercle  des 
neufpoints  et  un  quelconque  des  cercles  inscrits.  De  là  ilconcliU 
(jue  ceux-ci  sont  touches  par  celui-là  (théorème  de  Feuerbach), 
(^ette  recherche  fait  encore  voir  d'autres  droites  passant  trois  ù 
trois  par  le  même  point,  et  des  points  situés  trois  à  trois  sur  une 
droite.  En  joignant  (n°*  21-23)  les  points  où  se  louchent  le  cercle 
des  neufpoints  et  les  cercles  inscrits,  on  parvient  à  des  propositions 
sur  ces  lignes.  Enfin  la  construction  des  seize  cercles  qui  touchent 
les  cercles  inscrits  pris  trois  à  trois  montre  qu'ils  passent  trois  à 
trois  par  un  quelconque  des  points  déjà  mentionnés  et  que  certains 
rayons  de  ces  circonférences  menés  par  ces  points  sont  perpen- 
diculaires aux  côtés  du  triangle. 

Le  second  Chapitre  développe  les  calculs  qu'on  doit  effectuer 
pour  arriver  aux  relations  métriques  les  plus  importantes  qui  sub- 
sistent pour  les  segments  des  droites  engendrés  par  les  points 
considérés.  Signalons  surtout  les  cinq  équations  groupées  dans 
un  Tahleau  à  la  fin  du  Mémoire,  pour  les  rayons  des  seize  cercles 
mentionnés;  équations  non  moins  élégantes  et  d'une  nature  aussi 
simple  que  les  relations  connues  pi  4-p2+  p3 —  p  =  4^^  •  •  •• 

L'auteur  facilite  la  lecture  du  travail  par  une  notation  choisie 
selon  un  principe  lucide;  l'exactitude  de  ses  figures  aide  à  en  saisir 
les  propriétés.  Comme  il  n'a  mis  en  jeu  que  les  ressources  de  la 
(jéométrie  élémentaire  en  dédaignant  même  l'emploi  de  la  Trigo- 
nométrie, ses  développements  sont  hien  appropriés  à  ser\ir  de 
problèmes  pour  les  élèves  qui  ont  terminé  leur  cours  de  Géomé- 
trie plane  :  c'est  ce  point  de  vue  qui  a  décidé  M.  Lange  à  achever 
et  à  publier  ce  genre  de  recherches. 
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MELANGES. 

NOTE   SUR  LES  EXPRESSIONS  QUI.  DANS  DIVERSES  PARTIES  DU  PLAN, 

REPRÉSENTENT  DES  FONCTIONS  DISTINCTES; 

Pau  m.  J.  LERGH. 

Dans  les  premières  Leçons  de  son  Cours,  professé  à  TUniversité 
de  Berlin  pendant  le  semestre  d'hiver  1884-1 885,  M.  Kronec- 
ker  a  exposé  le  problème  de  la  résolution  des  équations,  et  a 
montré  qu'il  revient  à  la  recherche  d'une  expression  qui  représente 
indifleremment  une  des  variables  ^1,  ^2>  •  •  •?  ^n  comme  fonction 
des  quantités /ij/o)  "  "i  fn  définies  par  l'équation  identique 

M.  Kronecker  a  insisté  sur  cette  manière  de  concevoir  le  pro- 
blème, et  il  a  ajouté  qu'on  la  rencontre  déjà  dans  les  travaux 
fondamentaux  de  Vandermonde.  Puis,  passant  à  la  résolution 
algébrique,  il  a  remarqué  que  l'on  cherche  ordinairement  à  for- 
mer les  fonctions  de  /o/2>  •••>//i  q^î  doivent  représenter  une 
quelconque  des  variables  x  au  moyen  des  équations  binômes. 
Comme  une  des  propriétés  les  plus  importantes  de  ces  équations 
est  de  ne  contenir  qu'un  seul  paramètre,  on  est  conduit  à  généra- 
liser la  question  de  la  résolution  algébrique  en  employant  quelques 
autres  équations  auxiliaires  possédant  la  même  propriété. 

Pour  bien  éclaircir  ces  considérations  préliminaires,  M.  Kro- 
necker, traitant  le  cas  des  équations  du  second  ordre,  a  exposé 
la  méthode  ordinaire  qui  conduit  à  l'expression 

1  (^1  H-  X,  )  -H  i  \/(Xi  —  Xi  )«> 

représentant  indifféremment  Xi  et  X2  à  l'aide  du  signe  /,  c'est- 
à-dire  d'une  fonction  y/^,  définie  par  l'équation  binôme 

puis,  il  a  donné  l'expression 

Ti  -4-  Xi 
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représentant  aussi  indifféremment  Xi  et  0:2,  si  l'on  définit  la  fonc- 
tion d'un  seul  paramètre  W(^)  par  Téquation 

\V(/)«— nv(/)-M  =  o 

ou  par  la  fraction  continue 

W(0= '—. 


Cetle  remarque  m'a  rappelé  une  expression  dont  je  me  suis 
occupé  il  y  a  quinze  mois,  et  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de 
celle  que  nous  allons  développer. 

De  Téquation  du  second  ordre 

ayant  pour  racines  les  deux  quantités  Xt  et  X29  on  déduit  immé- 
diatement 

X  =  Tî-h  Xf y 

X 

en  prenant  pour  x  une  quelconque  de  ces  deux  racines  x^  et  Xj. 
On  est  ainsi  naturellement  amené  à  rechercher  si  la  fraction 
continue  périodique 

(1)  arrra-j-h^j 

XfXf 
Xi^-Xf  — 


Xi-\-  Xf  —  . 


est  convergente  et  si  elle  représente  l'une  de  ces  deux  racines 

Xi^  X2' 

Rien  n'est  plus  facile  que  Tétude  de  cette  expression  (i).  Dé- 
signons, en  effet,  par  ol„  sa  réduite  d'ordre  /i;  nous  avons  évidem- 
ment 

XiXf 

«n-Hl  =  Xi-hXi — —  ; 

d'où  résulte  la  relation 

««-+-1  ««—(  ^1 -+- ^j  )«/«-+- ^1  ^t  =  o, 

qui  exprime  que  les  valeurs  ol„  et  a;,+,  sont  liées  par  une  relation 
homographique. 
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D'après  un  théorème,  très  souvent  appliqué  dans  la  Géométrie 
projective,  cette  relation  est  équivalente  à  la  suivante  : 


5  =  c 7> 


ol'  et  a"  désignant  les  coordonnées  des  deux  points  doubles  de  cette 
homographie  et  c  étant  une  constante  facile  à  calculer. 

Mais  les  points  doubles  sont  donnés  par  les  racines  Xx  et  :r,,  et 
Ton  obtient  aisément 


g/l-t-l  ^\     __    ^     g/T  3"l 


d'où  il  résulte 


g«-h|  — ^t  \^l/        gl  — ^2  \^l/  go— ^t' 


ou,  parce  que  a©  =  ^i  4-  Xo, 


Si  maintenant  le  module  de  Xi  est  plus  grand  que  celui  de  ^2? 
cette  quantité  deviendra  infîniment  petite  pour  les  valeurs  infini- 
ment croissantes  de  /î,  et  la  quantité  a„^i  se  rapprochera  indéfi- 
niment de  la  limite  x^^  de  telle  sorte  que,  dans  ce  cas,  l'expres- 
sion (i)  est  convergente  et  représente  la  valeur  :r|. 

Si  les  modules  des  deux  quantités  x^  et  X2  sont  égaux,  l'ex- 
pression {— )       n'a  pas  de  limite,  et  par  conséquent  la  fraction 

continue  (i)  sera  divergente. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  ce  résultat  que  l'expression  (1) 
converge  vers  la  plus  grande  en  valeur  absolue  des  deux  quantités 
jTi  et  x^^  dont  les  modules  sont  supposés  différents,  et  nous  avons 
une  expression  uniforme  composée  de  fonctions  symétriques  des 
deux  quantités  x^  et  X2j  représentant  une  seule  de  ces  deux  quan- 
tités. 

Nous  en  pourrions  déduire  un  grand  nombre  de  conséquences, 
mais  je  ne  veux  en  signaler  que  les  suivantes  : 

(r/)  Si  Ton  regarde  j:,  =  3  comme  variable  complexe,  eta:2=  (^i 
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comme  constante,  on  a  l'expression 

a  z 


ij.)  0L  =  a  -\-  z  -- 


az 
a  -\-  z 


a  -h  z  — . 


qui  est  convergente  si  le  point  représentant  dans  le  plan  la  quan- 
tité z  ne  se  trouve  pas  sur  la  circonférence  ayant  le  point  zéro  pour 
centre  et  passant  par  le  point  a  ;  si  le  point  z  se  trouve  à  l'intérieur 
de  ce  cercle,  l'expression  (2)  est  constante  et  égale  à  a,  et  s'il  se 
trouve  à  l'extérieur  de  ce  cercle,  elle  est  égale  à  z. 

(b)  L'expression  (2)  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  que 
Ton  obtient  en  prenant  pour  Xi  et  ^2  deux  fonctions  rationnelles 
de  z  quelconques  o{z)  el^{z)^  de  telle  sorte  que  Ton  a 

(3)  «  =  ç(.,  +  ^(.)-  ^^--><"^^ 


et  le  plan  des  z  se  subdivisera  en  diverses  régions  de  telle  façon 
que,  dans  les  unes,  l'expression  (3)  est  égale  à  o(x)^  dans  les 
autres  à<j/(j:),  suivant  que  le  module  de  o(z)  ou  celui  de^(z)  est 
le  plus  grand  dans  la  région  considérée. 

(c)  Prenons,  par  exemple, 

OTi  =-  Z  — *-  1 ,  3^2  ^^^  Z  —  I , 

l'expression  a  nous  donnera  ou  c -f- 1  on  z  —  i,  suivant  que  :;  se 
trouve  ou  à  droite  ou  à  gauche  de  l'axe  imaginaire,  de  telle  sorte 
que  l'expression  a  —  z  nous  donnera  le  signe  de  la  partie  réelle 
de  z^  celle-ci  étant  supposée  différente  de  zéro,  et  si,  en  particu- 
lier, z  est  réelle  et  égale  à  x,  elle  nous  donnera  le  signe  de  la 
quantité  x  elle-même,  ce  que  nous  exprimons  par  la  formule 


j-2 I 

si  n  j"  =  .r 


2J*  — 


x^—i 


7.x 


On  voit  que  l'on  en  peut  déduire  une  infinité  d'expressions  pré- 
sentant des  coupures  de  représentation,  et  cela  d'une  manière 
plus  simple  que  toutes  les  autres  connues  jusqu'à  présent. 
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Le  lecteur  a  déjà  aperçu  que  l'existence  d'expressions  rcprésen- 
lant  des  fonctions  distinctes  se  déduit  immédiatement  des  consix- 
dérations  que  nous  avons  rappelées  au  commencement. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  trouvé  une  expression  uni- 
forme 

X  =  V(ai,  aj,  ....  ttn) 

représentant  une  racine  quelconque  de  l'équation 

expression  convergente  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  «i, 
a^j  . .  - ,  cini  à  l'exception  de  certains  systèmes  singuliers  consti- 
tuant une  variété  d'ordre  {n  —  i).  D'après  le  principe  de  Vander- 
monde,  on  peut  remplacer  dans  cette  expression  les  coefficients  a 
par  les  n  fonctions  sy  m  étriqués /<, /a?  "  "t  fnt  des  n  variables  in- 
dépendantes a?!,  a^a,  . . .,  ^/i  et  l'expression  uniforme 

^  =  V(/,,/„  ...,/«) 

sera  convergente  en  général  et  aura  pour  valeur  une  racine  Xk  dé- 
terminée. 

Si  l'on  y  substitue  des  fonctions  rationnelles  ^1(5),  ^^{z)^  . .., 
?/i(^)  au  lieu  de  0:4,^2,...,  Xn-,  on  obtient  une  expression  uni- 
forme en  5,  qui,  dans  diverses  parties  du  plan  des  ^,  représente 
les  diverses  fonctions  Ok{z). 

Il  me  semble  que  c'est  la  voie  la  plus  naturelle  pouvant  nous 
amener  à  des  expressions  affectées  de  coupures,  expressions  dont 
on  a  donné  de  nombreux  exemples  dans  les  derniers  temps. 

B«rliDy  juillet  i885. 


LE  RÉSUME  HISTORIQUE  DE  PROGLUS; 
Pab  m.  Paul  TANNERY. 

J'aborde  maintenant  le  long  fragment  historique  inséré  par  Pro- 
clus  dans  la  seconde  partie  de  son  Prologue  (p.  64-70);  je  vais 
donner  la  traduction  intégrale  de  ce  texte  capital  pour  l'histoire 
de  la  Géométrie;  j'examinerai  ensuite  à  quelles  sources  Prochis  a 
dû  puiser  en  réalité  et  ce  qu'il  peut  avoir  tiré  de  son  propre  fonds. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  X.  (Février  1886.)  f^ 
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rt  (*).  «  n  convient  désormais  de  parler  de  l'origine  de  la  Géo- 
métrie dans  la  période  actuelle;  car,  comme  Ta  dit  le  surhumain 
Arislote,  les  mêmes  pensées  sont  venues  à  plusieurs  reprises  aux 
hommes  suivant  certaines  périodes  déterminées  de  l'univers,  et  ce 
n'est  pas  de  notre  temps,  ou  dans  celui  que  nous  connaissons  par 
riilstoire,  que  les  sciences  se  sont  constituées  pour  la  première 
fois;  mais  elles  apparaissent  et  tour  à  tour  disparaissent  suivant  les 
retours  de  révolutions  célestes,  dont  on  ne  peut  assigner  le  nombre 
pour  le  passe  ni  pour  l'avenir.  C'est  donc  pour  la  période  actuelle 
seulement  qu'il  faut  considérer  les  commencements  des  arts  et  des 
sciences. 

b.  «  Nous  dirons  que,  suivant  la  tradition  générale,  ce  sont  les 
Egyptiens  qui  ont  les  premiers  inventé  la  Géométrie,  et  qu'elle  est 
née  de  la  mesure  des  terrains,  qu'il  leur  fallait  sans  cesse  renou- 
veler à  cause  des  crues  du  Nil  qui  fait  disparaître  les  bornes  des 
propriétés. 

c.  ((  Il  ne  faut  pas  s'étonner  qu'un  besoin'pra tique  ait  occasionné 
rinvention  de  cette  science  ou  des  autres,  puisque  tout  ce  qui 
est  soumis  à  la  génération  procède  de  l'imparfait  au  parfait;  il  y  a 
donc  progrès  naturel  de  la  sensation  au  raisonnement,  de  celui-ci 
à  rintclligence  pure.  De  même  donc  que  la  connaissance  exacte 
dos  nombres  a  commencé  chez  les  Phéniciens  à  la  suite  du  trafic  cl 
des  transactions  auxquelles  ils  se  livraient,  la  Géométrie  a  été  in- 
ventée par  les  Egyptiens  pour  la  raison  que  j'ai  dite. 

cL  «  Thaïes,  le  premier,  ayant  été  en  Egypte,  en  rapporta  cette 
théorie  dans  l'Helladc  ;  lui-même  fit  plusieurs  découvertes  et  mit 
ses  successeurs  sur  la  voie  de  plusieurs  autres,  par  ses  tentatives 
d'un  caractère  tantôt  plus  général,  tantôt  plus  restreint  au  con- 
cret. 

r.  «  Après  lui,  Mamercos  (2)  (Mamertinos?)  frère  du  poète 


(')  La  subdivision  du  Icxlc  en  paragraphes  marqués  par  des  lettres  est  destinée 
à  furilitcr  les  renvois  ultérieurs. 

(»)  La  leçon  des  manuscrits  est  douteuse:  Mamertinos  est  la  forme  donnée 
par  Suidas;  le  fragment  pscudo-hôronicn  porle  Mamertios. 


IIÈLANGES.  :i 

;ésîclii>re,  esl  nienlionné  comme  s'étant  e)iflamm^  pour  lu  Géo- 
métrie, et  Ilipplas  d'Elis  rapporte  qu'il  s'y  fit  rie  ta  itpulatton. 

ly.    n  Après  eii\,  Pylhagorp  transforma  celle  élude,  el  en  fit  un 

ppsei^cmenl  libûi-al;  car  il  remonla  aii\  principes  supérieurs  et 

Khercha  les  ihéorèmcs  abslrailcment  et  par  l'intelligence  pure; 

itàluî  que  l'on  doit  ta  découverte  des  irrationnelles  et  la  con- 

Wlniclion  des  figures  du  cosmos  [tes polyèdres  réguliers'\. 

r  Après  lui,  Anasagore  de  Clazoméne  s'occupa  de  diverses 
[nestions  géomi- triques,  de  même  ([u'CEnopide  de  Cliios,  un  peu 
l)plas  jeune  qu'Anasagorc;  Platon,  dans  ses  fliVauj".  faitmenlion  de 
loas  deux  comme  de  mathématiciens  en  réputation. 

A.  «  Puis  devinrent  célèbres  en  Géométrie  :  Hippocrate  de 
E^^iios,  l'inventeur  de  la  quadrature  de  la  lunule  et  Théodore  de 
■Cyréne.  Hippocrate  fui  le  premier  qui  composa  des  Elémenls. 

i.  11  Après  eux  vécut  Platon  qui  fit  prendre  aux  Mathématiques 
I  général,  à  ta  Géométrie  en  particulier,  un  essor  immense,  grâce 
I  zèle  qu'il  déploya  pour  elles,  et  dont  témoignent  asseï  ses  écrits 
Inut  rempli^de  discours  mathématiques,  et  qui,  à  chaque  instant, 
•'veillent  Tardeur  pour  ces  sciences  chez  ceux  qui  s'adonnent  â  la 
philosophie. 

^K  j.   Il   Vers  le  même  temps  vivaient  Léodamas  de  Thasos,  Archy- 
^^Bs  de  Tarenle,etTliéélèted'Alhénes,quiaugmentèrenlle  nombre 
^BSes  ihéor^mcs  et  en  firent  un  ensemble  plus  scientifique;  Néoclide 
Ki(p)u9  jeune  que  Léodamas)  et  son  disciple  Léon,  qui  agrandirent 
^pÙDgutièrement  les  connaissances  antérieures,  en  sorte  que  Léon 
put  composer  des  Éléments  très  supérieurs  par  le  nombre  et  l'im- 
portance des  démonstrations;  ce  fut  aussi  lui  qui  inventa  les  dis- 
tinctions (5ii»p  151*0!),   quand   le   problème  cherché  est  possible  et 
~^uaad  il  est  impossible  { '  ). 


k.    »  Eudoxe  de  Cnidc,  unpcu  plus  jei 


E  Léon,  et  disi 


iple 


\\')   Dans  I»  AuvragM  claisiques,  toutes  I»  tuis  qu'un  probtém 
r  *(re  poMibk.  A  rpriaines  condilîani,  cellti-ci  sont  irisi'ri'cs  il.ni 
roblnnr  *ous  U  mbriiiif  :  ôcî  3^  (il  fitut  ■[«'■)-  f.Wrt  ronslitncnl 
ellr  \e  {(Miqitâc- 
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des  amis  de  Platon,  augmenta  le  premier  le  nombre  des  théorèmes 
dits  généraux  ;  il  ajouta  trois  nouvelles  analogies  aux  trois  an- 
ciennes (  *  ),  et  fit  progresser  les  questions  relatives  à  la  section  (  *), 
questions  soulevées  par  Platon  et  pour  lesquelles  il  fit  usage  des 
analyses. 

L  «  Am^clas  d'Héraclée,  disciple  de  Platon,  Ménechme,  élève 
d'Eudoxe  et  de  Platon,  Dinostrate,  frère  de  Ménechme,  perfection- 
nèrent Fensemble  de  la  Géométrie.  Theudios  de  Magnésie  s^acquit 
une  réputation  singulière  dans  les  Mathématiques  comme  aussi  dans 
les  autres  branches  de  la  Philosophie;  il  rédigea  d'excellents  jF/e- 
ments  et  rendit  plus  générales  diverses  définitions  (').  Athénée 
de  Cvzique  vécut  à  la  même  époque  et  fut  célèbre  comme  mathé- 
maticien, en  particulier  comme  géomètre.  Tous  ces  savants  se  réu- 
nissaient à  TAcadémie  et  faisaient  leurs  recherches  en  conmiun. 

m,  «  Hcrmotîme,  de  Colophon,  poursuivit  les  découvertes  d'Eu- 
doxe  et  deThéétète,  trouva  diverses  propositions  des  ÉlémentSy 
et  composa  une  partie  des  Lieux.  Philippe  de  Medma  (*),  discipk 
de  Platon  qui  le  tourna  vers  les  Mathématiques,  fit  des  recherches 
suivant  les  indications  de  son  maître,  mais  il  se  proposa  aussi 
toutes  les  questions  qu'il  crut  utiles  pour  la  philosophie  de  Platon. 
C'est  jusqu'à  ce  Philippe  que  ceux  qui  ont  écrit  les  histoires  con- 
duisent le  développement  de  la  Géométrie. 

/i.  <(  Euclide,  l'auteur  des  Éléments,  n'est  pas  beaucoup  plus 
jeune;  il  a  mis  en  ordre  divers  travaux  d'Eudoxe,  amélioré  ceux  de 


(*)  L'arilhmctiquCf  la  f^éomélrique  et  l'harmonique;  celles  d'Eodoxe  sont  dé- 
finies par  les  relations  suivantes  entre  le  moyen  m  et  les  extrêmes  a  >  6  : 

a  —  m       b  ^     a  —  m        b  ,       a—  m       m 

m  —  b       a^  m  —  b       m'  m  —  b       a 

(>)  La  section  en  moyenne  et  extrême  raison»  d'après  Bretschneider,  dont  lopi- 
nion  a,  depuis,  été  généralement  admise;  la  section  des  corps  ronds,  d'après 
l'interprétation  antérieure  que  je  montrerai  être  la  plus  probable. 

{■)  Le  texte  est  douteux;  peut-être  :  «  rendit  plus  générales  direrses  proposi- 
tions particulières  ». 

(*)  Me^itstoc  doit  certainement  être  lu  au  lieu  de  Mevôaîoc:  mais  il  ne  semble 
pas  qu'il  faille  distinguer  ce  Philippe  de  celui  dit  ordinairement  d*Op«nle.  (  Voir 
IWtc&H,  Sonnenkreise  der  Alten  (Berlin,  i863),  p.  3^-4o. 


Iié^lile,  et  aussi  donné  des  démonstrations  irréfutables  pour  ce 
p  ses  pnïdt^cesscurs  n'avaient  pas  assez  rigoureusement  prouvi^. 


Euclide  vivait  sous  Plol^^uK'e  I,  car  il  est  mentionné  par 
Arcliimcde,  (]ui  naquit  vers  In  (ïn  du  régne  de  ce  souverain,  et 
d'auli-L-  part  on  rapporte  que  Ptolrmée  demanda  un  jour  à  Euclide 
ft'il  a'y  avait  pas  pour  la  Géométrie  de  route  plus  courte  que  celle 
s  Éléments;  il  eut  celle  réponse  :  k  11  n'y  a  pas  en  GéoiatHric 
pe  chemin  fait  pour  les  rois  ».  Euclide  est  donc  plus  récent  que 
i  disciples  de  Platon,  mats  plus  ancien  qu'Eratosth^ne  et  Archi- 
bède,  car  ces  derniers  étaient  contemporains,  comme  braloslhi'-no 
je  dit  quelque  ]iart. 

p.   Il  Euclide  était  d'ailleurs  Platonicien  d'opinion,  et  bien  fa- 
milier avec  la  philosophie  du  Maître  :  aussi  sVst-il  proposé  comme 
L  final   de   l'ensemble  de   ses  Eléments,   la  construction  des 
igures  appelées  plutonicienues  {les  cinq  polyèdres  réguliers). 

q.   i<  11  va  de  lui  nombre  d'autres  Ouvrages  de  Mathématiques, 
rits  avec  une  singulière  exactitude  et  pleins  de  science  théorique, 
yels  sont  SCS  Optiques,  ses   Caloptriques,  ses  Ëlémeots  de  Mil- 
le, et  encore  son  livre  sur  les  Divisions  (  ' }. 

.  «  Mais  on  admire  singulièrement  ses  Elémenlsàv  Géométrie. 
(Our  l'ordre  qui  y  régne,  le  choix  des  théorèmes  et  problèmes  pris 
lOinme  éléuieuLs  (car  il  n'a  nullement  inséré  tous  ceux  qu'il  pouvait 
tonner,  mais  bien  seulement  ceux  qui  sont  susceptibles  déjouer  le 
i^le  d'éléments),  et  aussi  la  variété  des  raisonnements,  conduits  sui- 
mt  tous  les  modes  et  produisant  la  conviction,  luntAlen  partant  des 
,  tantijl  en  remonlunt  des  faits,  mais  toujours  irréfutables, 
,  et  du  caractère  le  plus  scientifique.  Ajoutez  tous  les  procé- 
s  de  la  dialectique  :  la  méthode  de  division  (iioicprcix-^),  dans  la 
m:oi> naissance  des  espèces,  celle  de  définition  (Sptorix^),  dans  les 
aisons  en  essence,  Vapodictique,  dans  les  marches  des  principes 
1  clierché.  Yanatytique,  dans  celles  inverses,  du  cbcrcbé  aux 
rincipes.  Le  mime  Traité  nous  montre  encore,  exactemcul  dislin- 
uécs.  les  diverses  espèces  des  réciproques,  tantôt  plus  simples. 


)   L'Uuvrtige  ki:>i  m  inique  eopiè  pur  Muliomct  de  Bagd 


le  lilrir  i\»\  fniL  partie  ilr 


l^Bul'liJl^  |iar  Crôgorï- 
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tanlôl  plus  composées,  en  tant  que  la  réciprocité  peut  avoir  lieu, 
soit  de  la  totalité  à  la  totalité,  soit  de  la  totalité  à  la  partie,  ou  in- 
versement, soit  enfin  de  partie  à  partie.  Parlerons-nous  de  la  teneur 
continue  de  l'invention,  de  l'économie  et  de  l'ordre  des  antécédents 
et  des  conséquents,  de  la  puissance  avec  laquelle  il  établit  chaque 
point?  Si  tu  veux  y  ajouter  ou  retrancher,  tu  reconnaîtras  que  tu 
t'écartes  de  la  science,  et  te  laisses  emporter  en  dehors,  vers  l'er- 
reur ou  l'ignorance. 

5.  «  Nombre  de  choses,  à  vrai  dire,  paraissent  bien  offrir  la  vé- 
rité, et  découler  des  principes  de  la  science,  mais  s'écartent  de  ces 
principes  vers  Terreur  et  trompent  les  esprits  superficiels.  Euclide 
a  donc  aussi  donné  les  procédés  qu'emploie  l'intelligence  clair- 
voyante, et  grâce  auxquels  il  est  possible  d'exercer  les  débutants 
dans  l'étude  de  la  Géométrie,  à  reconnaître  les  paralogismes  et  à 
éviter  les  erreurs.  C'est  dans  l'écrit  qu'il  a  intitulé  VeuWpta  que  ce 
travail  a  été  accompli,  qu'il  a  énuméré  séparément  et  en  ordre  les 
divers  genres  de  faux  raisonnements,  exerçant  pour  chacun  notre 
intelligence  par  des  théorèmes  de  toute  ^sorte,  où  il  oppose  le  vrai 
au  faux,  et  où  avec  la  preuve  il  fait  concorder  la  réfutation  de 
l'erreur.  Ainsi  ce  Livre  a  pour  but  la  purification  et  l'exercice  de 
rintelligence,  tandis  que  les  Éléments  sont  un  guide  sûr  et  ac- 
compli pour  la  contemplation  scientifique  des  objets  de  la  Géo- 
métrie. » 

2.  D'ordinaire,  on  reconnaît  comme  empruntée  à  Eudème  la  par- 
tie de  ce  fragment  (b-m)  qui  concerne  les  temps  antérieurs  à 
Euclide;  mais  on  admet  que  cet  emprunta  été  fait  par  Proclus, 
car  il  est  trop  clair  qu'en  tout  cas  nous  n'avons  pas  le  texte  même 
d'Eudème,  et  l'on  considère  le  commentateur  d'Euclide  comme 
avant  rédige  toute  la  partie  (n-s)  relative  à  l'auteur  des  Élé- 
ments. 

Je  vais  essayer  de  montrer  que  le  fragment  tout  entier  appartient 
à  Geminus,  sauf  les  quelques  légères  altérations  que  Proclus  a  pu 
se  permettre. 

En  premier  lieu,  j'appelle  l'attention  sur  le  paragraphe  a;  ce  sin- 
gulier hors-d'œuvrc  ne  correspond  pas  à  une  doctrine  assez  invé- 
térée chez  Proclus,  pour  qu'on  puisse  croire  qu'il  l'ait  écrit  sans  y 
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froir  été  au  moins  incité  par  quelque  auteur  qu'il  avait  sous  les 

tuit,  L'auloiîté  d'Arisiole  ne  doit  pas  non  plus  nous  fiiîre  illusion, 

nique  le  Sugirîle  dise  bien  quelque  chose  {Melap/i.,  XI,  8,  l3} 

li  jusLilîc  suriîsaDiment  la  citation  de  Proclus  ;  ce  n'est  point  là 

e  doctrine  du  Lycée  ('),  et  un  tel  développeinpnl  serait  aussi 

mgulier  dans  V Histoire  géométrique  d'Eudème  qu'il  l'est  diins 

■oclus.  La  croyance  qu'indique  ce  paragraphe  est  au  contrains 

bien  connue  comme  faisant  partie  des  dogmes  stoïciens;  nous  de- 

jPDS  donc  soupi/unnei-  là  la  main  de  Gcmînus,  sauTà  laisser  à  Pro- 

Bns  la  mention  d'Arisiole. 

Passons  maintenant  à  la  partie  du  fragment  qui  concerne  Huclîdc  ', 
i  mentions  précises  d'Eudose  et  de  Théétète  (n),  dont  Proclus 
i'a  certainement  pas  les  ouvrages.  Indiquent  assez  que,  pour  ce  qu'il 
ni  d'Euclide,  il  a  encore  une  autorité  postérieure  à  Eudème. 


I  La  petite  discussion  chronoloj 


'(').• 


époque   ou   i 


ruclide,  ne  peut  être  de  Proclus,  homme  qui  se  contente  toujours 

s'en  référer  k  la  tradition;  elle  répond  au  contraire  tout  à  fait 

i  hahiludes  du  temps  de  Geminus,  alors  que  ta  chronologie  ve- 

»\l  i  peine  de  se  fonder.  Cette  discussion  nous  prouve  d'ailleurs 

e  chose,  c'est  que  son  auteur,  quel  qu'il  soit,  n'en  savait  pas  plus 

Me  nous  sur  les  dates  de  la  vie  d'Euclide. 

Je  ne  m'arrête  pas  an  renseignement  (;?)  que  Proclus  aurait  pu 

mlr  d'une  tradition  quelconque,  nia  la  liste  (tj)  incomplète  des 

^vrages  attribués  à  Euclide  et  que  nous  avons  encore  (^).  mais  je 

felëve  la  di^;ressioa  (s)  sur  les  Pseudaria.  Evidemment  Proclus  en 

larle  comme  s'il  avait  l'Ouvrage  entre  les  mains;  qui  peut  croire 

kpendantque  de  son  temps  un  livre  dont  nous  ne  trouvons  ail- 

fcurs  qu'une  seule  mention  (')  ait  été,  comme  il  semble  le  dire, 

pcore  suivi  dans  l'enseignement?Qui  peut  croire  qu'un  comnieii- 


mt')  Aritliile,  eomnie  Platon,  qui  admet 
aboutissant  à  des  cataclysmes, 
Il  pu  déiruite  «t  ennscrïe  des  traces  d 
[>)  Cependant,  si  les  Donnée)  et  les  Porùmetn 
e  Ceminus  se  réservait  d'en  parler  pli 
idroil  où  Proclus  s'est  >rrùt£  ;  les  DivUiora  ne  ■ 
bij]lé«.  Qumt  ans  PMnoména,  leur  omission 
[')  Aleiuiiid.  Aphrod.  in  Arist.  oofi-n.  0.ixf.'  (Vi 
\i  Icsclioliiiite  du  ThâtfteAe  Plalon,  i',.  H, 


it  fait  après 
cnU.n  plu. 
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lateur  d'Euclide  ait  possédé  un  pareil  Ouvrage,  sans  en  rien  tirer 
pour  une  seule  remarque,  même  incidente?  11  y  a  certes  là  une 
des  preuves  les  plus  palpables  que  le  fragpnent  est  copié  en  son 
entier,  et  dès  lors,  à  qui  peut-il  être  emprunté,  si  ce  n'est  à  Ge mi- 
nus? 

Quant  à  l'éloge  des  Eléments  qui  précède  (r),  il  suffit  de  remar- 
quer que,  dans  le  commentaire  de  Proclus,  il  n'est  nullement  à  sa 
place  ;  il  se  comprend  très  bien  au  contraire  dans  le  plan  que  paraît 
avoir  suivi  Geminus,  parlant  des  Ouvrages  d'Ëuclide  après  avoir 
brièvement  rappelé  les  travaux  antérieurs,  et  commençant  ainsi 
l'exposé  des  théories  géométriques  en  relevant  les  mérites  de  l'œuvre 
classique  où  se  trouvaient  développés  les  éléments  de  ces  théories. 

3.  Nous  possédons  dès  maintenant  des  motifs  suffisants  pour 
penser  que  c'est  à  Geminus  également  que  Proclus  emprunte  le 
résumé  de  l'histoire  antérieure  à^Euclide,  et  que,  s'il  vient  origi- 
nairement d'Eudème,  c'est  Geminus  qui  a  fait  le  premier  extrait. 
Examinons  donc  ce  résumé  plus  attentivement  et  cherchons  à  dis- 
cerner, dans  cette  hypothèse,  s'il  n'y  a  pas  d'autre  trace  nous  in- 
diquant que  Proclus  n'avait  nullement  Eudème  sous  la  main. 

Tout  d'abord,  écartons  une  question  préjudicielle  :  on  nous 
parle  (m)  de  ceux  qui  ont  écrit  les  histoires,  Geminus  avait-il, 
lui,  à  sa  disposition  d'autres  historiens  qu'Eudème? 

On  répète  souvent,  d'après  Diogène  Laërce  (V,  48,  5o),  que 
Théophraste,  comme  Eudème,  disciple  d'Arislole,  avait,  lui  aussi, 
composé  quatre  Livres  à*  Histoires  géométriques  y  six  à*  Histoire 
oenologique,  un  à^ Histoires  arithmétiques.  Mais,  comme  Usener 
l'a  remarqué  le  premier,  il  est  probable  que  cette  donnée  nous 
fournit  seulement  le  nombre  de  livres  historiques  composés  par 
Eudème,  le  seul  sous  le  nom  duquel  soient  citées  de  telles  his- 
toires, tandis  que  Théophraste  n'est  cité  que  comme  auteur  d^ His- 
toires physiques  (seize  Livres),  et  que  les  quelques  renseignements 
qui  proviennent  en  outre  de  lui  sur  l'histoire  astronomique  doivent 
être  empruntés  a  des  écrits  spéciaux,  comme  celui  5wr  le  Ciely  etc. 
Il  suffit  d'ajouter  que  le  prétendu  catalogue  des  écrits  de  Théo- 
phraste est  formé  de  quatre  listes  successives  par  ordre  alphabé- 
tique, dont  la  troisième  et  la  quatrième,  qui  parlent  des  Histoires 
mathématiques  y   ne  contiennent  aucun  ouvrage  authentique  de 


'autcar  des  Caraclères.  niuU  snuknicnl  des  écrils   de  la  m^iii.' 

La  mention  que  Tall  é^alemetit  Dioginc  Liii:rce  (IV,  i3)  de  i:iiu[ 

Livres  IlEp^  T(u)F^ttpîàv  (sur  les  géomètres),   qu'aurait  écrits  Xéno- 

5TaLe,  disciple  de  PUlon  et  ronleinporain  d'Eudènie,  n'est  gu^re 

Itius  ôccepiablc.  Aucune  trace  ne  se  rencontre  ailleurs  d'un  pareil 

écrit  dont  le   litre  peut  être  corrompu  et  lu  llipt -fiu|X(Tpixiov  (sur 

la  Géométrie);  d'autre  part,  il  semble  ijiif  la  source  de  Diogène 

icrcc  ait  réuni  sous  ce  litre  commun  cinq  Livres  distincts  qui  sont 

umérés  ensuite,  el  dont  aucun  n'a  de  caractère  historique  (  '  ). 

Mais,  si  Ëudènie  est  le  seul  historien  de  la  Géométrie  avant  Eu- 

ilide,  comment  Geminus  aura-t-il  pu  employer  le  pluriel  ? 

Il  est  aisé  de  voir  que,  quoique  Eudème  ait  été  la  source  princi- 
»Ie,  commi;  le  témoigne  assez  l'exclusivisme  de  la  liste  des  géo- 
i£lres  nommés  (-),  Geminus  a  dfi  chercher  d'autres  renaeigne- 
lenls  que  les  siens,  sinon  cher,  des  historiens  spéciaux  qui 
'eiistaîenl  pus,  iiu  moins  chez  les  écrivains  qui  pouvaient  com- 
léterËudème.Cl  cela  suffit  pour  justilier  l'expression  dont  ils'esl 

On  le  soupçonne,  quand  on  rencontre  dans  le  Iragmeni  la  iradi- 
ioQ  sur  les  débordements  du  Nil  (&),  qui  remonte  à  Hérodote,  et 
^attribution  aux  Phéniciens  de  l'invention  de  l'Arithmétique  (c). 
ior  CCS  deux  points,  en  effet,  le  fragment  s'écarte  de  l'opinion 
brmelle  d'Aristole  {Afetaph.,  I,  i),  qui  voit  dans  les  loisirs  des 
irêtres  égyptiens  la  cause  déterminante  de  la  formation  première 
les  Mathématiques.  Platon  admettait  également  et  à  juste  titre 
[ue  la  science  des  nombres  venait  originairement  de  l'Ë^pte; 
nlîn,  quand  Jamblique  nous  dit  que  Thaïes  emprunte  aux  Egyp- 
définilion  de  l'unité,  il  nous  fournit  un  renseignement  qui 


joit  venir  plus  ou  moins  directement  d'Eudèm 
paiement  la  prétendue  origine  phénicienne. 


i  contredit 


(')  Je  remarque  incideiumcnt  i|uc  le  l'érigines,  auteur  (l'un  niivragc  sur 
aib^niBtiqueschaldéeaiK9,cili^parle3Chulias[cd'ApolloDiu9{Ncsselmiiiio,  p.  i- 
t  fvidetnnicnt  Épîgénc  de  Bjzanee,  daat  parlent  Scnéquc  et  Pline. 
(*)  NuUniDieal  l'omission  de  Démocrite;  il  nt  bien  peu  crujable  il'uillci 
ftti  ilcliara  d'Atliânej  ou  de  rAcadéniie,  il  n'y  ait  pas  eu  un  nom  i  citer  i  piit 
BiplMcrale  lie  Cliios.  La  Sicile  Dotaminenl  a  dfl  avoir  des  gêomilvei  entre  i 
ttoo*  rt  ^rctiimëile,  rguiinJ  elle  a  eu  des  astruuomei  originaux  comme  l-kpliai 
.HWt>«. 
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On  reconnaît,  d'autre  part,  une  source  particulière  utilisée  par 
Geminus,  quand  on  voit  citer  (e)  liippias  d'Elis  à  propos  de  Ma- 
mercos.  Cette  citation  ne  peut  en  effet  appartenir  à  Proclus  qui 
n'avait  point  certainement  Touvrage  d'Hippias;  si  elle  était  d'Eu- 
dème,  Geminus  ne  l'aurait  pas  sans  doute  conservée  dans  l'extrait, 
tandis  qu'il  aura  voulu  donner  une  preuve  de  son  érudition,  en 
parlant  d'un  géomètre  omis  par  le  disciple  d'Aristote.  Au  reste,  la 
mention  du  polygraphe  Hippias  devait  probablement  se  référera 
des  vers  du  poète  Stésichore,  et  n'a  donc  pas  de  valeur  historique 
réelle. 

La  mention  des  Rivaux  de  Platon  {g)  conduit  aux  mêmes  con- 
clusions; à  la  rigueur,  elle  aurait  pu  être  faite  par  Proclus;  mais, 
comme  le  dialogue  est  apocryphe,  cette  citation  n'est  certainement 
pas  d'Eudème,  tandis  que  Geminus  pouvait  déjà  la  faire. 

A  la  vérité,  Eudème  avait  parlé  d'Œlnopide  ;  nous  sommes  donc 
conduits  à  supposer  qu'il  avait  omis  Anaxagore,  et  que  c'est  ce 
dernier  que  Geminus  aura  voulu  placer,  d'après  le  témoignage 
qu'il  invoquait,  à  côté  de  l'astronome  de  Chios.  Il  est  certain  pour- 
tant que  ce  témoignage  est  d'autant  plus  insuffisant  qu'il  concerne 
une  discussion  astronomique  et  non  pas  géométrique  :  nous  n'avons 
pas  de  preuves  valables  en  fait  qu' Anaxagore  se  soit  sérieusement 
occupé  de  Géométrie  (*).  Son  Ouvrage  sur  la  perspective,  men- 
tionné par  Vitruve,  pouvait  ne  pas  réclamer  des  connaissances  bien 
étendues,  et  le  trait  rapporté  par  Plutarque  {de  ExsUio,  G.  1 7),  qu'il 
composa  dans  sa  prison  une  Quadrature  du  cercle,  s'il  n'est  pas 
inventé  à  plaisir,  ne  prouve  nullement  qu'Anaxagore  fût  à  la  hau- 
teur, comme  géomètre,  même  des  sophistes  Antiphon  et  Bryson. 
En  tout  cas,  sa  conception  du  monde  semble  bien  prouver  que  ses 
connaissances  géométriques  n'étaient  pas  au  niveau  de  son  origi- 
nalité comme  physicien. 

Dans  la  suite  du  fragment,  nous  reconnaissons  aussi  dans  le  re- 
tour perpétuel  aux  Eléments  la  main  d'un  auteur  qui  recherche 
les  origines  de  l'œuvre  d'Euclide,  qui  lui  est  donc  postérieur.  C'est 
bien  le  même  qui  va  rapprocher  {n)  de  cette  œuvre  les  travaux 


(')  Pas  plus  que  les  autres  physiciens  de  Técole  ionique  après  Thaïes.  L'Ô).y,; 
rea)(xeTpîa;  uicotûtccooiv  ISeiUv  de  Suidas  sur  Anaiimandre  doit  sans  doute  se 
rapporter  à  la  figuration  de  la  Terre  sur  une  mappemonde»  qui  fut  l'œuvre  du 
Miicsicn. 


HÉLANliES.  ig 

d'Eudoxe  et  de  Théétète  ;  il  en  a  lu  rexposllioii  détaillée  dans  ]ixi- 
déme  et  il  résume  ainsi  son  imprnssioQ,  de  iiu'ine  qu'il  l'a  fail  plus 
laut  à  plusieurs  reprises.  La  façon  dont  il  parle  des  Lieux  k  pro- 
|)s  d'Hermoline  (ni)  estbien  aussi  d'un  écrivain  au  temps  dui]uel 
i  sujet  comprenail  une  matière  considérable,  tandis  qu'au  lenipt. 
ïludènic  on  commençait  seulement  à  l'aborder. 
I  Je  me  résume  :  les  renseignements  que  Iburnit  notre  fragroeiil 
[pur  les  temps  antérieurs  à  Euclide  étaient  épais  dans  les  quatre 
livres  d'Eudème,  composes  sans  doute  par  ordre  des  matières,  sui- 
nt l'usage  de  son  école.  Si  Proclus  avait  eu  ces  Livres  entre  les 
.  il  n'aurait  point  l'ait  l'extrait  que  nous  avons,  et  il  nous  au- 
lit  fourDÏ  en  temps  et  lieu  beaucoup  plus  de  di-toils  tirés  d'Eu- 
me  que  nous  n'en  trouvons  malheureusement  chez  lui.  Tout,  au 
bntraire,  indique  la  main  de  Geminus,  pour  lequel  cet  extrait, 
fcec  le  morceau  qui  suit  sur  Euclide,  forme  un  ensemble  rentrant 
pturellement  dans  le  cadre  qu'il  s'était  tracé;  nous  avons  donc 
(ses  de  probabilités  pour  pouvoir  lui  attribuer  la  totalité  du  frag- 
lent  bistorique. 


I  i.  Il  me  reste  à  indiquer  une  conséquence  importante  qui  s' 

■il  relativement  à  un  témoignaj^e  de  ce  l'ragmcnl  relatif  à  l'b 

|JiEudoxe(^-). 

f  Brelscbneîder  a  pensé  que  la  section  dont  il  est  parlé  dan 

hssage  était  la  section  d'une  ligne  en  niovenne  et  extrême  rai; 

I  qu'Eudème  avait  en  vue  les  théories  du  Livre  XIII  d'Euclide, 


T,es  polyèdres  réguliers, 


equ( 


A  débute 


ment  par  des  théo- 
rèmes où  intervient  cette  division  en  movenne  et  extrême  raison  et 
pour  lesquels,  à  cAté  des  démonstrations  d'Euclide,  les  manuscrits 
^Hb  ont  conservé  d'autres,  par  analyse  et  synthèse.  Ce  seraient  là, 
^^nprès  lui,  des  débris  des  analyses  d'Eudoxe. 
^^r  Contre  cette  dernière  conclusion,  Heiberg  a  objecté  très  juste- 
'  ment  que  ces  démonstrations  ne  peuvent,  philoiogiquement  par- 
lant, être  regardées  que  comme  l'œuvre  d'un  schoHaste  très  pos- 
r  à  Euclide.  Mais  la  thèse  générale  elle-même,  quoique  très 
Iduisante,  surtout  si  l'on  croit  retrouver  dans  le  fragment  histo- 
ique  un  texte  d'Eudème,  n*a  guère  plus  de  valeur  que  ta  con- 
p  qui  s'y  rattache. 
ion  sens,  il  s'îigit,  comme  on  le  cro>aLt  avant  Brctsciincidcr, 
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de  la  section  des  solides  (*)  et  des  travaux  qui  ont  préludé  à 
rinvention  des  coniques.  Mais  j'ajoute  que  selon  toute  probabilité 
la  donnée  dont  il  s'agit  appartient  à  Geminus,  non  pas  à  Endème; 
que,  d'autre  part,  elle  est  empreinte  d'un  caractère  légendaire  qui 
en  diminue  singulièrement  la  valeur. 

La  donnée  qui  précède  immédiatement,  relative  à  l'invention 
par  Eudoxe  de  trois  analogies  nouvelles,  excite  tout  d'abord  nos 
soupçons;  comme  ces  analogies  semblent  avoir  toujours  été  con- 
sidérées comme  rentrant  dans  l'Arithmétique,  il  est  improbable 
qu'Eudème  en  ait  parlé  à  propos  de  la  Géométrie;  d'un  autre  côté, 
Jamblique  les  attribue  tantôt  à  Eudoxe,  tantôt  à  Archvtas;  la  tra~ 
dition  n'était  donc  pas  bien  assurée  à  cet  égard.  Il  est  donc  pos- 
sible qu'ici  Geminus  se  soit  écarté  d'Eudème;  en  tout  cas,  pour 
Eudoxe,  il  a  cherché  d'autres  renseignements  que  ceux  que  four- 
nissaient les  Histoires  géométriques. 

Quant  à  l'invention  des  sections  coniques,  il  est  très  probable 
qu'Eudème  n'en  avait  point  parlé.  Si  l'on  considère  que  son  Ou- 
vrage ne  comprenait  que  quatre  Livres,  et  que  la  quadrature  des 
lunules  se  trouvait  exposée,  très  longuement  d'ailleurs,  dans  le 
second,  il  paraît  impossible  qu'un  Traité  aussi  restreint  comme 
dimensions  et  entrant  dans  autant  de  détails  ait  pu  comprendre  la 
théorie  des  coniques. 

Cette  conjecture  est  confirmée  par  le  passage  de  Geminus  que 
cite  Eutocius  (sur  Apollonius)  au  sujet  de  l'histoire  des  coniques. 
Dans  ce  passage,  Geminus  a  évidemment  emprunté  à  Eudème  ce 
qu'il  dit  de  la  façon  dont  les  anciens  démontraient  l'égalité  à  deux 
droits  de  la  somme  des  angles  d'un  triangle  ;  mais,  pour  l'invention 
même  des  coniques,  il  semble  réduit  aux  connaissances  qu'il  pou- 
vait tirer  lui-même  des  écrits  antérieurs  à  Apollonius,  et  Eutocius, 
qui  le  cite  pour  réfuter  l'opinion  d'Heraclite  (^),  ne  peut  y  trouver 
l'attribution  de  l'invention  à  un  personnage  déterminé. 


(*)  L'emploi  du  singulier,  quand  d'ailleurs  le  texte  serait  plus  assuré  qu'il  ne 
Test,  ne  prouve  rien.  Il  est  au  reste  impossible  de  montrer  un  texte  où  il  soit  parle 
d'une  section  proprement  dite,  à  savoir  celle  en  moyenne  et  extrèaïc  raison;  un 
peu  plus  haut  Proclus  (p.  Go,  17-19)  s'exprime  tout  autrement. 

(')  Nom  douteux.  11  avait  écrit  une  vie  d'Arcbiuicdei  où  il  attribuait  au  Syra* 
cusain  l'invention  des  coniques. 


GnnînilS  ccjitindiinl,  mais  tlans  un  antre  passage  et  il^Lin<^  Oii^on 
lout  incidcnle  (Proc/tts,  p.  1 1 1),  avait  reconnu  Mi^npoliinc  comme 
l'inventeur  des  coniques,  maïs  il  s'appiivait  espressi!'inent  sur  un 
vers  où  Éraslothône  parlait  des  triades  de  Méneclime,  tes  sections 
du  cfine.  et  qui  se  trouve  dans  la  lettre  conservée  par  Eulocius 
(sur  Archim^de).  Ce  témoignage,  postérieur  h  Endème,  nVst  pas 
évidemment  suflisanl  pour  trancher  complètement  la  question. 

Enfin  les  solutions  dit  probli^me  de  D^-los,  attribuées  li  Méneclime 
par  Eutocius,  ne  paraissent  pas  remonter  à  Eudime.  commp  celle 
qui  nous  est  restée  sous  te  nom  d'Archj'tas;  est-il  nécessaire  d'a- 
jouter que  CC9  solutions  peuvent  très  bien  avoir  été  imaginées  après 
coup,  cl  qu'elles  doivent  nous  être  suspectes  jusqu'à  un  certain 
point,  surtout  quand  nous  trouvons  déjà  dans  l'une  d'elles  l'équa- 
tion de  l'hvperbole  rapportée  à  ses  asymptotes? 

Ménecbme  peut  très  bien  avoir  distingué  le  premier  les  trois  co- 
niques cl  établi  leur  équation  au  sommet,  mais  son  maître  Eudoxe 
peut,  par  exemple,  avoir  considéré  lu  section  plane  du  cylindre  (  '  ), 
et  peut-étro  Gerainus  relrouvait-i)  dans  un  de  ses  écrits  encore 
existants  le  nom  antique  de  Oupiw  (bouclier),  appliqué  autrefois  à 
t'rilipse;  cela  suffisait  pour  lui  attribuer  d'avoir  étudié  les  ques- 
tions relatives  à  la  section  des  corps. 

Mais  11  est  aussi  très  possible  que  Geminus  ait  forgé  complète- 
ment sa  donnée  pour  faire  remonter  jusqu'à  Platon  le  principe  de 
l'invention.  Dans  ce  cas,  Eudoxe,  comme  maître  de  Ménechme, 
était  un  intermédiaire  naturel. 


5.  Dès  le  temps  de  Geminus  en  effet,  avait  cours,  dans  le  milieu 
philosopliiquc,  la  légende  qui  attribuait  à  Platon  une  part  consi- 
dérable dans  le  développement  de  la  Géométrie.  Ce  que  dit  du 
Maître  te  passage  {/)  du  fragment  historique  peut  bien  être  con- 
sidéré comme  exact  ou  tout  au  moins  comme  représentant  fidèle- 
ment le  témoignage  d'Eudème,  qui  devait  déjà  être  quelque  peu 
{lorté  à  s'osagérer  le  rûle  de  Platon  comme  promoteur  de  la  Géo- 


(')  ICurl... 

,  pour  n-préscnter  les  niouvrmtNl 

t  l'inlcrwcima  d'une  sj-hcre  par  un  . 

Vrclijt»*   iiï 

.t   ilfji,    ilan*   »3  «alutiun   ilu  priitil 

[,lf*t..,n  d'i. 

tT^mioiiE'  rncnrr  pli»  rKmpIcvrs. 
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métrie.  Maïs,  quand  nous  arrivons  au  passage  sur  Eudoxe,  la  lé- 
gende a  pris  corps,  Platon  a  inventé  l'analyse  et  soulevé  les  ques- 
tions sur  la  section. 

Sur  la  prétendue  invention  de  l'analyse,  je  reviendrai  ailleurs; 
quant  à  Pautre  élément  de  la  légende,  il  ne  me  paraît  pas  difficile 
d'en  reconnaître  l'origine  :  au  Livre  VII  de  la  Répuhliquey  où  il 
parle  longuement  des  diverses  sciences  mathématiques,  Platon 
constate  que  les  théories  géométriques  concernant  les  solides  sont 
encore  à  peine  ébauchées.  Si  l'on  considère  que  cependant  la  con- 
struction des  cinq  polyèdres  réguliers  était  attribuée  aux  Pythago- 
riciens, que  la  découverte  capitale  d'Eudoxe  sur  le  volume  de  la 
pyramide  présente  un  caractère  pratique  qui  ne  permettait  guère 
aux  discvples  de  Platon  de  l'apprécier  à  sa  juste  valeur,  une  seule 
théorie  se  présentait  comme  représentant  le  desideratum  An  Maître, 
c'était  celle  qui,  en  tout  cas,  apparut  vers  la  même  époque,  la  théo- 
rie de  la  section  du  cône.  C'est  donc  à  elle  que  s'attache  la  légende 
et  dès  lors  c'est  à  Platon  lui-même  qu'à  tort  ou  à  raison  elle  fait  re- 
monter l'origine  de  la  question. 

Dans  ces  conditions,  nous  pouvons  d'autant  moins  nous  pro- 
noncer sur  la  valeur  réelle  de  cette  tradition  que,  d'une  part,  elle 
s'appuie  en  fait  sur  des  textes  de  Platon  pour  l'interprétation 
complète  desquels  les  éléments  nous  font  défaut,  mais  que  d'un 
autre  côté,  si  cette  légende  a  peut-être  un  fond  de  vérité,  nous  la 
voyons  s'accroître  bientôt  de  développements  inadmissibles. 

Qu'elle  ait  été  rattachée  dès  l'origine  au  fameux  problème  de 
Délos,  il  est  à  peine  utile  de  le  faire  remarquer,  puisque,  histori- 
quement parlant,  les  sections  coniques  apparaissent  tout  d'abord 
comme  appliquées  à  la  solution  de  ce  problème.  A  la  vérité^  dans 
sa  lettre  à  Ptolémée,  Eratosthène  n'indique  nullement  que  Platon 
lui-même  se  soit  occupé  de  ce  problème,  mais  dans  son  Platoni- 
cien (*),  il  racontait  déjà  que  c'était  au  chef  de  l'Académie  que 
s'étaient  adressés  les  Déliens,  embarrassés  par  l'oracle,  et  il  lui  at- 
tribuait d'avoir  dit  :  «  Si  le  Dieu  a  fait  cette  réponse,  ce  n'est  pas 
(|u'il  eût  besoin  d'un  autel  double,  mais  il  a  voulu  reprocher  aux 
(irccs  de  négliger  les  Mathématiques,  il  blâme  leur  dédain  pour  la 
(réométric.  » 


(')  Theon  de  Smvrne.  .\rith.,  <^liap.  I. 
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La  légende  ira  en  grossissant  de  plus  en  plus;  bientôt  on  attri- 
buera à  Platon  une  solution  déterminée  du  problème,  solution  pra- 
tique d'une  rare  élégance  au  reste,  mais  certainement  postérieure 
à  Ératosthène;  aux  derniers  temps,  d'après  Philopon,  ce  sera  Pla- 
ton qui  aura  ramené  la  duplication  du  cube  à  Tinvention  des  deux 
moyennes  proportionnelles,  réduction  que  cependant  Ératosthène 
attribue  formellement  à  Hippocrate  de  Chios. 

Mais  arrêtons-nous  à  Plutarque.  Il  nous  raconte  (Quest.  conviv., 
VIII,  9-2,  CI.  —  Fita  Marcelliy  C.  i4»  5)  que  Platon  a  blâmé 
Eudoxe,  Archytas  et  Ménechme  d'avoir  employé  pour  la  duplication 
du  cube  des  instruments  et  des  dispositions  mécaniques,  d'avoir 
ainsi  rabaissé  jusqu'aux  objets  sensibles  une  science  dont  les  spé- 
culations doivent  être  exclusivement  abstraites.  Ce  fut  aussi  lui  qui 
sépara  définitivement  la  Géométrie  de  la  Mécanique  et  réduisit 
celle-ci  au  rôle  secondaire  qu'elle  garda  jusqu'à  Archimède. 

Ce  récit  de  Plutarque  est  ordinairement  accepté  sans  défiance  : 
comment  nier  cependant  qu'il  ne  soit  forgé  à  plaisir  d'après  le  ca- 
ractère général  de  la  philosophie  de  Platon  et  sans  tenir  aucun 
compte  de  ce  qu'étaient  les  solutions  d'Eudoxe,  d'Archytas  et  de 
Ménechme?  Par  une  singulière  contradiction  avec  une  autre  forme 
de  la  légende,  la  solution  attribuée  à  Platon  est,  avant  celle  d'Era- 
toslhène,  la  seule  qui  suppose  l'emploi  d'un  instrument,  celles 
d'Archytas  et  de  Ménechme  sont  aussi  théoriques  que  possible,  et 
ïln'y  a  pas  à  douter  que  celle  d'Eudoxe,  que  nous  n'avons  plus, 
ne  leur  ressemblât  sous  ce  rapport. 

Si  Diogène  Laërce  nous  dit  (VIII,  83)  (*)  qu'Archytas  fiit  le 
premier  à  introduire  des  mouvements  d'instrument  dans  une  figure 
géométrique  pour  trouver  la  duplication  du  cube  par  Tintersection 
d'un  cône,  d'un  cylindre  et  d'un  tore,  ce  peut  être  vrai  en  tant  que 
ces  mouvements  sont  considérés  comme  purement  abstraits;  mais 
on  répète  simplement  sous  une  forme  encore  plus  inadmissible  la 
donnée  de  Plutarque,  si  l'on  entend  que  le  Tarentinaura  effective- 
ment tenté  de  réaliser  mécaniquement  sa  construction  ;  il  aurait, 
3  ce  compte,  certainement  tenu  la  gageure  de   trouver  le  pro- 


(')  C'est  d'après  une  autre  source  évidemment  que  le  même  auteur  indique 
^^yiw  comme  le  géomètre  dont  parle  Platon  à  mots  couverts,  au  Livre  VII  de 
■içue,  pour  le  proposer  comme  maître  aux  maihémat irions. 
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cédé  manuel  le  plus  impraticable  qu'il  fût  possible  d'imaginer. 

Ce  que  l'on  peut  seulement  concéder,  c'est  que  les  surfaces  con- 
sidérées par  Archytas  rentraient  dans  celles  qui,  pratiquement  et  à 
l'aide  du  tour,  pouvaient  être  réalisées  avec   autaut  d'exactitude 
que  la  surface  plane  et  qui,  dès  lors,  avaient  droit,  à  tous  égards, 
d*étre  introduites  dans  les  spéculations  géométriques.  Si,  d'autre 
part,  Kratosthène,  dans  sa  lettre  à  Ptolémée,  nous  dit  que  Ménechme 
a  été  jusqu'à  lui  le  seul  qui  ait  tenté  une  solution  plus  ou  moins 
pratique,  je  ne  puis,  pour  ma  part  du  moins,  supposer  une  descrip- 
tion continue  d'une  conique  pas  plus  qu*une  construction  par 
points,  je  ne  puis  penser  qu'à  une  construction  d'un  cône  et  à  sa 
section  effective,  pour  obtenir  par  exemple  une  parabole  d'un  pa- 
ramètre donné;  mais,  en  fait,  une  pareille  solution  reste  toujours 
purement  théorique. 

Le  témoignage  d'Eratosthène  suffit,  en  tout  cas,  pour  repousser 
les  récits  de  Plutarque,  mais  la  légende  platonicienne  n'en  embar- 
rasse pas  moins  d'un  voile  désormais  impénétrable  les  origines 
de  la  théorie  des  coniques. 
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Victor  PROU.  —  Les  ressorts- bvttvnts  de  la  Ciiirobvijste  d'Héron 
d'Alexandrie,  diaprés  les  expériences  dk  1878  et  suivant  la  théorie 
QUI  EN  A  ÉTÉ  DÉDUITE  EN  1882  (Mémoires  de  V Académie  des  Inscriptions, 
t.  XXXI,  r  Partie). 

La  question  de  la  construction  des  machines  de  guerre  de  l'an- 
tiquité est  d'une  grande  importance  pour  l'Histoire  des  Sciences. 
Elle  permettrait,  si  elle  était  résolue,  de  préciser  l'étendue  des 
connaissances  des  anciens  en  Mécanique  expérimentale.  Malheu- 
reusement les  documents  sont  rares. 

M.  Victor  Prou,  qui  s'est  occupé  spécialement  des  machines  dé- 
crites par  Héron,  s'efibrce  de  restituer  la  chirobaliste  du  savant 
alexandrin.  Dans  un  de  ses  travaux  antérieurs,  il  avait  déjà  pro- 
posé une  solution  du  problème,  mais  cette  solution  ne  l'avait  pas 
satisfait.  Celle  qu'il  donne  aujourd'hui  suppose  que  les  anciens  ont 
eu  une  connaissance  approfondie  des  lois  de  la  flexion.  On  avait 
admis  jusqu'ici  que  les  premières  recherches  théoriques  sur  cette 
question  étaient  de  Galilée  et  que  Tidée  fondamentale,  celle  du 
travail  égal  des  deux  faces  fléchissantes,  n'avait  été  établie  que 
par  Charles  Dupin  au  commencement  de  notre  siècle.  D'après 
M.  Prou,  au  contraire,  Philon  aurait  su  fort  bien  que  «  la  tranche 
centrale  de  chaque  section  transversale  de  la  pièce  supporte  le 
minimum  de  fatigue  et  que  ce  sont  les  surfaces  opposées  (le  dessus 
et  le  dessous),  sur  lesquelles  agit  perpendiculairement  l'eflbrt  flé- 
chissant, qui  travaillent  le  plus  ».  Quel  a  été  l'auteur  de  cette  loi? 
M.  Prou  n'émet  pas  d'hypothèse  sur  ce  point;  il  pense  toutefois 
«  qu'on  ne  peut  contester  aux  Grecs  le  mérite  d'avoir  appliqué 
avec  réflexion  une  théorie  dont  la  recherche  a  égaré  Galilée,  Ma- 
riolte  et  Leibnitz  ». 

En  partant  de  ce  point,  qu'il  regarde  comme  acquis,  Fauteur 
recherche  dans  le  lexte  de  Héron  la  construction  des  ressorts-bat- 
lants  de  la  chirobaliste.  Il  arrive  à  conclure  qu'ils  étaient  formés, 
non  comme  il  l'avait  supposé  antérieurement,  d'une  seule  broche 
en  acier,  légèrement  effilée,  mais  bien  de  huit  lames  minces  d'acier 
trempé,  jointives  de  champ,  fléchies  et  étagées  à  la  manière  des 
ressorts  de  suspension  de  nos  voitures  modernes.  Il  confirme  cette 

bull.  des  Sciences  mathém.,  a'  série,  i.  X.  (Mars  188G.)  j 
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hjpollîùse  par  la  considération  des  figures  des  manuscrits,  qui 
semblent  en  effet  présenter  des  arcs  formés  de  plusieurs  lamelles. 
Nous  ne  nous  étendrons  pas  sur  les  autres  détails  de  construction 
de  la  chirobaliste,  que  l'auteur  décrit  fort  minutieusement  et  dont 
il  donne  la  théorie. 

Mentionnons  seulement,  dans  le  dernier  (Iliapitre,  une  curieuse 
correction  de  Fauteur  à  un  passage  de  Diodore  de  Sicile.  Jusqa^ici 
on  avait  compris  que  les  Égyptiens  divisaient  la  stature  d'un 
homme  en  vingt  et  une  parties  un  quart.  D'après  M.  Prou,  cela  veut 
dire  qu'ils  mesuraient  les  vingt  et  une  parties  principales  du  corps 
au  module  naturel  de  quart  de  pied  ou  de  palme.  L'auteur  re- 
trouve d'ailleurs  ce  module  dans  les  dimensions  de  sa  machine. 

H. 


Catalogue  dk  modèles  de  Mathématiques,  publiés  par  L,  Brill, 

à  Darmstadt. 

Le  Bulletin  (*)  a  déjà  eu  plusieurs  fois  Foccasion  d'attirer 
l'attention  de  ses  lecteurs  sur  les  intéressantes  collections  que 
M.  Brill  publie  à  Darmstadt. 

Le  nouveau  Catalogue,  qui  vient  de  paraître,  diffère  des  précé- 
dents, non  seulement  par  les  nouveautés  assez  nombreuses  qu'il 
mentionne,  mais  encore  par  un  double  groupement  des  modèles, 
qui  permet  de  se  rendre  un  compte  plus  exact  de  l'importance 
acquise  par  ces  collections. 

La  première  Partie  nous  présente  les  modèles  rangés  en  séries, 
suivant  l'ordre  chronologique  de  leur  publication.  La  seconde 
Partie,  au  contraire,  en  offre  le  classement  méthodique,  d'après 
le  genre  d'intérêt  théorique  qui  s'attache  à  chaque  sujet.  En  outre, 
chaque  mention  est  accompagnée  d'une  courte  note,  où  se  trouvent 
expliquées  les  propriétés  géométriques  les  plus  saillantes,  et  la 
méthode  que  Ton  a  suivie  pour  la  construction.  Ce  Catalogue  est 
donc  une  sorte  de  complément  indispensable  de  la  collection,  un 
guide  instructif  qui  nous  mel  à  même  de  la  connaître  et  de  l'ap- 
précier. 

(')  T.  Mil,,  p.  7:  t.  VI,,  p.  !i. 
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Premier  groupe.  —  Surfaces  du  second  ordre. 

(29  modèles.) 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ces  modèles  dont  il  a  été  déjà 
question  dans  le  Bulletin  ;  les  quadriques  s'y  trouvent  représen- 
tées en  plâtre,  en  fil  et  en  carton. 

Deuxième  groupe.  —  Surfaces  algébriques  d'ordre  supérieur. 

A.  Série  des  sur/aces  du  troisième  ordre  (21  modèles). 

B.  Cyclides  (10  modèles). 

Plusieurs  de  ces  modèles  sont  nouveaux. 

G.  Surfaces  de  Kummer  (3  modèles). 

D.  Série  de  surfaces  du  quatrième  ordre  touchées  par  quatre 
plans  suivant  des  cercles  (6  modèles). 

Série  nouvelle,  remarquable  par  Télégance  de  ses  modèles  ;  la 
célèbre  surface  romaine  de  Steiner  en  fait  partie. 

E.  Diverses  surfaces  algébriques    du    quatrième    ordre,    ou 
d* ordre  supérieur  (4  modèles). 

Troisième  groupe.  —  Surfaces  transcendantes. 

(  a  modèles.  ) 

L'une  de  ces  deux  surfaces  représente  la  fonction  elliptique 

ç-  =  ain(i/.,  k). 

Quatrième  groupe.  —  Courbes  gauches. 

(i3  modèles.) 

Huit  des  modèles  de  ce  groupe  figurent  les  diverses  circonstances 
qu'une  courbe  gauche  peut  présenter,  eu  égard  à  ses  singularités 
ou  à  celles  de  ses  projections.  Les  autres  modèles  représentent 
drs  cubiques  et  des  quartiques  gauches.  Pour  représenter  ces  der- 
nières, on  a  construit  en  fil  deux  quadriques  réglées  dont  elles 
sont  l'intersection  :  on  a  figuré  de  la  même  manière  la  dévelop- 
pable  dont  ces  courbes  sont  les  arêtes. 
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Cinquième  groupe.  —  Courbure  des  surfaces. 

A.    Lignes   de  courbure,    —  Asymptoliques,   —   Géodésiqucs 
(21   modèles). 

Lignes  de  courbure  et  géodésiques  sur  les  quadriques  dans  des 
cas  très  variés.  Asymptoliques  sur  plusieurs  surfaces  de  révolution. 

H.    Surfaces    à    courbure   constante   e.t    surfaces   applicables 
(  i4  modèles). 

Cette  séries  et  la  suivante  présentent  le  plus  grand  intérêt;  elles 
ont  trait  à  Tune  d(»s  parties  les  plus  profondes  et  les  plus  cu- 
rieuses de  la  Ciéométrie.  Les  travaux  de  Bour,  par  exemple,  sont 
représentés  par  quatre  surfaces  à  courbure  constante  positive, 
a[)plicables  Tune  sur  l'autre;  par  un  hélicoïde  applicable  sur 
Tellipsoïde  de  révolution,  par  Talysséide  et  Thélicoïde  gauche 
correspondant.  On  trouve  également  plusieurs  modèles  de  surfaces 
à  courbure  constante  négative,  auxquelles  les  travaux  de  M.  Bel- 
trami  ont  ajouté  tant  d'intérêt  :  citons  notamment  celle  qui  est 
engendrée  par  la  révolution  de  la  tractrice,  et  une  remarquable 
surface  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont  planes, 
surface  qui  a  faitTobjet  des  recherches  de  MM.  Enneper,  Bianchi 
et  Kuen.  Des  feuilles  minces  en  laiton  permettent  de  réaliser 
l'applicabilité  de  ces  surfaces  les  unes  sur  les  autres. 

Ci.  Surfaces  à  courbure  moyenne  constante.  Surfaces  minima 
(9  modèles). 

Plusieurs  de  ces  surfaces  ont  été  réalisées  physiquement  par 
M.  Plateau  dans  ses  mémorables  recherches  sur  les  liquides;  ainsi 
Ton  reirouve  Ponduloïde,  le  nodoïde,  etc.  Parmi  les  surfaces 
minima,  celle  du  neuvième  ordre,  étudiée  par  M.  Enneper,  mérite, 
à  plusieurs  titres,  de  fixer  Tattention. 

I).  Surfaces  des  centres.  Surfaces  focales  (5  modèles). 

Sixième  groupe.  —  Modèles  pour  la  Géométrie  projective,  la  Physique 

et  la  Mécanique. 

Chaînette  sm^  la  sphère;  pendule  conique.  Citons  enfin  diver> 
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modèles  de  la  surface  de  Tonde,   dont  l'un,  composé  de  pièces 
mobiles,  permet  de  dégager  la  nappe  intérieure  de  la  surface. 

G.  K. 


J.  TANNEHY.  —  Introduction  a  la  tih^oiub  des  fonctions  d'une  variable. 

Préface. 

Quoique  les  vérités  mathématiques  se  déduisent,  dans  un  ordre 
rigoureux,  d'un  petit  nombre  de  principes  réputés  évidents,  on  ne 
parvient  point  à  les  posséder  pleinement  en  commençant  par  ces 
principes,  en  en  suivant  pas  à  pas  les  déductions,  en  allant  tou- 
jours dans  le  même  sens  du  connu  à  l'inconnu,  sans  jamais  revenir 
en  arrière  sur  un  chemin  où  Ton  n'a  rien  laissé  d'obscur.  Le  sens 
et  la  portée  des  principes  échappent  au  débutant,  qui  saisit  mal 
la  distinction  entre  ce  qu'on  lui  demande  d'accorder  et  les  consé- 
quences purement  logiques  des  hvpothèses  ou  des  axiomes; 
parfois,  la  démonstration  lui  paraît  plus  obscure  que  l'énoncé; 
c'est  en  vain  qu'il  s'attarderait  dans  la  région  des  principes  pour  la 
mieux  connaître,  il  i'aut  que  son  esprit  acquière  des  habitudes 
qu'il  n'a  pas,  qu'il  aille  en  avant,  sans  trop  savoir  ni  où  il  va,  ni 
d'où  il  part;  il  prendra  confiance  dans  ce  mode  de  raisonnement 
auquel  il  lui  faut  plier  son  intelligence,  il  s'habituera  aux  symboles 
et  à  leurs  combinaisons.  Revenant  ensuite  sur  ses  pas,  il  sera 
capable  de  voir,  du  point  de  départ  et  d'un  seul  coup  d'œil,  le 
chemin  parcouru  :  quelques  parties  de  la  roule  resteront  pour  lui 
dans  l'ombre,  quelques-unes  même  seront  peut-être  entièrement 
obscures,  mais  d'autres  sont  vivement  éclairées;  il  sait  nettement 
comment  on  peut  aller  de  cette  vérité  à  cette  autre;  il  sait  où  il 
doit  porter  son  attention;  ses  yeux,  mieux  exercés,  arrivent  à  voir 
clair  dansées  passages  difficiles  dont  il  n'aurait  jamais  pu  se  rendre 
maître  s'il  ne  les  avait  franchis;  il  est  maintenant  capable  d'aller 
plus  loin  ou  de  suivre  une  autre  direction;  il  entre  en  possession 
de  vérités  nouvelles  qui  s'ajoutent  aux  vérités  anciennes  et  qui  les 
éclairent;  il  s'étonne  parfois  des  perspectives  inattendues  qui 
s'ouvrent  devant  lui  et  lui  laissent  voir,  sous  un  aspect  nouveau, 
des  régions  qu'il  croyait   connaîlre  onlièromcnl;   peu   à  peu   les 
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ombres  disparaissent  el  la  beauté   de  la  Science,  si  une  dans  sa 
riche  diversité,  lui  apparaît  avec  tout  son  éclat. 

Ce  qui  se  passe  dans  l'esprit  de  celui  qui  étudie  les  Mathéma- 
tiques n'est  que  l'image  de  ce  qui  s'est  passé  dans  la  création  et 
l'organisation  de  la  Science  ;  dans  ce  long  travail,  la  rigueur  déduc- 
tive  n'a  pas  été  seule  à  jouer  un  rôle.  On  peut  raisonner  fort  bien 
et  fort  longtemps  sans  avancer  d'un  pas,  et  la  rigueur  n'empêche 
pas  un  raisonnement  d'être  inutile.  Même  en  Mathématiques, 
c'est  souvent  par  des  chemins  peu  sûrs  que  l'on  va  à  la  découverte. 
Avant  de  faire  la  grande  route  qui  y  mène,  il  faut  connaître  la  con- 
trée où  l'on  veut  aller  ;  c'est  cette  connaissance  même  qui  permet 
de  trouver  les  voies  les  plus  directes  ;  c'est  l'expérience  seule  qui 
indique  les  points  où  il  faut  porter  l'effort;  ce  sont  les  difficultés, 
parfois  imprévues,  qui  se  dressent  devant  les  géomètres,  qui  les 
forcent  à  revenir  au  point  de  départ,  à  chercher  une  route  nouvelle 
qui  permette  de  tourner  l'obstacle.  S'imagine-t-on,  par  exemple, 
les  inventeurs  du  Calcul  différentiel  et  intégral  s'acharnant,  avant 
d'aller  plus  loin,  sur  les  notions  de  dérivée  et  d'intégrale  définie? 
Ne  valait-il  pas  mieux  montrer  la  fécondité  de  ces  notions,  dont 
l'importance  justifie  le  soin  qu'on  a  mis  à  les  éclaircir?  Cette  revi- 
sion même,  qu'on  a  faite  de  notre  temps,  l'aurait-on  entreprise 
sans  les  questions  que  l'étude  des  fonctions  et  particulièrement 
des  séries  trigonométriques  a  posées  d'une  manière  inévitable? 

Pour  en  revenir  à  l'enseignement,  il  me  semble  que,  dans  notre 
système  d'instruction,  la  revision  des  principes  de  l'Analyse  s'im- 
pose nécessairement  comme  transition  entre  les  matières  que  l'on 
traite  dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales  et  celles  que  l'on 
étudie  soit  dans  les  Facultés,  soit  dans  les  Ecoles  d'enseignement 
supérieur.  A  la  fin  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  les 
élèves  sont  maîtres  d'un  nombre  de  faits  mathématiques  déjà 
considérable-,  ils  possèdent  les  éléments  de  l'Algèbre;  de  la  Géo- 
métrie analytique,  et  même  du  Calcul  différentiel  et  intégral.  Un 
classement  rigoureux  de  ces  matériaux  est  indispensable.  C'est 
pour  faciliter  ce  travail,  en  ce  qui  concerne  l'Analyse,  que  je  me 
suis  décidé  à  publier  le  présent  Livre,  où  j'ai  développé  quelques 
Leçons  faites  à  l'École  Normale  en  i883.  Je  l'ai  fait  aussi  élémen- 
taire que  j'ai  pu,  en  in'cfforçant  de  rapprocher  les  choses  des  prin- 
cipes, mais  cil  essayant  toutefois  d'être  particulièrement  utile  à 
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cu\  qui  désirent  pousser  leurs  éludes  maLln-inatitjues  bcaucou|i 
lus  loin  i|ue  je  iie  prétends  les  conduire. 

Je  d'bî  en  qu'à  me  livrer  à  un  Lravail  d'arrangé  m  en  l  et  de  rédac- 
!on  :  les  fails  malhématiques  qui  cnnslituent  ei  constilneronl. 
mijours  les  éléments  de  l'Anulyse  étiiienl  acquis  pour  la  plupart 
B  commencement  Oc  ce  siècle  ;  ù  la  vérité,  liien  des  démonstrations 
lissaient  k  désirer;  niaîs,  après  les  exemples  de  rigueur  donnés 
tr  Gauss,  aprts  les  travaux  de  Cauchy  (  '  ),  d'Abel  (  '  ),  de  LejeuDC- 
«richlet  {»),  deRiemann  ('),  de  M.  O.  Bonnet  ('),  de  M.  Heine(»). 
prés  l'enseignement  de  M.  Weierstrass,  divulgué  el  développé 
Br  ses  disciples,  après  le  Mémoire  de  M.  Durboux  sur  les  fonç- 
ons discontinues  ('),  les  Livres  de  M.  Din!  {*)  et  de  M.  Lip- 
:KitB  (*),  il  ne  semble  pas  qu'il  reste  quelque  cliose  d'essentiel  à 
Incider  dans  les  sujets  auxquels  je  me  suis  borné. 

Oo  peal  constituer  entièrement  l'Analyse  avec  la  notion  de 
ombre  entier  et  les  notions  i-elatives  à  l'addition  des  nombres 
UUers;  il  est  inntile  de  faire  appel  â  aucun  autre  postulat,  U 
BCUne  autre  donnée  de  l'expérience;  la  notion  de  l'inlini,  dont  il 
e  faut  pas  faire  ni\stëre  en  Mathématiques,  se  réduit  à  ceci  : 
près  chaque  nombre  entier,  il  y  en  a  un  autre.  C'est  à  ce  point 
B  vue  que  j'ai  essayé  de  me  placer.  A  la  vérité,  pour  être  complet, 

eAt  fallu  reprendre  la  théorie  des  fractions;  une  fraction,  du 
DÎnt  de  vue  que  j'indique,  ne  peut  pas  être  regardée  comme  la 
Eunïon  de  parties  égales  de  l'unité;  ces  mots  parties  de  l'unité 
'ont  plus  de  sens  ;  une  fraction  est  un  ensemble  de  deux  nombres 


(■)  Court  d'Analyie  du  t'Èeole  royale  Polytechnique.  Porîj,  i8îi. 

{•)  /iecAerchtu  tur  /a  «We  i -t- —  .5 1 «■+...   {OEuvrei,  i' ii\-, 

'■  T.  p.  ï'O-  Sur  la  tèrin,  I.  11,  p.  197), 

i(>)  Sur  la  convergence  de»  terUu  trigonomètriqatt  ijui  ttrvent  à  repreteiiter 

•«■  Jonction  arbitraire  enlre  det  limite»  données  (  Journal  de  Cretle,  I .  IV, 
p.  1S7). 

(•)  Sur  la  poatitiilile  de  représenter  une  /onction  pai'  une  série  trigonomé- 
trique  iBallelin  dei  Seieneet  matkématiiiuet  et  attronamiqiiei,  1"  srrir,  I.  V, 
p.  )o). 

(')  Mémùin tur  la  tlieoiie générale  dei  séries  {Mémoires  couronne»...  puliliri 
luir  rAradémie...  ilc  Belgique,  t-  Wllt). 

Cl  Die  Etemenie  der  Funrtionenlekre  {Journal  de  Cretle,  1.  "-S,  p.  \-t). 
I   (')  Annales  teientî/iques  de  t'Éeote  Sormale  supérieure,  t'svr'w,  t.  IV,  p.  5-. 
W%')  Fundamenli  per  la  leorîca  délie /utuioni  di  varîabili  leali.   l'i 
H-)  Uhrhueh  drr  Analysi:  [ti.nn.  i«77. 
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(Miliers,  ran<;és  dans  un  ordre  de Icrmiiic;  sur  celle  nouvelle  espèce 
de  nomhres,  il  y  a  lieu  de  reprendre  les  dëfînilions  de  Tégalilé, 
de  rinéj^alilé  el  des  opéralions  arilhméliques.  J^aurais  du  aussi 
reprendre  la  ihéorie  des  nombres  posilifs  et  négalifs,  ihùoric  que 
Ton  ne  dégage  pas  toujours  de  la  considération  des  grandeurs 
concrètes,  et  dans  la(|U('lle  il  faut  encore  reprendre  à  nouveau  les 
définitions  élémentaires.  Mais  tout  cela  est  facile  et  les  dévelop- 
pements que  j'aurais  du  donner  sur  ces  sujets  auraient  allongé 
mon  livre  et  augmenté,  sans  grande  utilité,  la  fatigue  du  lecteur. 
J'ai  donc  supposé  acquise  la  théorie  des  opérations  rationnelles 
sur  les  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs,  et 
j'ai  débuté  par  l'introduction  des  nombres  irrationnels.  J'ai  déve- 
loppé une  indication  donnée  par  M.  Joseph  Bertrand  dans  son 
excellent  Traité  d'Arithmétique  ctqui  consiste  à  défmir  un  nombre 
irrationnel  en  disant  quels  sont  tous  les  nombres  rationnels  qui 
sont  plus  petits  et  tous  ceux  qui  sont  plus  grands  que  lui;  c'est 
de  cette  façon  que  les  nombres  irrationnels  s'introduisent  le  plus 
naturellement  quand  on  traite  de  la  mesure  des  grandeurs  incom- 
mensurables avec  l'unité  ;  j'ai  d'ailleurs  cherché  à  dégager  la  notion 
de  nombre  irrationnel  de  son  origine  géométrique.  J'ai  appris  par 
une  citation  de  M.  G.  Cantor  {Grundlagen  einer  allgcnieiner 
Mannichfaltif(kt*Uslehre,  p.  21),  que  M.  Dedekind  avait  déve- 
loppé la  même  idée  dans  un  écrit  intitulé  Stetigkeit  und  irra- 
tionale  Zalilcn  (Brunswick,  i8-*>.);  je  n'ai  pas  eu  à  ma  disposi- 
tion le  travail  de  M.  Dedekind,  mais  les  développements  d'une 
même  idée  se  ressemblent  forcément,  et  il  y  a  lieu  de  supposer 
que  ce  qui  est  bon  dans  mon  exposition  se  retrouve  dans  celle  du 
géomètre  allemand,  qui  a  d'ailleurs  bien  d'autres  titres  de  gloire. 
D'autres  points  de  départ  ont  él(*  indiqués  :  M.  Weîerstrass,  qui 
ne  craijit  pas  de  s'atlarder  sur  ces  matières  dans  un  cours  qui 
aboutit  a  l'étude  des  fonctions  abéliennes,  considère,  si  mes  ren- 
seignements sont  exacts,  un  nombre  irrationnel  comme  la  somme 
d'un  nombre  infmi  d'éléments  rationnels,  en  précisant  toutefois 
avec  rigueur  sous  quelles  conditions  on  peut  parler  de  pareilles 
sommes  el  les  employer;  M.  Heine,  dans  le  Mémoire  déjà  cité 
Die  ELcniente  der  Funclionenlchre,  a  proposé  de  dire  qu'une 
suile  infinie  de  nombres  rationnels 
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a  une  limite  lorsque,  à  chaqne  nombre  rationnel  positif  i  corres- 
pond un  indice  n  tel  que  la  différence  Un^p  —  Un  soit,  pour  toutes 
les  valeurs  du  nombre  entier  positif/?,  inférieure  à  £  en  valeur 
absolue.  Cette  définition  admise,  Finlroduction  des  nombres  irra- 
tionnels, comme  limites  de  pareilles  suites,  ne  souffre  aucune 
difficulté;  c'est  la  marche  qu'ont  suivie  MM.  Lipschitz,  du  Bois- 
Reymond,  G.  Cantor.  Je  trouve  cette  définition  plus  arbitraire 
que  celle  que  j'ai  adoptée,  qui  permet,  des  qu'un  nombre  irra- 
tionnel est  défini,  de  lui  donner  sa  place  dans  l'échelle  des  nombres; 
cependant,  comme  on  ne  peut  se  dispenser  de  faire  l'étude  des 
suites  qui  jouissent  de  la  propriété  précédente,  j'ai  fait  cette  étude 
indépendamment  de  la  théorie  des  opérations  effectuées  sur  les 
nombres  irrationnels,  en  montrant  comment  elle  permettrait  de 
constituer  cette  théorie.  Le  lecteur  ne  manquera  pas  de  remarquer 
que  mon  exposition  pourrait  être  abrégée  en  ne  reprenant  pas 
deux  fois,  comme  j'ai  fait,  les  choses  au  commencement. 

Les  notions  de  nombre  irrationnel  et  de  limite  une  fois  acquises, 
les  éléments  de  la  théorie  des  séries  et  des  produits  infinis  ne  pré- 
sentent aucune  difficulté;  les  deux  façons  d'introduire  ces  notions 
V  jouent  un  rôle  essentiel  ;  la  seconde  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que 
le  point  de  départ  adopté  par  Cauchy,  pour  la  théorie  des  séries, 
dans  son  Cours  d^ Analyse  de  l'Ecole  royale  Poly technique j 
Livre  qu'on  peut  encore  admirer,  depuis  le  temps  où  Abel  disait 
qu'iY  devait  être  lu  par  tout  analyste  qui  aime  la  rigueur  dans 
les  recherches  mathématiques.  La  notion  de  produit  infini  se 
relie  étroitement  à  celle  de  série;  les  deux  notions,  à  elles  deux, 
ne  tiennent  pas  plus  de  place  dans  Tesprit  qu'une  seule;  j'ai  cru 
devoir  les  développer  concurremment. 

Avant  de  parler  des  séries  et  des  produits  infinis  dont  les  termes 
dépendent  d'une  variable,  j'ai  donné  quelques  théorèmes  généraux 
relatifs  aux  fonctions  d'une  variable-,  je  me  suis  efforcé  de  préciser 
les  définitions,  d'éclaircir  les  notions  de  continuité,  de  limites 
supérieure  et  inférieure.  J'ai  fait  grand  usage,  dans  ce  Chapitre  et 
ailleurs,  du  beau  Mémoire  de  M.  Darboux  Sur  les  fonctions  dis- 
continues. J'ai  repris  ensuite  les  définitions  des  fonctions  a*^, 
logx,  x"^\  à  propos  de  la  fonction  a-^,  j'ai  reproduit  la  démonstra- 
tion par  laquelle  Cauchy  déduit  la  forme  de  cetle  fonction  de  son 
théorème  d'addition. 
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Dans  le  Chapitre  suivant,  je  reprends  la  théorie  des  séries  et  des 
produits  infinis  ;  je  me  suis  appesanti  particulièrement  sur  les  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une  va- 
riable; à  la  vérité,  j'ai  supposé,  là  comme  partout,  la  variable 
réelle  :  une  variable  imaginaire,  c'est  au  fond  deux  variables  réelles, 
et  je  tenais  à  me  limiter  au  cas  d'une  seule  variable;  mais  l'exposi- 
tion est  faite  de  manière  à  permettre  la  généralisation  immédiate-, 
ment  el  sans  aucun  effort;  il  n  y  a,  le  plus  souvent,  qu'à  mettre  le 
mot  module  à  la  place  des  mots  valeur  absolue.  Dans  notre 
enseignement,  on  déduit  d'habitude  de  la  formule  de  Taylor  les 
développements  en  série  des  fonctions  Irigonométriques,  et  l'on 
lire  leurs  développements  en  produits  infinis  ou  en  séries  de  frac- 
tions simples  de  propositions  générales  appartenant  à  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire;  il  me  paraît  bien  regret- 
table de  laisser  ignorer  aux  étudiants  les  procédés  si  simples,  si 
naturels  par  lesquels  Euler  a  obtenu  ces  développements;  ils  de- 
viennent tous  rigoureux  par  l'application  d'un  môme  raisonnement, 
de  celui  qui  permet  de  déduire  la  continuité  d'une  série  de  l'uni- 
formité de  sa  convergence.  Il  va  sans  dire  que  j'ai  dû  dégager  la 
définition  des  fonctions  circulaires  de  toute  considération  géomé- 
trique; j'ai  terminé  ce  Chapitre  en  indiquant  les  propriétés  les 
plus  simples  de  la  fonction  r(j;),  de  manière  à  mettre  le  lecteur 
sur  la  voie  du  beau  théorème  de  M.  Weicrstrass  sur  la  décomposi- 
tion d'une  fonction  transcendante  entière  en  facteurs  primaires. 

J'aborde  enfin  les  notions  de  dérivée  et  d'intégrale  définie;  mon 
but  n'était  pas  d'écrire  un  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  ; 
j'ai  glissé  sur  les  procédés  de  calcul,  en  insistant  sur  les  théorèmes 
généraux. 

Paris,  le  20  octobre  i885. 

Jules  Tanner y. 
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HOTE  SUR  LE  MÉMOIRE  DE  M.  PICARD  «  SUR  LES  INTÉGRALES  DE  DIFFÉ* 
REN TIELLES  TOTALES  ALGÉBRIQUES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE  »  ; 

Par  m.  a.  CAYLEY. 

On  peut  présenler  l'analyse  sur  laquelle  est  fondé  le  Mémoire 
sous  une  forme  plus  symétrique  en  introduisant  dès  le  commence- 
ment les  fonctions  homogènes. 

Soit  /=(*)(jr,  ^,  z,  ty^  une  fonction  du  degré  m  des  va- 
riables x^y^  5,  t^  lesquelles  seront  toujours  liées  par  Téquation 

/=o  :  écrivons  aussi  ->->  ~->  -j^  >  -~  =  X,  Y,  Z,  T,  de  manière 
■^  dx    dy     dz     dt  7777 

que  X,  Y,  Z,  T  sont  des  fonctions  du  degré  m  —  i  :  et  soient  A, 
B,  C,  D  des  fonctions  chacune  du  degré  m  —  3  et  Q  une  fonction 
du  degré  m  —  4,  telles  que  AX  +  B  Y  -f-  CZ  -h  DT  =  Q/ iden- 
tiquement; donc,  en  supposant /=  o,  on  aura 

AX-hBY-4-CZ-^DT  =  o. 


rfi2  = 


HXX-hiAY-+-vZH-pT) 


On  vérifie  sans  peine  que  l'expression 

X  fX  V  p 

A  B  G  D 
X  y  z  t 
dx    dy    dz     dt 

est  indépendante  des  valeurs  de  )v,  tx,  v,  p^  et  ainsi  égale  à  chacune 
des  quatre  expressions  rfû^,  rfÛ^ ,  rfÛ^,  rfû^, 


I 
X 


1 
Z 


respectivement. 
Cela  étant,  soit 


B  G  D 

y  -  ^ 

dy  dz  dt 

D  A  B 

t  _x  y 

dt  dx  dy 


I 
Y 


1 
T 


D 
t 


A 

X 


dz  dt  dx 

A  B  G 

X  y  z 

dx  dy  dz 


t  T 


A       W      G 

.r        y       z 
dx     dy     dz 


=  une  (lifférenlicllc  totale; 
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en  écrivant  pour  un  moment  x,  >',  z  =  .r'i,  v' l,  z' i,  et  en  déno- 
tant par  /'  la  fonction  (*)(x',  r'y  z',  i)'",  et  de  même  par  X',  Y', 
Z',  ï'.  A',  B',  C  les  valeurs  correspondantes  de  X,  Y,  Z,  T, 
A,  B,  C,  les  variables  jr\  y\  z'  seront  liées  par  Téquation  /'=o. 
ce  qui  donne 

et  Ton  voit  sans  peine  que  l'expression  de  dÙt  se  réduit  ù 


I 
T' 


A'      R'      G' 

y      y      z' 
djr'    dv     dz' 


fonction  de  la  forme 


V  dx -^  C  dv' -\- W  dz\ 


qui  ne  contient  que  les  variables  x',  j',  z' \  donc,  en  omettant  les 
accents,  il  est  permis  de  prendre  /  =  const.,  ce  qui  donne 

X  dr  -+-  Y  dy  -^-7^  dz  =  o, 

et  avec  celte  relation  entre  K^s  dinercnlielles  dx^  (h\  dz  de  faire 
(jue  /7Û,  =  F  rfx -f- G  r/>' -h  H  rfc  soit  une  dinerentiellc  lolale  : 
cela  donne  la  condition 


dz 


d\\\       ^/dU       dV\       ^,/dV       dG\ 

dv  )-HdJ'-  d'z)  -^^'[dv^  7û)  =  '^' 


ou  enfin 


\z 


-.  /  d  Cjt 

\7îz 


^.  /  d    \y—  W.r 
^     -7 ^^^r 

/  d    Uz  -Cr 


dv  ~^~^\       / 

d    \\z  —  <  :  V  \ 

dz   ~~    ï      '    ) 
d    (  i ./'  —  \  c 


) 


=^  (). 


On  a  d'abord  un  terme  51  \  T,  où 


.-v> 


f 


À  A  -:-  jr 


f/\ 


\  dr 


r 


^  l  dr 


dW 
dv 

dn 

dv 

dW 
dv 


di\ 
dz  _ 

di\  \ 
dz  ) 

dC. 
dz 


)-( 


d\ 

dr 

dW 
dr 

dC 


-  y 


y 


r 


7. 


//./ 


d\ 
dy 

du 

dy 

di\ 
dy 
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ou,  en  réduisant, 

5lr^— 2(AX-f-BY-hCZ) 

—  (m  —  3)(AX -+- BY -f- GZ) 

=  (/w— i)DT 

\  cLr  dy  dz  dt  ) 

^/^d\       ..dB       „dC       ^dD\ 
\      dt  dt  dt  dt  J  ' 

puis  un  terme  Ô  ~  T'*^,  où 

îî  =-X  [(Cx  -  A.-)g  -  (Aj  -  B^)  ^] 
-Y[(A>-B.)g-(B.-C,)g] 
-Z[(B.-C^)^-(C.-A.)g], 

OU,  en  réduisant, 

U  =      ^  [(  AX  -H  BY  -i-  CZ)x  —  A(a7X  -f-/Y  -f-  ^Z)] 
-f-JT[(AX-x-BY-+-CZ)j-B(:rX-h7Y-f-4;Z)] 

-f-  ^~  [( AX -+-  BY  -4-  CZ)<5  —  C(;rX  -+- jY  h-  ^Z)] 


/  / 


\      ax  dy  d: 

=  — (m  — i)DTï 

^T.(^A^-^B-^-^C^-^D 


^/T 


Donc,  en  réunissant  les  deux  parties,  o  =  5l4-^>  c'est-à-dire 

^    /^A       rfB       rfC       dD\ 

_4-<^(AX-h  BY-h  CZ  -hDT) 
dt 

rr.    fdk        dB       dC       dD\ 
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ou,  en  omettant  le  facteur  /T,  on  obtient  enfin 

-0-^(—      —       —       —\ 
~~  \dx        dy        dz        dt  )^ 

c'est-à-dire  que  les  fonctions  A,  B,  C,  D  sont  telles  que 

et,  cela  étant,  l'expression  générale  rfû,  et  de  même  chacune  des 
expressions  rfûvp,  rfû^,  rfû^,  rfÛ/,  sera  égale  à  une  différentielle 
totale. 

Cambridge,  le  8  janvier  1886. 


SUR  TROIS  FORMULES  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  ; 

Par  m.  J.-A.  MARTINS  DA  SILVA. 

Dans  les  Acta  mathematica,  t.  I,  p.  368,  M.  Hermite  a  fait 
usage  des  formules  qui  donnent  la  décomposition  en  éléments 
simples  des  trois  quantités 

sna:  sn(a7 -h  a),     en  a?  en  (a: -i- a),     dna?  dn(a7-4- a), 

pour  démontrer  une  relation  remarquable  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques 

D'une  manière  analogue  je  démontre  facilement,  au  moyen  de 
ces  formules,  les  trois  relations  suivantes.  Supposons  les  quatre 
quantités  «/,  r,  r,  s  assujetties  à  la  condition 


u  -k-v  -\-  r  -^  s  =  o\ 


OH  aura 


(   A"*  snw  snpcnreni 
(I)  ^.       — /:' cni/ cn^' snrsn* 

(       — dn  wdni^ -4- dnr  dnp  =  o, 
A'*  sn  u  sn  p  —  A:'*  sn  r  sn s 
(il)  {       -4- dnw  dnpcnrens 

—  en  M  en  p  dn  r  dn  s  =  o, 
sn  1/  snt^  dnr  dn.v 
(111)  \       — dn  w  dnc  snr  sn5 

-\-  en  /*  en  A'  —  en  u  en  r  =  o. 
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Ces  rclalions,  déduites  par  M.  Smilli  dans  les  Proceedings  of 
London  Ma  thematical  Society  y  l.  X,  p.  91 ,  sont  synoptiques  par 
rapport  aux  deux  couples  de  quantités  w,  r,  r,  s  et  aux  deux  argu- 
ments des  mêmes  couples.  Posons 

r-\-  s  =  a, 
la  relation  (I)  devient 

—  A*  snx  sïï{x  H-  a)  en r en 5 

—  A:*  cna?  c\\{x  -\-  a)  sn  r  su  s 

—  ànx  àn{x  -h  a)-+-dnrdn5=  o; 

mais  les  formules  du  savant  géomètre,  M.  Hermile,  sont 

Isn^r  sn(ar  -1-  o)  =  U, 
ena?  cn{x  -\-  a)  =  ena  —  dnalJ, 
dnardn(a7-i-a)  =  dna  —  A:*  cnaU, 
en  supposant 


U  =  7:^-[t-  [Z(^)  —  Z(:r  H-  a)  -H  Z(a)], 


/:*  sn  a 


appliquées  dans  la  relation  (2),  elles  donnent 

—  Ar'U  enren* 

—  A:*(cna  —  dnaU)snrsn* 

—  (dna  —  k^  cnoU)-+-  dnrdns  =  o, 
ou 

A"*  U( —  enren*  -f-  snrsn*  dna  H-  cna) 

—  (A*  snrsnsena  H-  dna  —  dnrdn*)  =  o. 

Il  faut  alors  démontrer  les  formules 

(  — cnrcn5 -h  sn  rsn^dna -t- enr  =  0, 
(  A' snr  Pn5cna-+- dna  —  dnrdn5  =  o. 

11  suffit  d'introduire  les  conditions  (i)  dans  les  formules  (3),  en 

remarquant  Tégalilé 

a=  —  {u-+-v)\ 

on  obtient  les  formules  (4)*  q"i  démontrent  la  relation  (I). 
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Considérons  maintenant  la  relation  (H),  il  vient  par  un  calcul 
semblable  la  relation 

—  (A-'^li  — A'^snrsn* 
-4-(tlna  — ^*  cnaU)cnr  cn^ 

—  (en a  —  dna  U)  (liw  (In*  =  <>? 
ou 

U  (  —  k'^  —  A**  en  a  en  r  en  5  -r-  dn  a  dn  r  dn  s  ) 

—  {k'^snrsns  —  dna  cnr  en  *  -+-  cna  dnr  dn.v)  =  o. 

On  connaît  déjà  les  formules 

—  k'^ —  A'  en«  cnren5  -H  dna  dnrdns  =  o, 
k'^  snr  sn*  —  dna  enren *  -i-  cna  dnrdn*  =  o; 

ce  sont  les  équations  dont  M.  Hermitc  s'est  servi  pour  obtenir  la 
relation  de  M.  Ca^'ley  {loc.  cit,)y  et  qui  déterminent  aussi  la  rela- 
tion (II). 

La  relation  (III)  donne 

—  U  dnrdn5  —  (dna  —  A-'  enaU)  snrsn* 

-f- en r  en 5  —  (en a  —  dnaU)  =  o 
ou  bien 

U(—  dn  r  dn5  -}-  A*  ena  snr  sn5  -h  dna) 

—  (  dn  a  sn  r  sn  *  —  en  /•  en  ^  -h  en  a  )  =  o. 

Les  parenthèses  comprennent  les  formules  (4)  qui  démontrent 
notre  question. 
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GUNTHER  (S.)-  —  Lehrbucm  der  Geophysik  und  physikalischen  Géo- 
graphie. Stuttgart,  i885.  Zweiter  Band.  In-8",  xii-671  pages,  118  fi- 
gures(«). 

Le  Traité  de  Géophysique  n'est  pas,  à  la  vérité,  une  étude 
historique  dans  le  sens  des  Mémoires  antérieurs,  dont  une  analyse 
très  détaillée  a  été  donnée  au  Bulletin  (1878  et  1879).  C'est  réel- 
lement un  Ouvrage  didactique,  ayant  pour  but  de  tracer  rapide- 
ment au  lecteur  le  Tableau  des  progrès  accomplis  dans  la  connais- 
sance des  divers  objets  dont  Têtu  de  se  rattache  à  la  Physique  du 
globe. 

Au  premier  examen  de  TOuxTage,.  le  lecteur  sera  certainement 
frappé  de  l'extraordinaire  profusion  des  données  bibliographiques 
(pi'il  renferme.  Plusieurs  milliers  de  citations  appuient  l'autorité 
scientifique  des  assertions  de  l'auteur  et  permettent  de  recourir 
aux  sources  originales  et  de  reprendre,  s'il  est  nécessaire,  l'étude 
des  questions  qui  paraîtraient  exiger  de  nouvelles  recherches. 

Nous  désirerions  cependant,  à  propos  de  ce  Livre,  comme  aussi 
d^autres  Recueils  mathématiques,  que  les  titres  des  Ouvrages  cités 
Tassent  autant  que  possible  accompagnés  de  la  date  de  publication. 
Le  numéro  du  Volume  d'une  collection  telle  que  les  Comptes 
rendus  de  F  Académie,  les  Annales  et  Journaux  de  Physique  et  de 
Chimie,  les  Mémoires  des  divers  Instituts,  est  une  donnée  notoi- 
rement insuffisante  au  point  de  vue  chronologique.  L'indication  du 
numéro  de  la  série  n'ajoute  pas  plus  de  clarté,  car  elle  peut  se 
rapporter  à  des  séries  de  cinquante,  vingt,  douze  ou  dix  Volumes 
^t  quelquefois  moins  encore.  Au  contraire,  la  seule  mention  de 
l'année  donne  immédiatement  au  lecteur  une  idée  nette  de  l'évo- 
lution accomplie  dans  la  Science,  et  elle  lui  permet  de  retrouver 
aisément  l'Ouvrage  dans  la  collection  la  plus  étendue. 

Nous  croyons  devoir  insister  sur  la  nécessité  et  l'utilité  de  cette 
observation,  dont  tout  chercheur  quelque  peu  familiarisé  avec  les 


(')  Voir  Bulletin,  VIII,,  p.  345-355;  1884. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  X.  (Avril  1886.)  (> 
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travaux  dVriidition  saisira  la  portée  pratique.  En  matière  scienti- 
fique ou  littéraire,  mais  surtout  peut-être  en  Mathématiques,  la 
bibliographie  est  la  moitié  de  la  Science. 

Après  cette  digression,  qui  nous  a  semblé  molivée,  revenons  au 
sujet  que  nous  avons  en  vue. 

Le  second  Volume  de  la  Géophysique,  dont  nous  allons  nous 
occuper  aujourd'hui,  est  d'un  développement  notablement  supé- 
rieur à  celui  du  premier.  Il  renferme  six  grandes  subdivisions 
générales,  consacrées  au  magnétisme  terrestre,  à  Tétude  de  Tal- 
mosphère,  à  la  physique  de  l'Océan,  à  l'action  muluelle  des  terres 
et  des  mers,  à  l'influence  des  eaux  et  à  la  biologie. 

Le  Magnétisme  et  rÉleclricité  dans  leurs  manifestations  à  la 
surface  du  globe  ont  fixé  l'attention  des  physiciens  depuis  un 
siècle  à  peine.  Aujourd'hui,  l'ingénieuse  hypothèse  du  courant 
terrestre  donne  une  explication  naturelle  aux  phénomènes  magné- 
tiques; d'autre  part,  le  magnétisme  a  été  défini  par  trois  compo- 
santes, la  déclinaison,  l'inclinaison  et  l'inlensilé,  qui  ont  été 
évaluées  au  moyen  d'instruments  et  ont  permis  de  suivre  avec 
précision,  sur  notre  planète,  le  tracé  des  lignes  caractéristiques  du 
magnétisme  terrestre,  les  isogones,  les  isoclines  et  les  isodyna- 
miques. Il  est  vrai  que  les  quantités  ainsi  mesurées  éprouvent  des 
variations  que  l'on  a  cherché  à  rattacher  à  une  périodicité  analogue 
observée  dans  la  fréquence  des  taches  du  Soleil.  L'emploi  d'instru- 
ments enregistreurs  dans  l'étude  du  magnétisme  fournira,  dans  la 
suite,  les  éléments  nécessaires  à  une  appréciation  définitive. 

Toutes  ces  questions,  nettement  exposées  dans  les  premiers 
Chapitres,  servent  d'introduction  à  la  théorie  du  magnétisme  ter- 
restre, étudiée  dans  le  Chapitre  IV,  d'après  les  idées  de  Gauss. 

Le  Chapitre  V,  qui  termine  cette  quatrième  Partie  de  l'Ouvrage, 
est  consacré  à  un  intéressant  exposé  de  nos  connaissances  relatives 
à  la  lumière  des  aurores  polaires,  mais  plus  particulièrement  de 
Taurorc  boréale. 

La  cinquième  Partie,  intitulée  Etude  de  r  atmosphère  y  con- 
tient d'abord  une  esquisse  historique  des  progrès  de  la  Météoro- 
logie, depuis  les  vagues  notions  des  écrivains  de  l'antiquité 
jusqu'à  l'époque  moderne  de  la  subdivision  en  Météorologie  pro- 
prement dite  ou  Science  du  temps  et  Climatologie  ou  élude  des 
climats. 
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La  composilion  de  ralmosphère  amène  à  traiter  de  la  proportion 
d'acide  carbonique,  d'ozone,  de  divers  gaz,  de  corps  étrangers  et 
de  vapeur  d'eau  qu'elle  renferme.  Cette  dernière  éprouve  des  va- 
riations continuelles,  par  suite  de  sa  production  et  de  sa  précipi- 
tation alternatives.  Les  phénomènes  de  la  rosée,  du  givre,  des 
nuages,  de  la  pluie  et  de  la  neige  et  même  la  chute  de  blocs  de 
glace  offrent  le  sujet  d'intéressantes  remarques.  Les  ascensions 
aérostatiques  ont  fourni  aussi  de  précieuses  indications  sur  la 
composition  de  l'atmosphère,  ainsi  que  sur  sa  forme,  dont  la  con- 
naissance a  été  d'ailleurs  complétée  par  les  résultats  de  méthodes 
fondées  sur  l'Optique,  la  Thermodynamique  et  l'Astronomie. 

Le  Chapitre  suivant  traite  des  méthodes  d'observation  et  de 
réduction  employées  en  Météorologie.  Nous  ne  pouvons  en  donner 
ici  qu'un  aperçu  rapide. 

L'auteur  examine  les  principaux  types  d'instruments  adoptés 
par  les  météorologistes  pour  l'observation  et  la  mesure  des  princi- 
pales données  atmosphériques  :  direction,  vitesse  et  force  du 
vent,  évaporation,  pression  ou  poids  de  l'atmosphère,  tension  de 
la  vapeur  d'eau  et  humidité  relative,  pluie,  ozone,  température, 
cléments  que  l'on  a  réussi  à  observer  et  à  enregistrer,  soit  séparé- 
ment, soit  en  totalité,  au  moyen  de  météorographes,  à  la  liste 
desquels  nous  croyons  devoir  ajouter  le  baromètre-balance  de 
M.  Crova  et  la  belle  collection  d'instruments  enregistreurs  ima- 
ginés et  construits  par  M.  Redier. 

Quant  à  l'établissement  des  heures  d'observations,  l'entente  ne 
paraît  pas  encore  définitive  entre  tous  les  pays.  Elle  s'imposera, 
vraisemblablement,  par  l'extension  donnée  aux  observations  inter- 
nationales simultanées. 

Pour  terminer  ce  Chapitre,  l'auteur  examine  les  méthodes  par 
lesquelles  on  évalue  les  hauteurs  des  localités  d'après  les  données 
barométriques  ou  thermométriques,  l'emploi  des  tableaux  gra- 
phiques en  Météorologie,  enfin  la  théorie  de  la  méthode  des 
moindres  carrés  et  l'usage  de  la  formule  de  réduction  inventée  par 
Bessel. 

L'Optique  tient  une  place  considérable  dans  l'étude  de  la  Mé- 
téorologie. C'est  déjà  à  un  effet  de  perspective  aérienne,  expliqué 
encore  insuffisamment,  qu'il  faut  attribuer  la  dépression  apparente 
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de  la  voùlc  céleste  et  Tagrandissement  apparent  de  la  Lune  et  du 
Soleil  à  riiorizon.  Ensuite,  les  rayons  de  lumière,  passant  du  vide 
planétaire  dans  notre  atmosphère,  subissent  des  réfractions  dont 
il  faut  tenir  compte  pour  Texactitude  des  observations  astrono- 
miques et  géodésiques.  A  ce  titre,  il  eût  été  intéressant  de  signaler 
Bouguer,  Ivory  etBessel,  qui  sont,  avec  Laplace,  les  fondateurs  de 
la  théorie  actuellement  suivie  dans  Tétude  de  ces  phénomènes. 

Les  proportions  variables  de  vapeur  d^eau  ou  de  poussières 
d^une  très  grande  ténuité  que  peut  renfermer  Tatmosphère  don- 
nent naissance  à  d^autres  modifications  de  la  lumière,  telles  que  la 
scintillation  des  étoiles,  la  coloration  et  la  transparence  de  la 
masse  d^air,  la  formation  des  rayons  crépusculaires,  la  polarisation, 
les  raies  telluriques  du  spectre  solaire,  Tillumination  crépusculaire 
habituelle  ou  anomale.  L'état  thermométrique  provoque  aussi  des 
réfractions  spéciales  au  voisinage  immédiat  du  sol,  comme  le  mi- 
rage; enfin,  la  présence  des  gouttes  de  pluie  ou  des  cristaux  de 
neige  détermine  les  phénomènes,  maintenant  bien  connus,  de 
Tarc-en-ciel,  des  halos,  des  cercles  et  couronnes  solaires,  etc. 

Au  Chapitre  IV,  l'auteur  étudie  Télectricité  atmosphérique.  Les 
notions  qui  s'y  rapportent  ont  gagné  quelque  précision  à  la  suite 
du  perfectionnement  des  électromètres.  On  a  ainsi  reconnu  la 
périodicité  diurne  et  annuelle  de  l'intensité  électrique,  mais  l'ori- 
gine même  de  l'électricité  de  l'atmosphère  est  une  question  non 
encore  absolument  élucidée. 

Le  reste  du  Chapitre  est  consacré  à  l'exposé  du  système  d'obser- 
vations des  orages  institué  dans  divers  pays,  du  principe  et  de  la 
construction  des  paratonnerres,  pour  lesquels  l'Académie  des 
Sciences  a  souvent  donné  son  avis. 

Le  Chapitre  V  traite  de  la  Météorologie  cosmique,  c'est-à-dire 
desinllucnces  attribuées  à  la  Lune  et  au  Soleil  dans  la  production 
ou  la  fréquence  des  variations  atmosphériques.  L'auteur  de  l'Ou- 
vrage a  publié,  sur  ce  sujet,  deux  importants  Mémoires  parus 
en  1876  et  en  1882,  et  auxquels  nous  devons  renvoyer  le  lecteur. 

M.  Giinlher  a  donné,  avec  raison,  plus  d'importance  au  Chapitre 
suivant,  réservé  à  la  Météorologie  dynamique  et  à  l'étude  des 
grands  mouvements  de  l'atmosphère,  science  nouvelle,  pressentie 
par  notre  illustre  compatriote   f^avoisier,  mais  pratiquement  due 
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Ibx  patientes  étiides  des  météornlopisles  anginis  el  américains,  et 
niissammcat  dt-vcloppée  aujourd'hui  en  Europe  cl  chez  toutes 
ps  nations  civilisées. 

Le  point  de  départ  de  ces  notions  repose  sur  la  discussion  des 

Bbservalions  barométriques,  dont  la  comparnîson  est  devenue  si 

cile  par  l'emploi  des  instruments  enregistreurs.  Naguère,  l'ob- 

'aleur  isole,  privi5  de  communications  rapides  avec  ses  voisins, 

ivait  faire  que  des  conjectures  très  incertaines  sur  les  vacia- 

;  qu'il  remarquait  dans  la  pression  haromi'trique  et  dans  la 

Rireclion  et  l'intensité  du  vent.  Maintenant,  grâce  aux  règles  for- 

■ulécs  par  l'iddington.  Espy,  Reid,  Redlield,  Dovc,  Buys-Ballot, 

tites  les  circonstances  jouent  un  râle  important  et  bien  défini. 

s  tempêtes  cessent  d'effrayer  le  navigateur  et  la  connaissance  de 

UiT  mouvement  vient  lui  servir  de  sauvegarde.  Par  malheur,  la 

iolcDce  et  la  rapidité  d'irruption  de  la  bourrasque  déjouent  quel- 

lefois  Imites  les  précautions  et  tous   les  efTorts,   et  l'humanité 

:  encore  un  formidable  tribut  aux  tempêtes  qui  viennent,  à 

i  reprises,  désoler  les  populations  maritimes. 
*s  éludes  de  Météorologie  dynamique  ont  montré  que  l'atmo- 
lère  éprouve  une  sorte  de  déplacement  général,  caractéristique 
e  la  saison  d'hiver  et  de  la  saison  d'été;  les  lignes  isobares  ou 
aie  pression  n'occupent  pas  les  mêmes  places,  pour  les  re- 
reodre  envirou  six  mois  après.  Elle  est  soumise  aussi  à  de  grands 
parants  pénodii{ucs,  bien  connus  sous  les  tropiques,  et  dont  lu 
^raalion  et  la  direction  suivent  les  fluctuations  des  saisons  aslro- 
lomiques.  Mais  la  théorie  de  certains  autres  phénomènes  atmo- 
bbériqae»,  tels  que  le  siroco  en  Afrique  et  le  fœhn  en  Europe, 
f  trombes,  les  tornades,  les  typhons  et  la  gréle,  n'est  pas  encore 
btiérement  fixée  et  exerce  depuis  longtemps  la  curiosité  des 
létéorologistes. 

[  .\près  la  Météorologie  dynamique  se  présente  la  Météorologie 
IBtîque  ou  Climatologie  générale,  qui  a  pour  objet  d'observer  et 
t  réunir  toutes  les  données  qui  peuvent  servira  caractériser  l'état 
toyen  de  l'atmosphère  en  chaque  point  du  globe.  Les  facteurs  à 
tervenir  dans  cette  étude  sont,  en  première  ligne,  la  tempéra- 
,  l'humidité  et  la  nébulosité;  mnis  il  faut  y  joindre  l'anémo- 
gie,   la   pression,  la  pluie,  ainsi  que   l'élcrtricilé  atmosphérique 
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et  d'autres  parlicularilés  plus  ou  moins  locales,  les  productions 

végélales,  la  proximilé  des  forêts. 

Les  climals  diffèrenl  entre  eux  au  point  de  vue  de  la  quantité 
de  chaleur  solaire  qui  les  définit  et  des  circonstances  topographi- 
ques ou  de  la  situation  géographique,  dont  rinfluence  contrarie 
ou  modifie  parfois  notablement  les  premières  caractéristiques. 
Ceci  explique  pourquoi  l'on  a  été  amené  à  établir  une  classifica- 
tion en  climats  continentaux,  maritimes  et  des  grandes  altitudes. 
Une  part  importante  doit  être  faite  aussi  à  l'influence  de  l'absorp- 
tion atmosphérique  de  la  chaleur  solaire. 

Tout  en  restant  dans  des  vues  d'ensemble,  les  météorologistes 
ont  eu  l'idée  de  réunir  les  données  climalologiqucs  recueillies  et 
de  les  traduire  en  tableaux  graphiques  se  rapportant  à  )a  totalité 
du  globe  terrestre.  La  première  notion  ainsi  acquise  a  été  celle 
des  isothermes  et  des  pûlcs  de  froid.  Elle  est  indiquée  dans  le 
Chapitre  VII.  Le  suivant  est  plus  spécialement  consacré  à  l'analyse 
des  Mémoires  de  Wojeikof  sur  la  distribution  géographique  des 
pluies,  et  de  Supan,  sur  la  fréquence  du  vent  dominant  dans 
vingt-trois  grandes  régions  du  globe. 

Le  Chapitre  IX  étudie  l'importante  question  des  changements 
des  climats.  L'époque  glaciaire,  caractérisée  par  le  développement 
extraordinaire  des  glaciers,  a  joué  dans  cet  ordre  d'idées  un  râle 
fondamental.  Nous  avons  vu,  à  propos  de  Mémoires  antérieurs 
déjà  cités  ('),  les  livpothèses  invoquées  pour  l'explication  de  cette 
transformation  (Adhémar,  Croll,  Schmick,  Pilar,  etc.).  Ces 
théories  se  trouvent  ici  reproduites  avec  de  nouveaux  développe- 
ments, auxquels  cependant  il  conviendrait  d'ajouter  un  intéres- 
sant Mémoire  de  M.  Carbonnelle,  publié  en  1877  dans  le  tome  1 
des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  et  intitulé 
Calcul  de  la  chaleur  diurne  envoyée  par  le  Soleil  en  un  point 
quelconque  de  ta  surface  terrestre.  Ce  travail,  comme  l'a  fait 
remarquer  M.  P.  Mansion,  a  des  applications  importantes  à  la 
géographie;  il  explique  la  rapidité  et  la  vigueur  de  la  végétation 
dans  les  régions  polaires,  plaide  en  faveur  d'une  mer  libre  aa 


te.  Voir  Bulletin,  a. 
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pùle  et  peut  même  servir  à  appuyer  la  théorie  géologique  de  Croll. 

Que  les  climats  aient  changé  dans  le  cours  des  siècles,  le  fait 
est  nettement  établi  par  la  succession  des  faunes  et  des  flores 
géologiques,  dont  l'évolution  a  e\igé  des  conditions  atmosphé- 
riques et  climatologiques  très  diflerentes.  Mais,  quant  à  fixer  le 
nombre  des  siècles  et  surtout  Tétendue  et  la  nature  des  modifica- 
tions ainsi  éprouvées  dans  le  changement  des  climats,  il  est  diffi- 
cile d'en  acquérir  une  notion  précise.  En  particulier,  s'il  ne  s'agit 
qne  de  la  période  comprenant  les  temps  historiques,  on  a  contesté 
av^c  quelque  raison  le  fait  d'une  modification  appréciable  dans 
les  climats  des  contrées  européennes,  pour  ne  parler  que  des 
mieux  étudiés;  mais  il  ne  faut  pas  vouloir  refuser  à  l'homme  une 
influence,  malheureuse  il  est  vrai,  dans  les  changements  de  climats. 
La  dévastation  des  forêts,  entre  autres,  a  été  une  des  causes  prin- 
cipales auxquelles  on  doit  attribuer  la  destruction  des  climats 
dans  certaines  localités,  tandis  que  l'œuvre  de  reconstitution  est 
lente  et  pénible  et  ses  effets  ne  se  font  sentir  que  d'une  façon 
assez  incomplète. 

Li  Météorologie  pratique  ou  appliquée,  étudiée  au  Chapitre  X, 
comprend  la  prévision  du  temps,  les  avertissements  agricoles,  les 
avertissements  maritimes  organisés  en  vue  de  la  navigation,  les 
noli)ns  recueillies  sur  les  routes  à  la  mer,  les  instructions  nau- 
tiques, enfin  les  applications  de  la  Météorologie  à  la  pratique  mé- 
dical*, pathologie,  hygiène  et  balnéothérapie. 

La  prévision  du  temps  à  longue  échéance  et  pour  différents 
pays  <st  un  problème  au-dessus  des  forces  humaines;  les  gens  qui 
se  flalent  de  l'avoir  résolu  n'ont  en  réalité  qu'un  but  de  spécula- 
tion ommerciale,  basée  sur  le  fonds  d'inépuisable  crédulité  du 
public.  En  dehors  de  ce  charlatanisme,  la  prévision  à  courte 
échéaice,  vingt-quatre  à  quarante-huit  heures  au  plus,  rend  jour- 
nellenent  de  précieux  services  à  l'agriculture  et  à  la  navigation, 
parce  ]u'elle  est  déduite  de  la  connaissance  de  l'état  atmosphérique 
sur  d*  grandes  régions  et  de  la  discussion  rationnelle  de  lois  géné- 
rales •bservées  dans  le  mouvement  des  tempêtes. 

La  sixième  Partie  de  l'Ouvrage  est  consacrée  à  la  description 
[le  rCbéan  et  à  sa  physique  spéciale.  Cette  branche  importante  de 
la  Phy.ique  du  <;loi)e  a  éti*  largement  développée  par  Alexandre 
de  Flunboldt  et  Maurv. 
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L'auteur  indique  les  principes  de  cette  étude,  la  répartition 
générale  des  eaux  océaniques,  les  notions  relatives  au  volume,  au 
niveau,  à  la  coloration,  à  la  transparence,  à  la  végétation  et  à  la 
phosphorescence  des  mers. 

Au  Chapitre  suivant,  il  étudie  les  particularités  et  la  structure 
du  littoral,  la  profondeur  considérée  comme  élément  géographique, 
les  méthodes  et  instruments  employés  pour  évaluer  cette  profon- 
deur, avec  un  aperçu  des  résultats  obtenus  dans  les  principales 
mers,  les  rapports  qui  existent  entre  cette  profondeur  et  l'altitude 
des  divers  continents,  la  proportion  des  quantités  totales  de  terrîs 
solides  et  des  eaux  qui  les  recouvrent,  enGn  les  conditions  biob- 
giques  du  fond  des  mers. 

Le  Chapitre  iil  traite  de  la  température  et  de  la  compositbn 
chimique  des  eaux  des  mers,  ainsi  que  des  moyens  de  mesure  et 
d'analyse,  et  des  hypothèses  imaginées  pour  expliquer  les  résultats 
observés. 

'Une  carte  d'ensemble,  fort  intéressante,  fait  voir  les  divcBes 
régions  caractérisées  par  une  densité  déterminée. 

Au  Chapitre  IV,  l'auteur  expose  les  résultats  auxquels  ont  contuit 
l'étude  et  l'observation  du  mouvement  des  vagues,  problème  étidié 
par  les  plus  grands  analystes.  Ce  mouvement  oscillatoire  s'observe 
sur  des  étendues  beaucoup  moindres,  telles  que  la  surface  des  acs 
de  la  Suisse,  où  ils  ont  été  signalés  dès  1740  par  Jallabert  sir  le 
Léman,  sous  le  nom  de  seiches  ou  crues  d^eau  subites  et  pcssa- 
gères,  qui  se  forment  en  été  aux  deux  bouts  du  lac  de  Getève. 
Ce  phénomène  a  été  étudié  en  détail  et  d'une  façon  complet?  par 
M.  Forel. 

Pour  revenir  aux  oscillations  plus  fréquentes  et  mieux  caBCté- 
risées  de  la  surface  des  mers,  il  y  a  lieu  d'étudier  celles  quepro- 
voque  l'intensité  variable  du  vent.  Les  recherches  et  observ^ions 
faites  à  ce  sujet  ont  montré  que  le  cube  de  la  hauteur  des  vigues 
soulevées  était  sensiblement  proportionnel  au  carré  de  la  vtesse 
du  vent. 

En  opposition  à  ce  mode  naturel  de  production  des  vagiBs,  il 
est  juste  de  signaler  l'action  singulière  que  produit  mêm<  une 
petite  quantité  d'huile  projetée  à  la  surface  de  l'eau.  Cetfc  in- 
fluence que  les  corps  gras  exercent  sur  les  petites  rides  de  V  sur- 
lace   de  l'eau  a  été  remarquée  depuis   très   longtemps. 
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Virlel  d'Aoïisl,  le  fall  a  été  signalé  par  Aristole,  Pline  et 
hilarqiic.  On  peut  joindre  à  ces  témoignages  celui  Je  Tacite, 
is  sa  description  du  lacAsphallite  {Hisl.,  V,  (i).  Les  physiciens 
dernes  ont  aussi  confirmé  ces  rema^'qiies  :  Franklin,  Forel, 
der  Mcnsbrugghc,  etc.  L'expérience  classique,  attribuée  à 
klès,  de  la  rotation  du  camplire  sur  de  l'eau  pure  est  une  des 
*  coDcluanles.  Le  seul  contact  d'une  baguette  de  verre  passée 
ins  les  doigts,  ce  qui  laisse  sur  elle  une  quantité  à  peine  appré- 
e  de  corps  gras,  suHit  pour  arrêter  le  IVémissemenL  déterminé 
;  mouvement  gyraloire  du  camphre.  La  persistance  du  sillage 
lan  bateau  à  vapeur  sur  une  nier  calme  est  aussi  un  fait  à  l'appui 
9  niâmes  observations  :  la  présence  de  corps  gras  entraînés  par 
1  chaude  rejetée  par  le  condenseur  de  la  machine  sulTit  pour 
^mer  à  la  surface  de  l'eau  un  enduit  visqueux,  dont  rextrômo 
icuité  ne  paraît  point  modifier  sensiblement  l'énergie  et  l'efl'ct 
t  l'attraction  capillaire. 

^  Parmi  Its  mouvements  de  la  mer,  on  peut  étudier  aussi  les 
Igues  de  tempête  ou  lames  de  fond,  puis  les  oscillations  pério- 
Iques  plus  connues  sous  les  noms  de  marée,  flot  el  jusant,  flux  et 
(lux,  auxquelles  se  rattache  la  notion  de  l'établissement  du  port. 
Le  développement  historique  de  la  théorie  de  ces  phénomènes 
offre  un  grand  intérêt;  on  en  trouve  le  principe  très  nettement 
iiqué  dans  les  écrits  des  premiers  géographes  et  naturalistes, 
lis  Newton  et  Laplace  ont  porté  cette  théorie  au  dernier  degré 
rfeclioo. 

mme  particularité  à  noter,  les  marées  déterminent  parfois  de 
Isnds  mouvements  qui,  suivant  les  localités  et  les  circonstances 
^ographiques,  reçoivent  le  nomderflst/e  wiaréeou  Afi  mascaret, 
le  voisinage  de  l'embouchure  des  lleuves  tels  que  la  Seine. 
:  Chapitre  V  traite  des  grands  courants  qui  déplacent  une 
table  fraction  de  la  masse  des  eaux,  tes  transportant  d'un  moti- 
mcnl  continu  de  translation,  différent  en  cela  de  la  simple  oscil- 
1  qui  s'observe  dans  l'effet  des  vagues  ordinaires  et  des  marées, 
s  premières  constatations  précises  de  ces  courants  doivent  être 
ribuées,  suivant  Peschel  Ruge,  aux  navigateurs  portugais  qui, 
siècle,  reconnurent  le  célèbre  courant  du  Goli'e  ou  GiUf- 
^ream,  mais,  à  celte  époque,  le  courant  de  la  cAle  de  JVlozam- 
ail  été  déjà  observé  par  Vasco  de  Gaina,  celui  du  Gti/f- 
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Stream  à  la  pointe  de  la  Floride  par  Antonio  d'Alamine,  en  i5i3, 
et  celui  de  la  côte  de  Labrador  vraisemblablement  dès  i497?  P^'* 
Sébastien  Cabot.  En  i665,  Athanase  Koiclier,  le  même  qui,  en 
1 58o,  avait  figuré  sur  une  mappemonde  les  premières  lignes  d'égale 
déclinaison  magnétique,  qu*il  appelait  tractas  chalyboeliticus, 
avait  aussi  dressé  une  carte  d'ensemble  des  courants  maritimes 
connus  de  son  temps. 

Aujourd'hui,  grâce  aux  travaux  de  Maury,  tous  les  courants  ont 
été  complètement  étudiés,  et,  loin  d'être  un  obstacle  aux  naviga- 
teurs, ils  sont  devenus  de  véritables  routes  maritimes. 

Le  mode  d'investigation  de  ces  courants  le  plus  habituellement 
employé  est  fondé  sur  l'observation  du  degré  aréométrique  et  de  la 
température  des  eaux.  C'est  ainsi  que  l'on  a  établi  l'existence 
d'un  grand  courant  chaud  ou  équatorial  et  d'un  grand  courant 
froid  ou  polaire,  dans  les  deux  régions  Nord  et  Sud  de  l'océan 
Atlantique.  Le  courant  équatorial  de  la  région  Nord  offre  un  intérêt 
tout  particulier  :  c'est  celui  du  Gulf-Stream  qui,  se  relevant  sur 
les  côtes  occidentales  de  l'Europe,  adoucit  le  climat  des  contrées 
septentrionales  de  l'ancien  continent.  L'étude  de  ses  températures 
a  occupé  beaucoup  de  physiciens  et  de  géologues;  de  nombreuses 
observations,  recueillies  en  i85i  par  Ch.  Sainte-Claire  Deville,  ont 
servi  de  base  à  l'établissement  d'une  carte  des  températures  du 
golfe  du  Mexique  jusqu'aux  Antilles. 

Nous  ne  pouvons  que  signaler  ici  les  courants  pareillement 
observés  dans  Tocéan  Pacifique,  dans  l'océan  Indien,  et  dans  les 
deux  océans  polaires,  Arctique  et  Antarctique.  Le  lecteur  en 
trouvera  la  description  détaillée  dans  l'Ouvrage,  ainsi  que  l'indi- 
cation, sur  un  planisphère  à  échelle  réduite,  où  toutefois  l'on  a 
oublié  de  noter  la  direction  des  principaux  courants,  omission 
qu'il  sera  aisé  de  réparer  dans  une  nouvelle  édition. 

La  théorie  des  courants  maritimes  est  aujourd'hui  à  peu  près 
complètement  étudiée,  et  il  est  juste  d'attribuer  les  premiers  essais 
à  un  savant  artiste,  qui  a  marqué  l'empreinte  de  son  génie  dans 
d'autres  sciences,  Léonard  de  Vinci  (*). 

Le  développement  considérable  des  glaciers  et  des  glaces  flot- 


(•)  Studien,  etc.  Voir  Bulletin^  octobre  1878,  II.,  p.  \23-!\2(^, 
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tantes  dans  les  réglons  polaires,  et  leur  întluence  dans  la  Géologie, 
la  classiGcation  des  divers  types  de  banquises  ou  AHcebergs,  la 
discussion  relative  à  l'existence  d'une  iraraense  nappe  de  glace  sur 
toute  l'étendue  des  régions  voisines  du  pôle,  à  partir  du  quatre- 
vingt-deuxième  degré,  d'après  l'exploration  du  capitaine  Nares 
en  187.5  et  en  i87();  la  répartition  géographique  des  glaciers  po- 
laires et  l'hypothèse  d'une  mer  libre  au  pôle  nord  offrent  le  sujet 
des  principaux  paragraphes  du  Chapitre  VI. 

La  septième  Partie  traite  des  rapports  mutuels  dynamiques  entre 
les  mers  et  les  continents  et  des  changements  provoqués  par  cette 
réciprocité  d'action. 

Le  rivage  des  mers  éprouve  des  modifications  de  tracé  ou  de 
niveau  dont  on  a  pu  reconnaître  l'indice,  d'une  façon  qui  ne  laisse 
aucun  doute  sur  la  réalité  du  phénomène,  ni  sur  la  continuité  de 
l'action  observée.  Ces  mouvements  marquent,  pour  ainsi  dire,  une 
étape  géologique  contemporaine.  Certains  d'entre  eux  ont  trouvé 
une  explication  assez  plausible  dans  le  voisinage  de  volcans  en 
activité.  Cet  exemple  se  présente  pour  le  temple  de  Pouzzolles; 
mais  la  généralité  doit  être  attribuée  à  la  structure  même  du  globe 
terrestre,  fort  irrégulière  et  dissymétrique. 

La  conformation  du  rivage  des  mers  est  intimement  liée  au  tra- 
vail d'apport  des  vagues.  Ce  travail  dépend  de  la  constance  ou  de 
la  variation  lente  du  niveau  des  mers  ou,  plus  exactement,  des 
mouvements  lents  auxquels  le  sol  est  soumis.  11  aboutit  ordinaire- 
ment à  la  constitution  de  terrasses,  ou  de  boulevards  étages,  ou  de 
fjords,  dont  la  formation  a  été  expliquée  par  plusieurs  théories. 

La  mer  modifie  et  façonne  le  rivage  par  le  déplacement  qu'elle 
imprime  aux  sables  qu'elle  apporte  et  que  le  vent  soulève  à  son 
tour.  Enfin,  l'influence  combinée  des  mers  et  des  fleuves  détermine 
la  formation  de  deltas,  de  lagunes,  de  cordons  littoraux. 

Le  Chapitre  III  traite  des  caractères  et  de  la  classification  des 
îles,  et  des  intéressantes  remarques  auxquelles  a  donné  lieu  la  for- 
mation contemporaine  des  récifs  de  corail. 

La  huitième  Partie  traite  de  la  terre  ferme  et  de  l'eau  douce  qui 
existe  à  sa  surface. 

Après  avoir  examiné  les  rapports  qui  existent  entre  la  Géogonic 
et  la  Cosmogonie,  l'auteur  expose  le  résumé  des  spéculations  géo- 
goniqucs  jusqu'à  l'époque  de  G.  Wcrner,  Lamarck  et  Ilutton,  qui 
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présentèrent  Teau  comme  un  important  facteur  dans  la  formation 
et  la  disposition  des  terrains.  Dans  notre  siècle,  ces  théories  ont 
rencontré  quelques  objections,  d'où  est  résulté  un  conflit  entre  les 
partisans  des  grands  bouleversements  géologiques  et  ceux,  des 
transformations  lentes  et  continues.  Les  géologues  sont  restés 
longtemps  divisés  sur  la  part  à  attribuer  à  Faction  du  feu  central 
ou  à  celle  des  eaux.  L'examen  micrographique  des  roches  et  des 
minéraux  a  contribué,  toutefois,  à  élucider  les  théories  présentées 
pour  la  constitution  de  ces  substances  et  la  transformation  des 
restes  organisés  en  fossiles. 

L'étude  rétrospective  de  toutes  ces  lointaines  évolutions  a  été 
grandement  facilitée  par  le  classement  méthodique  auquel  on  a 
réussi  à  les  soumettre.  Les  terrains  primitifs,  paléozoïques,  méso- 
zoïques  et  cœnozoïqucs  se  subdivisent  eux-mêmes  en  plusieurs 
étages,  caractérisés  par  des  fossiles  de  mieux  en  mieux  déterminés. 
Le  relief  et  le  sol  de  la  terre  ferme  ont  donné  matière  également  à 
d'intéressantes  observations.  De  Humboldt  a  posé  les  principes  de 
l'étude  raisonnée  des  systèmes  de  montagnes,  et  Sonklar  von  Inns- 
tâdten  a  publié  une  orographie  générale  qui  fixe,  d'une  manière 
très  satisfaisante,  l'état  actuel  de  la  science  géologique  dans  cette 
nouvelle  nomenclature. 

A  côté  des  grands  soulèvements  si  bien  étudiés  par  les  géologues, 
il  faudrait  noter  aussi  les  dépressions  locales,  reconnues  par  cer- 
tains explorateurs.  L'idée  d'y  amener  les  eaux  de  la  mer  a  ser\â  de 
prétexte  à  des  projets  plus  ou  moins  fantastiques.  C'est  ainsi  que 
nous  avons  vu  faire,  pendant  plusieurs  années,  une  agitation  aussi 
considérable  qu'irréfléchie,  autour  du  projet  présenté  par  le  com- 
mandant Roudaire  pour  amener  les  eaux  de  la  Méditerranée  dans 
les  chotts  du  sud  de  la  Tunisie.  Nous  ne  rappellerons  pas  les  objec- 
tions adressées  à  une  entreprise  dont  l'exécution  était  fort  problé- 
matique, et  dont  la  base  était  une  légende  assez  vague  et  incertaine  ; 
mais  il  est  une  objection  plus  sérieuse  à  signaler  ici,  c'est  que 
l'identification  du  lac  Triton  des  géographes  de  l'antiquité  a  pu 
enfin  être  établie  avec  certitude.  Ces  dépressions  ont  réellement 
existé  en  Tunisie,  au  sud-est  de  Kairouan,  mais  nullement  à 
l'endroit  où  le  commandant  Roudaire  les  a  supposées  pour  les 
besoins  de  la  cause.  La  Méditerranée  a  pu  communiquer  autrefois 
avec  le  lac  Triton,  tandis  qu'elle  n'a  jamais  pénétré  dans  le  choit 
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,  (jue  par 
[al  iravprsauUc  rlioll  Djcrîd,  dualle  uivcau  est  plus  élevé.  Le 
rojel  de  percement  de  ce  terrain  est  inutile  et  eslravagaul;  luitio- 
mQcatioQ  cjuc  le  climat  de  la  région  en  éprouverait  à  peu  près  nulle, 
1  les  avantages  politii]ues,  commerciaux  et  financiers  que  l'un 
roudrait  en  tirer,  illusoires  ('). 

1  Chapitre  Ht,  l'auleur  expose  les  nouons  relatives  à  la  prc- 
mce  de  la  neige  et  de  la  glace  sur  les  hautes  montagnes,  ainsi  que 
s  faits  gén{Taas.  se  rapportant  aux  caractères  phvsi(jues  et  géolo- 
s  des  glaciers,  au  phénomène  des  avalanches,  au  mouvement 
les  glaciers,  aux  moraines,  à  l'influence  des  glaciers  sur  la  forme 
u  soi,  etc. 

Le  Chapitre  IV  renferme  l'exposé  des  données  relatives  k  la 
tirtnalion,  à  la  profondeur  et  à  la  nature  de  t'eau  des  lacs,  ainsi 
^sternes  de  classlficatiou  suivis  par  divers  géologues.  La 
riplion  de  ces  eaux  dormantes  appelle,  naturellement,  celle 
s  et  des  tourbières. 
I>'autenr  expose  ensuite  la  théorie  des  dilTérentes  espèces  de 
purces,  telles  que  tes  sources  ordinaires,  les  sources  minérales, 
8  fontaines  lotcrmitteates,  les  sources  artésiennes  ou  jaillissantes, 
s  geysers  et  les  sources  à  siphonncmenl  d'eau  salée,  dont  le  fonc- 
bonemenl  est  semblable  à  celui  de  l'injecteur  Giflard.  Un  des 
Mus  curieux  exemples  existe  dans  l'île  de  Céphalonie. 

Après  les  sources,  les  eaux  courantes,  avec  les  particularités 
ibservëcs  dans  leur  régime,  leur  vitesse,  ainsi  que  dans  leur  action 
rosîve. 

s  généralités  sur  la  morphologie  de  la  surface  terrestre  sont 
feposées  dans  le  Chapitre  V.  L'auleur  étudie  la  question  de  l'inva- 
h'tlilé  des  mers  et  des  continents,  le  mécanisme  intérieur  de  la 
e  qui  se  refroidit  et  le  plissement  qui  en  résulte  ;  la  connexion 
Iturelle  des  chaînes  de  montagnes  d'après  le  récent  Ouvrage  de 
iUess,  l'érosion  et  l'efÛoresceoce,  l'origine  des  vallées,  des  atler- 
iBsemcnts  cl  des  dépressions,  des  steppes  et  des  déserts,  enfin  les 
irmatioas  d'origine  animale. 


(')  Voir,  pour  [iliin  iln  1 
iVtbM  Hoigno  (.877),  . 
I.  L.  FÎBUler,  ii"  nfimic, 
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L'Annexe  formant  la  neuvième  et  dernière  Partie  renferme 
quelques  pages  que  l'auteur  a  jugé  devoir  consacrer  à  la  distribu- 
tion géographique  des  races  humaines,  des  races  animales  et  des 
espèces  végétales.  Ces  sujets  d'étude  n'ont  peut-être  pas,  pour 
tous  les  savants,  les  mêmes  liaisons  avec  la  Physique  du  globe; 
cependant,  on  comprend  qu'il  existe  une  certaine  corrélation  entre 
les  caractères  du  sol  et  du  climat  et  les  productions  animales  ou 
végétales  qui  en  tirent  leur  subsistance.  A  ce  titre,  un  rapide  aperçu 
de  ces  notions  peut  très  bien  entrer  dans  le  plan  de  la  Géophysique. 

Ici  se  termine  le  résumé,  que  nous  avons  rendu  aussi  fidèle 
que  possible,  de  l'Ouvrage  de  M.  le  D*^  S.  Giinther.  Des  travaux 
publiés  par  ce  géomètre,  celui-ci  est  le  plus  important  et  le  plus 
considérable  jusqu'à  présent. 

Déjà  nos  lecteurs  ont  pu  apprécier  l'érudition  du  savant  Pro- 
fesseur dans  les  études  de  Géophysique;  on  peut  dire  que  cet 
Ouvrage  est  le  plus  complet  qui  ait  été  publié  sur  un  pareil  sujet 
d'études,  digne  d'un  géomètre  profondément  versé  dans  la  biblio- 
graphie mathématique. 

Quelques-unes  des  figures  qui  accompagnent  le  texte  devront, 
noussemble-t-il,  être  modifiées  dans  une  prochaine  édition.  Ainsi, 
la  trajectoire  des  rayons  dans  les  Jig.  32  et  34  présente  une  cour- 
bure trop  marquée;  la  /ig,  8i,  représentant  les  divers  types  de 
glaces  polaires,  manque  de  netteté.  Dans  le  Tome  I,  il  y  aurait  à 
améliorer  la  Jig.  ao  et  quelques  autres  détails.  Les  figures  sont 
quelquefois  reproduites  d'après  un  Ouvrage  original,  suivant  une 
disposition  archaïque  à  laquelle  on  n'est  plus  habitué,  et  qui 
gagnerait  souvent  à  être  transformée  d'après  un  type  plus  moderne. 

Ces  petites  imperfections  de  détail  méritent,  d'ailleurs,  à  peine 
de  fixer  l'attention;  elles  ne  doivent  pas  amoindrir  les  réelles 
qualités  qui  distinguent  la  Géophysique  de  M.  Gùnther. 

11  nous  sera  permis  de  fonder  l'espoir  que  cet  Ouvrage  de  longue 
étude,  par  la  richesse  et  l'étendue  de  ses  subdivisions,  donnera 
un  guide  utile  aux  professeurs  dans  leur  enseignement,  aux  élèves 
dans  leurs  travaux,  et  préparera  sans  doute  la  vocation  à  plus 
d'un  d'entre  eux,  qui  pourra  dire  alors,  comme  jadis  Alexandre  de 
Humboldt  :  Je  conçus  l'idce  d\ine  Physique  du  Monde, 

11.  B. 
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r.ii.-Eu.  UL'ELI.K.  —  L'ISTKoiurcTios  mrmoxigiË  de  Cléomoe,  la  division 

PL     Ca^DX     ll'BtICI.IDE     LE     r.ËOHÈTHE,     CHINONS     tr.VRKOMQL'ES    DE    FlORCNCE. 

Traduction  fmnvuise  avf!c  commenlaire  perpétuel.  Paria,  DidoL,  1884  (Extrait 
dit  la  Collection  îles  Auteurs  grecs  rclatirs  â  la  Musique). 
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Le  traducteur  fait  pri5ci;der  son  travail  d'un  averlissemcnl  biblio- 
grapliiqiie  très  complet  que  rendait  indispensuble,  d'ailleurs,  le 
peu  de  sûreté  de  l'iiltribution.  Sun  point  de  départ  nous  semble 
des  mieux  établis:  les  deux  Traités  ne  sauraient  avoir  le  m^me 
auteur;  ils  professent,  en  elTct,  des  principes  diamétralemcnl  op- 
posvs  l'un  à  l'autre.  Or  il  ne  peut  y  avoir  de  doute  sur  le  Canon  : 
les  manuscrits  sont  unanimes  pour  l'attribuer  h  I-'uclide  ;  les  au- 
teurs anciens,  Proclus,  Marinus  et  l'auteur  du  commentaire  sur  les 
ilarmonif/ues  Je  Ptolémée  l'allirment  également;  en Gn  il  y  a  une 
concordance  parfaite  entre  les  critiques  modernes.  Seul  Gregory 
pense  que  les  propositions  du  canon  ne  pouvaient  appartenir  qu'it 
une  époque  postérieure  :  à  quoi  M.  Ruelle  répond  que  le  Timée 
de  Platon  implique  la  présence  des  propositions  relatives  à  la  di- 
vision du  canon  dans  les  écrits  des  Pythagoriciens. 

La  question  de  l'attribution  du  Canon  peut  donc  être  regardée 

comme  résolue;  mais  quel  sera  alors  l'auleur  de  V Introduction? 

M.  Huclle  cite  en  tout  vingt-deux  manuscrits  de  ce  Traité;  quinze 

portent  le  nom  d'EucliJe,    U-ois  Tattribuenl   à   Poppus,   cinq    à 

Cléonidc,  un  à  Zoaime,  un,  celui  de  Lejdc,  à   un  anonyme.   Les 

critiques  modernes  ne  s'accordent  pas  mieux.  L'opinion  qui  semble 

mériter  la  préférence,   d'après   M.   Ruelle,  est  celle   émise  par 

5L  Charles  de  Jan.  Ce  savant  a  trouvé,  dans  un  manuscrit  d'.\ris- 

loxène  conservé  à  Leyde,  des  notes  marginales  citantun  Traité  de 

Cléunide.  Ces  renvois,  qui  contiennent  !a  ligne  et  la  colonne  du 

inaouscrit  visé,  semblent  concorder,  dans  la  teneur  et  l'ordre  des 

matières,  avec  V Introduction.  De  là  cette  conclusion,  que  le  tniité 

■■«sttoutcequi  nousrestcd'un  Ouvrage  perdu  deCléonide,  conclusion 

I. adoptée  par  M.  Ruelle.  A  ces  indications,  l'auteur  a  ajouté  la  liste 

I  des  éditions  des  deux  Traités.  Ils  ont  été  traduits  par  P.  Forcadel, 

I  et,  plus  tard,  par  Pierre  Ilérigone.  Les  notes  de  M.  Ruelle  sont 

■  copieuses:  celles  de  Vltilroduclion  surtout  présentent  un  grand 

■  intérêt,  puisqu'elles  nous  renvoient  aux  notions  currespondante.<4 
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d'Arîstoxène,  pouvant  ainsi,  d'après  Tldée  émise  par  M.  de  Jan, 
servir  à  la  reconstitution  de  ses  ouvrages  sur  Tharmonique.  Dans 
une  «  note  additionnelle  »,  M.  Ruelle,  d'après  M.  Stamm,  donne  la 
traduction  de  trois  canons  harmoniques  de  la  bibliothèque  de 
Florence.  H. 


9^* 


SALMON(G.)-  —  Lessons  introdvctory  to  the  modern  higher  Algebra. 
Fourth  édition  in-8%  xv-36o  p.  Dubliii,  Hodges  and  C%  i885. 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler  cette  nouvelle  édition  de 
Texcellent  Traité  d'Algèbre  supérieure  qui  a  rendu  tant  de  ser- 
vices aux  étudiants  et  aux  géomètres.  L'auteur,  aidé  par  son  ami 
M.  Catheart,  nous  présente  un  Ouvrage  qui  a  été  mis  au  courant 
des  derniers  progrès  de  la  Science.  Il  ne  nous  reste  qu'à  exprimer 
un  vœu  :  c'est  de  voir  bientôt  paraître  une  nouvelle  traduction  fran- 
çaise de  ces  Leçons  d'Algèbre  moderne.  On  sait  que  la  première 
traduction,  enrichie  de  Notes  par  M.  Hermite,  est  depuis  longtemps 
épuisée. 
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hNST  MACll.  —  Die  Meciianik  in  innsn  EvrwicN elung  Historiscii-Kri- 
Ins'ni  DAiHiESTELLT,  Leî}i»i;,  Rruckliiius  (Ititertmlioiuile  \Vissen§ciian,lic1ie 
■.Bibliulhck,  L1\  Dutiil). 


L'Oir 


nt   hislorifjiie 


Tiportanl  que  M,  F-,  Rlacli  consacre  an  dévelop] 


nuqi 


!  de  la  Mecani 


ique  < 


tarties  :  i"  développement  des  principes  de  la  Statique;  a"  dé- 
Kloppenient  des  principes  de  la  Dynamique;  3"  application  plus 
éveloppement  dcdiicliT  de  la  Mécaniotic; 

*  développement  formel  de  la  Mécanique  ;  â"  applications  de  la 
■écaoiquc  ù  d'autres  sciences.  L'auteur  s'est  proposé  de  fiii 


riLi(]ue  de  lu  Mécanique  et  il  a  pensé  a 


'il  l'huit  indis 


krisalilc  de  suivre  pas  à  pas  le  développement  historique  de  cette 
ÇJencc. 

I  IjCs  premiers  travaux  concernent  le  levier  :  ils  sont  d'Arcliimède, 
emme  chacun  sait.  L'auteur  étudie  longuement  la  loi  d'équilibie 
n  levier  quelconque,  et  il  s'efforce  de  montrer  que  la  pré- 
indue  démonstration  de  celte  loi,  aussi  bien  sous  sa  l'orme  primi- 
ftc  qnc  sous  la  forme  de  Galilée  et  de  Lagrauj^e,  n'en  est  pas  une 
t  fond  :  il  est  impossible  de  déduire  mathéniatiquemeni  l'égalité 
s  moments  viatiques  de  la  simple  considération  de  Téquilibre  de 
tasses  égales  à  distances  égales. 

f  La  loi  de  l'équilibre  sur  un   plan  incliné  au  contraire  semble 

kgrfaitement  légitime  ;  la  démonstration  qu'en  a  donnée  Sicvin  est 

I  m^ïme  temps  des  plus  simples  :  elle  consiste  à  placer  sur  un 

tangle  une  chaîne  sans  (in  et  à  supprimer  ensuite  la  partie  pen- 

■nte  :  l'équilibre  n'est  pas  changé. 

Stevin  a  appliqué  le  principe  de  la  composition  des  forces:  ce 

pont  Newton  et  Varignon  (celui-ci  indépendamment  de  Newton) 

qui  l'ont  énoncé  clairement  les  premiers.  Daniel  Bernoulli  a  cru 

pouvoir  en  donner  une  démonstration  géomélrlque  :  d'après  l'au- 

c'est  une  vérité  d'observation,  lout  comme  les  principes  du 

nier  et  du  plan  incliné.  Tant  qu'une  observation  est  nouvelle,  on 

rapprocher  d'observations  plus  anciennes,  partant  mieux 

tsises;  mais,  une  fois  la  vérification  venue  pour  la  dernière,  tous 

ttull.  lia  SciriKta  mathêm.,  3>  si^rîc,  i.  \.  (Mui  1K8I,)  - 
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les  points  de  départ  sont  équivalents  :  on  peut  donc  édifier  la  Sta — 
tique  sur  des  principes  divers.  Stevin  partait  du  plan  incliné,  Va — 
rignon  de  la  composition  des  forces  :  on  peut  également  s'appuyer^ 
sur  \e principe  des  vitesses  virtuelles  entrevu  par  Stevin,  appliqué- 
dans  des  cas  spéciaux  par  Galilée  et  Torricelli  et  énoncé  par  Jeam 
Bernoulli  sous   sa  forme  générale.   Lagrange  a  pris  ce   principe 
pour  base  de  sa  Mécanique  analytique  en  y  ramenant  la  solution 
de  tous  les  problèmes  qui  concernent  l'équilibre  :  l'auteur  trouve 
plus  d'un  point  faible  dans  la  démonstration  de  Lagrange  :  nous  ne 
pouvons  que  renvoyer  au  Livre  pour  le  détail. 

Après  un  exposé  rapide  de  la  statique  des  fluides,  l'auteur  étudie 
la  Dynamique.  L'origine  de  cette  science  est  dans  les  travaux  de 
Galilée  dont  les  découvertes  (chute  des  corps,  mouvement  sur  le 
plan  incliné,  pendule)  sont  exposées  fidèlement.  Le  grand  Florentin 
a  été  inspiré  dans  toute  son  activité  scientifique  par  le  principe 
métaphysique  de  la  continuité  qui  n'a  pas  moins  servi  à  Newton. 
Si  Galilée  a  posé  le  principe  de  l'inertie  de  la  matière,  c'est  qu'il 
se  représentait  la  force  (sans  l'avoir  exprimé  nulle  part)  comme 
une  entité  causant  des  accélérations.  Huygens  continua  vigoureu- 
sement l'œuvre  de  Galilée  par  sa  résolution  du  problème  du  centre 
d'oscillation,  pour  laquelle  il  se  scvw'xi  An  principe  des  forces  vives. 

L'auteur  traduit  en  notations  modernes  les  belles  démonstra- 
tions de  Huygens. 

Newton  introduit  dans  la  Science  le  concept  de  masse;  mais 
il  n'a  pas  été  heureux  en  définissant  la  masse  la  quantité  de  ma- 
tière déterminée  par  le  volume  et  la  densité,  puisque  nous  ne  pou- 
vons définir  la  densité  que  par  la  masse.  L'auteur  observe  avec 
raison  qu'il  est  impossible  de  définir  la  masse  autrement  que  par 
le  mouvement  :  deux  masses  égales  sont  telles  qu'agissant  l'une 
sur  l'autre  elles  se  communiquent  des  vitesses  égales  et  contraires. 
Tout  en  s'inclinant  profondément  devant  le  génie  de  Newton. 
M.  Mach  fait  encore  observer  que  la  considération  par  Newton 
des  notions  de  temps  et  d'espace  absolu  est  extra-scientifique. 
Personne  ne  saurait  rien  affirmer  sur  ces  pures  abstractions,  tous 
nos  principes  mécaniques  n'étant  que  des  expériences  sur  des  po- 
sitions et  des  mouvements  relatifs.  Pour  donner  une  idée  du  mou- 
vement absolu,  Newton  fit  l'expérience  suivante  :  il  suspendit  un 
vase  d'eau  par  un  fil  très  long,  tordit  fortement  le  fil  et  imprima 
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au  vase  une  rotation  qui  nécessairement  devient  de  plus  en  plus 
lente  :  les  parois  du  vase  communiquent  peu  à  peu  leur  mouve- 
ment au  liquide  qui  finit  par  s'éloigner  de  Taxe  et  monter  autour 
des  parois.  Au  début,  dit  Newton,  quand  le  mouvement  relatif  de 
l^eau  dans  le  vase  est  très  grand,  il  ne  s'éloigne  pas  de  Taxe  :  quand 
son  mouvement  relatif  diminue,  il  monte  aux  parois  et  son  mou- 
venient  ascensionnel  est  le  plus  grand  quand  le  mouvement  relatif 
de  l'eau  dans  le  vase  est  nul.  11  n'y  a  pas   dans  ce  mouvement 
ascensionnel,  répond  M.  Mach,  de  mouvement  absolu;  cela  prouve 
simplement  que  la  rotation  relative  de  l'eau  contre  les  parois  ne 
développe  pas  de  forces  centrifuges  considérables,  tandis  qu'elles 
sont  développées  contre  la  masse  de  la  Terre  :  personne  ne  saurait 
dire  ce  qui   adviendrait   si  les  parois  du  vase  avaient   quelques 
lieues  d'épaisseur. 

Les  principes  de  Newton  (principes  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la 
réaction,  de  la  conservation  du  centre  de  gravité,  etc.)  suffisent, 
d'après  l'auteur,  pour  résoudre  tous  les  problèmes'de  la  Mécanique  : 
on  peut  cependant  recourir  avantageusement  dans  certains  cas  aux 
principes  de  la  conservation  de  la  quantité  de  mouvement  de  Des- 
cartes, de  la  conservation  des  aires  d'Euler,  de  d'Arcy,  de  Ber- 
noulli,  au  principe  de  d'Alembert,  au  principe  des  forces  vives, 
au  principe  delà  moindre  action,  au  principe  du  moindre  eflbrt  de 
Gauss  :  tous  ces  points  de  vue  sont  clairement  exposés. 

Dans  un  Chapitre  intitulé  :  Points  de  vue  théologiques,  ani- 
mistiques  et  mystiques  dans  la  Mécanique^  l'auteur  marque  par 
des  exemples  spécieux  combien  ces  conceptions  ont  eu  d'influence 
sur  le  développement  de  la  Science.  Un  autre  point  qu'il  n'a  pas 
moins  lumineusement  mis  en  lumière  est  la  fonction  économique 
de  la  Science  :  toute  généralisation  nous  épargne  un  eflbrt  de  mé- 
moire ou  d'expérience  dans  un  grand  nombre  de  cas  spéciaux  : 
plus  une  science  est  développée,  moins  nous  avons  à  faire  d'essais 
particuliers  :  ce  que  l'on  a  appelé  les  lois  de  la  nature  sont  de 
simples  règles  générales  commodes,  sans  aucune  existence  néces- 
saire. H. 
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NAZIMOW  (P. -S.).  —  Application  de  l.\  théorie  des  fonctions  elliptiques 
A  LA  théorie  des  NOMBRES.  Extrait  des  Mémoires  scientiGques  de  TUniver- 
sité  impériale  de  Moscou.  Section  physico-mathématique,  fascicule  Y,  io-S'', 
4^4  p.;  i885. 

La  Faculté  physico-malhéinatique  de  Moscou  avait,  sur  ma 
j)roposilion,  mis  au  concours,  pour  le  prix  du  professeur  Brasch- 
mann,  le  sujet  suivant  :  Application  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  à  la  théorie  des  nombres.  Conformément  au  Rapport 
que  j^ai  présenté  à  la  Faculté,  le  prix  a  été  décerné  à  mon  ancien 
élève,  M.  Nazimow. 

Son  Ouvrage  contient  une  exposition  complète  et  originale  des 
travaux  qui  se  rapportent  à  ce  sujet.  Il  peut  être  considéré  comme 
une  encyclopédie,  où  manque  seulement  la  mention  de  quelques 
Mémoires  dus  à  des  savants  anglais  et  italiens.  Dans  sa  revue  his- 
torique, l'auteur  marque  les  époques  principales  du  développe- 
ment de  cette  partie  de  la  Science. 

C'est  à  Euler  qu'appartient  l'initiative  de  l'emploi  des  séries 
pour  démontrer  les  propriétés  des  fonctions  discontinues.  C'est 
Euler  qui  a  le  premier  résolu  le  problème  du  développement  du 
produit  infini  n(i  —  a:"),  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 
et  qui,  le  premier,  a  déduit  de  ce  développement  l'importante 
proposition  relative  à  la  somme  des  diviseurs  d'un  nombre,  faisant 
ainsi  d'un  seul  coup  deux  découvertes  capitales.  Ces  découvertes 
avaient  cela  de  remarquable,  qu'Euler  avait  déjà  étudié  le  produit 
n(i  —  jc"),  bien  avant  que  ce  produit  s'introduisît  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

C'est  à  Jacobi  que  revient  l'honneur  d'avoir  continué  les  décou- 
vertes d'Euler  dans  cette  direction.  Après  avoir  exposé  dans  les 
Fundanienta  nova  la  théorie  du  développement  des  fonctions 
elliptiques  en  séries  et  en  produits  infinis,  Jacobi  indique  quelques 
applications  de  ces  séries  à  la  résolution  de  différentes  questions 
d'Arithmétique.  Dans  un  autre  travail  (*),  il  obtient  la  décompo- 
sition d'un  nombre  de  la  forme  8/i  -j-  4  en  une  somme  de  quatre 
carrés  impairs  et  le  nombre  des  décompositions  différentes  d'un 

(*)  Journal  de  Crefle,  l.  III,  à*  Cahier. 
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temlirc  quelconque  en  quatre  carrés.  Vnïci  comment  Jacofei.s'.ex- 

trïme,  A  propos  de  cette  découverte  :  h  En  examinant  avec  âU^Î^ 

l'algorithme   d'analyse  qui  conduit  à  ces   résultats  renwM-- 

Ki^ables,  on  parviendra  à  trouver  des  iii^tliodes  nouvelles  pour  h.-- 

blbénricdrs  nombres  ».  Ce  qui  intéressait  liurtout  Jacohi,  c'étaient'- 

>  démonstrations  arithmi^tîques  des  résultats  relatifs  à  ta  parti- 

Ido  des  nombres  [On  parlitione  numeroriim).  Ainsi,  dans  son 

\èa\o\te  :  De  compositione  nitmciorum  e  qiintuor  qiintlratis  {*), 

i  donne  une  preuve  arithmétique  du   ihéorirme  des  quatre 

irrés.  Plus  lard  (  *)  il  arrive,  par  une  voie  très  longue,  au  nombre 

S  décompositions  d'un  entier  de  la  forme  a4of  -f-  3  en  trois  carrés 

t  la  forme  (6m  ±  i)^. 

I  (!^ltc  méibode  d'application  immédiate  des  fonctions  elliptiques 
1  théorie  des  nombres  est  appelée,  par  M.  Na/.imow,  première 
téthoiie  de  Jncoùi.  11  me  parait  préférable  de  l'appeler  méthoete 
s  constantes  elliptiques,  car  elle  conduit  Jacobi  ii  des  lois  nu- 
lériqucs  par  la  seule  considération  des  constantes  elliptiques. 
e  celle  méthode,  Jacobi  en  employait  une  autre,  qui  s'en  rap- 
■oche  un  peu,  et  qu'il  a  exposée  dans  te  t.  XXXV'll  du  Journal 
r  Cretie  (').  Apri^s  avoir  reconnu  qu'un 
Z  ^"■)  s'exprime  de  dilTérenles  manii?re 
ICDX  produits  elliptiques.  Jacobi  tire  de  ces  diverses  formules  une 
latîon  entre  certaines  séries  doubles. 

msces  séries  figure  lu  quantité  */ ^  e  ^  à  des  puissances  dont 
)  exposents  sont  des  formes  quiidratiquL-s.  I«i  comparaison  des 
«{Hcients  des  mêmes  puissances  de  q  donne  plusieurs  théorèmes 
Lrilhinétiquc.  M.  Nazimow  appelle  cette  méthode  seconde  tnc- 
iode  de  Jacobi. 

Presque  en  même  temps  que  Jacobi,  Lejcunc-Diricblel  appli- 

jouait  l'analyse  à  la  théorie  des  nombres.  Ses  recberclies  se  r.ttta- 

►cnl  directement  ans  travaux  de  Giiuss.  Elles  ont  un  caractère  un 

I  différcnl  de  celles  de  Jacobi.  Dirîchlel  ne  recourt  pas  dlrcc- 

ml  aux  fonctions  elliptiques,  quoique  plusieurs  de  sea  résidlat.s 


me   produit  infini 
s  par  des  quotients  de 


(■)  Journat  de  Cretie.  i,  \i[. 
^XM  tbiJ..  I.  \\l. 

)  L'ebtr  uneiitiliclie  Ileilten  iteri^n   E'j:poin:i 
n  quaHratÎKhen  Forme"  eiUluUtfn  tinit. 


•.•••• 


•  •• 


•/••. 


•  • 
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dcfibiicfs  dépendent  des  fonctions  elliptiques  ou  des  fonctions  de- 
J^tsÀbi. 

'•.  )En  iSSg  et  i8{o,  Dirichlet  publia,  dans  le  Journal  de  ÎJrelle{*)y. 
•'..des   articles  qui,  plus  tard,  ont  fait  partie  de  ses  Leçons  sur  lat 
/.,    iliéorie  des  nombres.  Il  parvient,  par  des  artiGces  de  calcul,  à  dé- 
••/V  terminer  le  nombre  des  formes  quadratiques  binaires  d'une  espèce 
'!'•      connue,  qui  ont  un  déterminant  donné.  Pour  le  cas  des  détermi- 
nants négatifs,  le  problème  avait  été  résolu  par  Gauss,  dans  son 
Mémoire  De  nexu  inter  muUUudinem  classiiim,  in  qiias  formœ 
binariœ  secundi  gradus  distribuuntur,  earumque  déterminan- 
te m. 

Dirichlet  simplifia  les  formules  de  Gauss  et  traita  la  question 
dans  le  cas  d'un  déterminant  positif. 

L'égalité  qui  conduit  aux  formules  définitives  de  Dirichlet  peut 
être  exprimée  à  l'aide  des  fonctions  de  Jacobi.  Ainsi  les  recherches 
de  Dirichlet  équivalent  à  l'emploi  des  fonctions  elliptiques.  Ce- 
pendant la  solution  du  problème,  dans  le  cas  général,  présente 
quelques  difficultés,  car  on  est  conduit  à  des  équations  modulaires 
dont  la  forme  générale  n'est  pas  connue. 

Dans  le  t.  XXIV  du  Journal  de  C relie,  Dirichlet  étend  ses 
recherches  aux  cas  des  formes  quadratiques  binaires  à  coefficients 
et  à  variables  imaginaires. 

Dirichlet  ne  termina  pas  ses  recherches  sur  ce  sujet,  mais  d'ores 
et  déjà  il  fut  conduit  à  clTecluer  la  sommation  à  l'aide  des  fonc- 
tions elliptiques,  de  sorte  que  le  nombre  des  classes  de  formes 
(juadrali<|ues  à  coefficients  imaginaires  ne  peut  être  obtenu  sans 
le  secours  des  fonctions  eUiptiques. 

Pendant  que  ces  travaux  paraissaient,  Gauss,  Dirichlet  et 
Kisenstein  s'occupaient  aussi  de  questions  relatives  aux  fonctions 
dont  dépend  la  division  de  la  lemniscate.  Gauss  et  Dirichlet  furent 
(*onduits  à  ces  problèmes  en  cherchant  à  étendre  aux  congruences 
de  degré  supérieur  les  résultats  trouvés  par  Legendre  pour  les 
résidus  quadratiques.  A  cet  effet,  Gauss  introduisit  dans  la  Science 
h;s  entiers  complexes.  Ces  nombres  lui  ont  permis  de  créer  la 
théorie  des  résidus  biquadratiques.  Aux  travaux  de  Gauss  se  rat- 


('  )  lU'cherches  sur  fes  diverses  applications  de  l'Analyse  infinitésimale  à  la 
thrnrif  des  nombres,  t.  \I\  cl  l.  Wt. 
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tâchent  aussi,  outre  les  travaux  de  Dirichlet,  les  recherches  cl*Ei- 
senstein. 

La  théorie  des  fonctions  lemniscatiques  fournit  à  Eisenstein 
une  première  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité,  qui  parut 
dans  le  t.  XXVII 1  du  Journal  de  C relie,  puis  une  seconde 
(l.  XXIX)  et  une  troisième  (t.  XXX).  De  plus,  Eisenstein  appli- 
qua ces  fonctions  à  la  théorie  des  résidus  du  huitième  degré. 
Toutes  les  questions  qu'il  traite  sont  étroitement  liées  à  la  théorie 
de  la  multiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques,  qu^avaient 
fondée  Abel  et  Jacobi. 

C'est  surtout  à  ces  problèmes  d'Arithmétique,  qui  dépendent  de 
la  multiplication  complexe,  que  M.  Kronecker  s'attacha  en  1857. 
Il  publia  sur  ce  sujet,  dans  les  Monatsberichte  de  Berlin,  une 
Note  qui  a  été  traduite  dans  le  Journal  de  Liouville  (*).  Après 
avoir  énoncé  sans  démonstration  quelques  théorèmes  sur  les  équa- 
tions qui  déterminent  les  modules  pour  lesquels  a  lieu  la  multi- 
plication complexe,  M.  Kronecker  indique  la  liaison  de  son  sujet 
avec  la  théorie  des  formes  quadratiques.  A  la  fin  de  sa  Note,  il 
donne  trois  théorèmes  d'Arithmétique  dans  lesquels  entre  la  fonc- 
tion F(/i),  qui  exprime  le  nombre  de  classes  des  formes  à  déter- 
minant négatif.  Il  applique  ces  théorèmes  à  la  résolution  du  pro- 
blème de   Dirichlet,   pour  tirer  la    valeur   du   nombre  v  de  la 


congruence 


1 .2.3.4  ...  =  ( —  i)^         (mod.  n) 

4» 


pour  un  nombre  n  de  la  forme  4!^^  H-  3. 

Trois  ans  plus  tard,  M.  Kronecker  donne,  dans  le  t.  LVII  du 
Journalde  Crelle,  huit  théorèmes  d'Arithmétique,  qu'il  déduit  de 
la  théorie  de  la  multiplication  complexe.  Ses  formules,  qui  s'ob- 
tiennent à  l'aide  des  équations  modulaires,  n'exigent  pas  la  con- 
naissance de  leurs  coefficients  et  elles  donnent  le  nombre  des  dé- 
compositions d'un  entier  en  une  somme  de  trois  carrés. 

Ce  dernier  problème  a  une  histoire  aussi  longue  que  celui  des 
quatre  carrés.  Il  fut  déjà  mentionné  par  Fermât,  à  propos  de  son 
théorème  sur  la  décomposition  des  nombres  en  une  somme  de  trois 
nombres  triangulaires.  Legcndrc  signala  le  rapport  qu'il  y  a  entre 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  2*  série,  t.  111,  i858. 
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la  rësolulion  (le  IVqualion  j;2-f-j  ^ -h  ;;^  =  A*  et  la  recherche  du 
nombre  des  classes  de  formes  à  déterminant  —  A*.  Gauss  résolut 
ce  problème,  et  M.  Kronecker  simplifia  définitivement  la  solution 
de  Gauss. 

Les  formules  de  M.  Kronecker  se  trouvent  démontrées  par 
M.  Hermile  dans  les  t.  VU  et  IX  du  Journal  de  Liouvillc 
(1862).  Dans  son  second  Mémoire,  M.  Ilermite  donne  une  série 
de  formules  intéressantes,  qui  ne  sont  pas  entrées  dans  les  cours 
sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  M.  Hermite  démontre  les 
formules  de  M.  Kronecker  sur  les  séries  par  des  considérations 
différentes.  En  1862,  M.  Kronecker  (*)  établit  ses  formules  en  les 
déduisant  toutes  d'une  seule  et  même  relation.  Puis,  en  i863,  il 
appliqua  les  fonctions  elliptiques  à  la  détermination  d'une  valeur 

approchée  de  l'expression  T-f-  U^,  où  T  et  U  sont  les  racines 
de  l'équation  de  Pell  T^  —  DU-^  =  i . 

Un  autre  savant  éminent,  Liouville,  a  fait  aussi  beaucoup  pour 
la  question  d'application  des  fonctions  elliptiques  à  la  théorie  des 
nombres.  11  résulte  de  sa  correspondance  avec  M.  Hermite,  que 
Liouville  pouvait  déduire  toutes  les  formules  de  M.  Kronecker  de 
ses  propres  formules  générales  où  figurent  des  fonctions  arbi- 
traires, et  qu'il  avait  obtenues,  c'est  lui-même  qui  le  déclare,  en 
suivant  la  méthode  de  Lejcune-Dirichlet.  Lejeune-Dirichlet  expose 
cette  méthode  dans  sa  lettre  à  Liouville,  écrite  en  i85ti,  dans  la- 
quelle il  démontre  son  théorème  sur  le  nombre  de  décompositions 
d'un  entier  ^m  (m  impair)  en  une  somme  de  quatre  carrés  im- 
pairs. En  se  servant  des  indications  de  Liouville,  M.  Baskakolf 
démontra,  dans  le  Recueil  mathématique,  la  plupart  de  ses  for- 
mules et  soumit  à  une  analyse  systématique  les  procédés  de  dé- 
monstration des  formules  arithmétiques.  M.  Nazimow,  dans  les 
Notices  scientifiques  de  l^ Université  de  Moscou,  et  moi-même 
dans  le  Recueil  mathématique,  nous  avons  prouvé  que  les  for- 
mules de  Liouville  peuvent  aussi  être  obtenues  à  l'aide  des  fonc- 
tions elliptiques. 

J'ai  montré  que  les  fonctions  elliptiques  permettent  de  trouver 
une  multitude  de  formules  analogues  et  que  toute  loi  générale  où 


(')  Monatsbcrictite  dcr  Akadeniie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  iH6i. 
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entre  une  constante  arbitraire  peut  être  transformée  en  une  loi 
numérique  générale  dépendant  d'une  fonction  arbitraire.  Mais  la 
généralité  des  énoncés  n'est  pas  accrue  par  la  substitution  d'une 
fonction  arbitraire  à  une  constante  arbitraire. 

La  méthode  de  démonstration  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques 
est  plus  simple  que  par  les  procédés  arithmétiques  et  donne  des 
conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  arbitraires 
qui  entrent  dans  ces  formules. 

La  forme  générale  que  Liouville  donna  à  ces  questions  consti- 
tue un  progrès  immense  pour  la  théorie  des  fonctions  numériques. 
Les  dernières  recherches,  relativement  à  ce  sujet,  sont  exposées 
dans  les  articles  de  M.  Gierster(*).  Profitant  des  recherches  de 
M.  Klein  sur  la  théorie  des  équations  modulaires,  M.  Gierster 
donne  de  nouvelles  formules  analogues  aux  formules  de  M.  Kro- 
necker,  mais  qu'il  démontre  sans  faire  usage  de  celles-ci  ni  des 
propriétés  des  équations  modulaires  ordinaires. 

L'Ouvrage  de  M.  Nazimow  est  divisé  en  sept  Chapitres. 

Dans  le  premier  Chapitre  l'auteur  expose  la  première  méthode 
de  Jacobi  et  indique  son  application  à  l'étude  des  formes  quadra- 
tiques. Dans  ce  Chapitre,  M.  Nazimow  se  propose  d'étudier  la 
question  générale  de  l'application  des  fonctions  elliptiques  à  la 
détermination  du  nombre  des  solutions  d'une  équation  du  second 
degré^de  la  forme  ax^  -4-  bxy  -}-  cy-  =  n.  Il  ramène  le  problème  à  la 
considération  d'une  somme  finie  de  fonctions  de  Jacobi  et  montre 
que  cette  somme  peut  être  facilement  exprimée  en  fonction  du 
module  A",  lorsque  a  el  ac  —  b'^  sont  des  puissances  de  2.  Puis,  il 
applique  ses  méthodes  à  la  détermination  du  nombre  de  solutions 
des  équations 

et  de  l'équation  nx'^  -{-  mv-  =  p^  où  n  et  m  sont  impairs  et/? 
quelconque 

Dans  l'étude  des  différentes  questions  relatives  aux  équations  à 
quatre  et  à  six  inconnues,  l'auteur  distingue  deux  classes  d'équa- 
tions : 


(')  Mathematische  Annalen^  B.  XVII,  \1X,  XXIÏ. 
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1°  Equations  donl  le  nombre  de  solutions  peut  être  déterminé  à 
Taide  des  formules  de  Landen; 

2®  Équations  pour  lesquelles  il  n'en  est  pas  ainsi. 

Parmi  les  premières,  Fauteur  considère  Téquation  de  la  forme 

et,  en  général,  les  différents  cas  des  équations  de  la  forme 

Reprenant  un  à  un  les  théorèmes  énoncés  sans  démonstration 
par  Liouville  dans  son  Journal,  l'auteur  applique  à  certains  exem- 
ples tous  les  procédés  qui  donnent  le  nombre  de  leurs  solutions. 

Parmi  ces  exemples,  nous  citerons  les  équations 

TÎH-Sjî-t-  8^2  4-6,'/»  =  8Â-H-i, 


En  ce  qui  concerne  la  décomposition  d'un  nombre  en  six  carrés, 
l'auteur  montre  que,  toutes  les  fois  qu'un  problème  ne  peut  être 
résolu  à  l'aide  des  fonctions  de  Jacobi,  il  faut  recourir  aux  fonc- 
tions elliptiques  à  infinis  triples. 

Il  signale  ensuite  un  problème  que,  pas  plus  que  Liouville,  il 
n'a  pu  résoudre.  C'est  la  détermination  du  nombre  des  solutions 
de  l'équation  x"^  -\-  iy'^  -f-  33-  -h  6/^  =  /?,  pour  n  impair. 

La  principale  difficulté  de  ces  sortes  de  questions  consiste  dans  la 
détermination  d'une  fonction  elliptique  convenable.  Pour  éclaircir 
tous  les  procédés  particuliers  par  des  exemples,  Fauteur  en  fait 
l'application  détaillée  aux  équations 

x'^  -^  xy  -f-  j*   -4-  z^  -t-  zt  -{- 1^  =  n , 
xi  -4-  jî   -H   ;;«    _|-  5^2  =  riy 
xi  -^  5/*  -4-  5  32  -+-  5  /*  =  n. 

Je  crois  pouvoir  signaler  ici  une  circonstance  intéressante.  J'ai 
montré  que  le  nombre  des  décompositions  de  l'entier  n  =  2*/n 
(où  m  est  impair)  en  huit  carrés  a  pour  expression 


4?,(«)-.;,(.^)-.«m)i 
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Le  symbole  Zt{n)  désigne  la  somme  des  cubes  des  diviseurs  du 
nombre  entier  n,  et,  pour  les  arguments  fractionnaires,  la  fonction 
Si{«}est  nulle.  M.  Naztmow  a  trouvé  que  ce  môme  nombre  est 
égalài!(8«+'-i5)S,(m). 

Ed  rapprochant  ces  deux  solutions,  nous  obtenons  pour  tout 
eDlier«^=  2"wi  {m  impair)  une  relation  nouvelle 

{.(«)- »ï.(;)-^. 65.  (j)-i(8='*'-.i)t>(".). 

On  voit  ainsi  s'ouvrir  uu  champ  tout  iiouveau  pour  des  recher- 
ches  qui  conduiront  à  des  théorèmes  arithmétiques  d'un  genre 
particulier. 

Dans  le  ïome  XXXIX  du  Journal  de  Crelle,  Eisensteîn  a 
montré  que  le  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en  dix  carrés 
oc  dépend  qu'en  partie  de  la  somme  des  puissances  des  diviseurs 
Je  cet  entier.  Dans  le  tome  IX  de  son  Journal  (  i'  série),  Liouville 
dit,  dans  sa  lettre  à  M.  Besge,  qu'il  ne  connaît  le  nombre  des  dé- 
compositions d'un  entier  en  douze  carrés  que  quand  cet  entier  est 
P>'r.  Dans  le  cas  où  l'entier  est  impair,  Liouville  n'a  pas  résolu  la 
luestion.  M.  Nazimow  en  donne  la  solution.  Dans  l'expression 
l^il  obtient  figure  efTectivemcnt  une  fonction  indépendante  des 
"lïiseurs.  Quant  au  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en 
"ixcarrés,  l'auteur,  pas  plus  que  Liouville,  n'en  voit  de  solution 
^Lisfaisante. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  il  expose  la  seconde  méthode  de 
Jacobi,  fondée  sur  la  considération  de  séries  dont  les  exposants 
s'expriment  à  l'aide  de  deux  formes  quadratiques.  A  la  (in  de  ce 
Chapitre,  il  indique  l'égalité  entre  les  sommes  de  certaines  séries 
doubles,  qui  peuvent  résulter  de  la  considération  des  équations  du 
troisième  et  du  septième  degré. 

Dans  le  Chapitre  lU,  M.  Nazimow  expose  la  démonstration 
donnée  par  M.  Hcrmite  des  formules  de  M.  Kronecker  et  la  déter- 
mination du  nombre  des  représentations  d'un  entier,  soit  par  une 
somme  de  trois  carrés,  soit  à  l'aide  d'une  forme  à  trois  variables. 
Dans  le  Chapitre  IV,  l'auteur  s'attache  aux  théorèmes  numé- 
riques de  I.Lijuvilic,  concrrnanl  les  proprirtûs  générales  des  fonc- 
tions analytiques  cL  numériques.  Après  avoir  exposé  toutes  les 
Andes  qui  auraient  pu  servir  à  Liouville  pour  démontrer  se» 
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théortîmcs  avec  des  fonctions  arbitraires,  il  rapporte  une  démon- 
slralion  de  M.  Zololareff  (*)  et  montre  que  chaque  théorème  de  la 
seconde  méthode  de  Jacobl  peut  conduire  à  un  théorème  analogue 
à  celui  qu'a  démontré  M.  Zolotareff. 

Dans  le  Chapitre  V,  l'auteur  expose  la  théorie  des  nombres 
complexes  de  Gauss,  les  propriétés  de  l'équation  dont  dépend  ia 
division  d'une  lemniscate  entière  par  des  nombres  premiers  impairs 
de  Gauss,  et  il  fait  usage  de  ces  propriétés  pour  démontrer  les  lois 
de  réciprocité  des  résidus  du  quatrième  et  du  huitième  degré.  Lais- 
sant de  côté  les  généralisations  des  nombres  complexes  ducs  à 
MM.  Kummer  et  Zolotareff,  M.  Nazimovv  ne  sort  pas  des  limites 
de  l'exposition  de  Gauss  et  d'Eisenstein.  A  la  fin  du  Chapitre,  il 
ne  fait  qu'indiquer  l'application  que  Dantschcr  (^)  a  faite  des 
fonctions  elliptiques  à  la  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  des 
résidus  du  troisième  degré. 

Le  Chapitre  VI  est  consacré  aux  recherches  de  Dirîchlet,  en 
vue  de  déterminer  le  nombre  de  classes  des  formes  binaires  pro- 
prement primitives  pour  un  déterminant  donné. 

Dans  le  Chapitre  VII,  l'auteur  indique  le  rapport  entre  les  for- 
mules de  M.  Kronecker  et  la  multiplication  complexe  des  fonc- 
tions elliptiques,  ainsi  que  leur  rapport  avec  les  recherches  de 
M.  Gierster.  Dans  son  Ouvrage,  M.  Nazimow  n'a  pas  profité  des 
simplifications  introduites  parla  théorie  des  intégrales  numériques 
par  diviseurs.  S'il  ne  simplifie  pas  non  plus  la  recherche  des  lois 
numériques  par  l'introduction  d'algorithmes  convenables,  c'est 
qu'il  ne  pouvait,  lorsqu'il  a  écrit,  connaître  encore  les  recherches 
faites  à  ce  sujet.  Il  ne  paraît  pas  connaître  davantage  les  recherches 
sur  la  décomposition  des  nombres  en  cinq  carrés,  qui  font  le  sujet 
de  deux  Mémoires  récemment  couronnés  par  l'Académie  des 
Sciences.  Enfin  il  ne  mentionne  pas  non  plus  l'Ouvrage  de 
M.  Catalan  {^Recherches  sur  quelques  produits  indéfinis).  Mais 
cette  omission  ne  peut  être  attribuée  qu'à  des  circonstances  pure- 
ment accidentelles. 

L'Ouvrage  de  M.  Nazimow  est  très  remarquable  par  Tétendue 
des  recherches,  par  la  profondeur  des  connaissances,  par  le  talent 


(•)  Bulletin  de  l'Académie  de  Saint-Pctersbourg ,  t.  \VI,  n*  a. 
(^)  Dantsciieh,  .1/a^A.  Annalen,  B.  \II,  p.  2'|i-253. 
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que  l'auteur  mon  ire  dans  ses  solutions,  et  il  rendra  de  grands  ser- 
vices dans  l'étude  de  l'application  des  fonctions  elliptiques  à  la 
théorie  des  nombres.  N.  Bougaief. 
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SUR  UN  PROBLÈME  D'INTERPOLATION  RELATIF  AUX  FONCTIONS 

ELLIPTIQUES; 

Par  m.  p.  APPELL. 

La  formule  d'interpolation  de  Lagrange  donne  immédiatement 
la  solution  de  la  question  suivante  : 

Former  une  fraction  rationnelle  de  degré  n  dont  les  injïnis 
au  nombre  de  n  sont  connus  et  qui  prend  des  valeurs  données 
pour[n-{'  1)  valeurs  particulières  attribuées  à  la  variable. 

Je  me  suis  proposé  de  résoudre  une  question  analogue  qui  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Former  une  fonction  elliptique  d'ordre  n  dont  les  infinis, 
situés  dans  un  parallélogramme  élémentaire,  sont  connus  et 
qui  prend  des  valeurs  données  pour  n  valeurs  attribuées  à  la 
variable. 

Soient  F(x)  la  fonction  cherchée  aux  périodes  2  K  et  2iK'; 
a,  P,  . ,.,  Aies  /i  infinis  donnés,  différents  ou  non,  situés  dans  un 
parallélogramme  des  périodes  ;  il  s'agit  de  déterminer  cette  fonc- 
tion F(j;)  sachant  qu'elle  prend  des  valeurs  données 

pour  n  valeurs  distinctes 

a,    6,     . . .,     / 

attribuées  à  x.  Les  valeurs  a,  b,  . .  .^  l  sont  dites  distinctes,  quand 
aucune  des  différences  de  ces  valeurs  prises  deux  à  deux  n'est  de 
la  forme  2/wK  +  2m' /R',  où  m  et  m'  sont  entiers. 
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Le  problème  ainsi  posé  est  possible  et  n'admet  qu'une  solution 

si  la  somme 

s  =  a  -^  b  -h. .  .-h  / 

diffère  de  la  somme  des  infinis 

a  =  a -4-  ?  -^ . . . -h  X 

autrement  que  par  des  multiples  des  périodes,  c'est-à-dire  si  la 
différence  s  —  o*  n'est  pas  de  la  Ibrme  2/?iK  H-  2,m  i¥J, 

En  effet,  supposons  cette  condition  remplie,  nous  obtiendrons 
une  fonction  répondant  à  la  question  de  la  façon  suivante  : 

Posons 

f{x)  =  }\{x  —  a)\\(x  —  b).,.\{{x—  /), 

©(^)=H(j:— a)H(:r— p)...H(j;  — X), 

et  considérons  l'expression 

^    '       <?(J')L  \\{x  —  a) 

où  X^  ilb,  ...,  ^sont  des  constantes  quelconques.  La  fonction 
F(j:)  ainsi  définie  est  une  fonction  doublement  périodique  de  x 
admettant,  dans  un  parallélogramme  élémentaire,  les  n  pôles 
donnés  a,  p,  ...,  X;  cela  se  vérifie  immédiatement  d'après  les 
propriétés  fondamentales  de  la  fonction  H.  Si  maintenant,  dans 
cette  expression,  nous  faisons  ^  =  a,  il  vient 

^    '  o(a,      ino)    ' 

si  l'on  détermine  -A,  par  l'équation 

?(«)       H'(o) 

la  fonction  F(;r)  prendra  la  valeur  donnée  A  pour  a:  =  a.  En  dé- 
terminant de  môme  les  constantes  Db,  . . . ,  4^  par  les  équations 

fib)    H(.-a)  _ 
^"  <?(*)        H'(o)      -  **• 


^o(f)     ir(o)    -■ 
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on  aura  uncfonclion  F(c/*)  remplissant  les  coadilions  de  l'énoncé, 
délie  fonction  sera 


^^~  ll(s-V)  o(x)l  /{a)  H 


-4-5  —  (T  —  a) 


<!)• 


(07  —  a) 
/'(  b  )  ^{x—b) 


/  Lof/)  H(j'-4-5  — J—  /)"] 

!  ■^"     J\l)  11(07-/)  J* 

H  est  facile  de  voir  maintenant  que  celte  fonction  F(j;)  ainsi 
déterminée  est  la  seule  qui  remplisse  les  conditions  de  l'énoncé; 
on  effet,  supposons  pour  un  instant  que  F|  (x)  soit  une  seconde 
fonction  remplissant  ces  mêmes  conditions;  alors  la  différence 

F|(^)-F(x) 

serait  une  fonction  doublement  périodique  d'ordre  n  admettant 
dans  un  parallélogramme  élémentaire  les  n  pôles  a,  p,  .  .  .,Xet 
les  n  zéros  a,  6,  . . .,  /;^comme  la  différence 

rt-h  6-f-...-r-/  —  (a-+-3-+-...^-X) 

n'est  pas  de  la  forme  2/nK  -h  am'/K',  une  pareille  fonction  ne 
peut  pas  exister  et  est  identiquement  nulle.  On  a  donc 

F,(:r)  =  F(:r), 

ce  qui  démontre  qu'il  n'y  a  qu'une  fonction  prenant  les  valeurs 
données  pour  x  =  rt,  6,  .  .  . ,  /. 

Les  conclusions  sont  entièrement  différentes  quand  la  diffé- 
rence 

a  -\- b  -\- , ,  .-\- l  —  (a-hP-i-...H-X), 

c'est-ù-dire  s  —  o-,  est  de  la  forme  a/nK  -|-  az/j'iK'.  Alors  le  pro- 
blème proposé  est  impossible  ou  indéterminé. 
Kn  effet,  continuons  à  poser,  comme  plus  baul, 

/(x)  =  U(x  —  a)l{(x—b)..A{(x-'l), 

ri{x)  =  U{x—oL)U{x—^),,.U(x  —  'k), 

et  supposons  que  la  différence  s  —  <t  soit  nulle;  si  la  différence 
s  —  0"  était  de  la  forme  2mK  -ham'iK',  il  suffirait  de  remplacer 
le  point  a  par  le  point  bomologue  a —  'à  mK —  am'K'  pour  que 
la  nouvelle  différence  s  —  t  fût  nulle.  On  peut  donc  toujours, 
dans  le  cas  actuel,  supposer  cette  différence  nulle.  Alors  le  rap_ 
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port  -j—  est  une  fonction  doublement  périodique    de  x.  Nous 

allons  montrer  que,  si  les  constantes  données  ne  satisfont  pas  à 

la  relation 

Ao(a)        B9(^»>  Lo(/) 

f\a)  ^  f{b)  ^••■^  f(l)  -"' 

le  problème  est  impossible;  si,  au  contraire,  cette  relation  est  vé- 
rifiée, le  problème  a  une  infinité  de  solutions. 

Soit  F(a:)  la  fonction  cherchée  qui  admet  les  pôles  a,  p,  ...,  X 
et  qui  prend  les  valeurs  A,  B,  . . .,  L  pour  les  déterminations  r/, 
/;,  . . . ,  /  de  la  variable  x.  Le  produit 

sera  une  fonction  doublement  périodique  admettant  les  pôles  «, 
6,  . . . ,  /  qui  sont  les  zéros  *de/( x)  et  n'admettant  plus  aucun  des 
pôles  a,  p,  . . .,  X,  puisque  ^{x)  s'annule  en  ces  points.  Les  rési- 
dus de  cette  fonction  ^{x)  relatifs  aux  pôles  a,  b^  , .  .y  l  sont 

F(a)o(a)  F(b)^(b)                  F(/)^(/) 

fia)      '  /\à)     '  '••'         /'(/) 
ou 

\o(a)  Brf(b)                   Lcp(0 

La  somme  de  ces  résidus  doit  être  nulle;  pour  que  la  fonction 
F{x)  puisse  exister,  il  faut  donc  que  les  valeurs  A,  B,  . . .,  L  vé- 
rifient la  relation 

A?(a)  _^  B^jb)  Lo(l)  __ 

fia)   ^  /'(b)  '^'"-^  fil)    -^• 

Supposons  cette  relation  remplie,  alors  la  fonction 

dans  laquelle  P  désigne  une  constante  et  Z(^)  la  fonction 

^lo^H(3?) 

est   une  fonction  doublement   périodique  remplissant,   quel  que 
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-^il  P,  les  conditions  demandées.  On  voit  en  clVcl  que,  quel  que 
^Dit  P,  on  a 

F(a)  =  A,         F(6)  =  B,         ...,         F(/)  =rr  L. 

De  plus,  cette  fonction  (2)  est  la  plus  générale  qui  réponde  à  la 
uestion.  Pour  le  montrer,  désignons  par  Fj(^)  ce  que  devient 
^(^)  pour  P  =  o, 

Ipar  W(x)  la  fonction  la  plus  générale  répondant  à  la  question, 
^a  différence 

ïst  une  fonction  elliptique  devenant  infinie  aux  points  a,  p,  ..., 
et  nulle  aux  points  (ij  b,  . . .,  /  sous  la  condition 

a-f-p-i-...-hX  =  a-h  b  -^. , .-{-  l. 
On  a  donc,  en  désignant  par  P  une  constante, 


V(^)  — F,(j-)  =  P 


'où 


?(.r)' 


m^e  qui  donne  l'expression  (a)  précédemment  obtenue. 

Remarque,  —  Les  résultats  que  nous  venons  de  trouver  rela- 
tivement à  la  détermination  ou  à  l'indétermination  du  problème 
pourraient  se  retrouver  en  mettant  la  fonction  cherchée  F(^)  sous 
la  forme  indiquée  par  M.  Hermite 

F{x)=  P'-+-A'Z(x— a)-f-B'Z(a:— p)-f-...-+-L'Z(x-X) 

avec 

A -hB'-4-...-4-L'=o, 
cl  écrivant 

F(a)  =  A,         F(6)  =  B,         ...,         F(/)=L. 

On  aurait  ainsi  (/i  -h  1)  équations  du  premier  degré  pour  déter- 
re///, des  Sciences  mathéni.,  1'  série,  t.  X.  (i\ïai  i88().)  8 
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miner  les  (n  -\-  \)  constantes 

P'      A'      W  I  ' 

Le  déterminant  de  ces  équations  a  été  mis  par  M.  Ilermite  sotr^ 
une  forme  qui  permet  de  Jes  discuter  facilement.  (Voir  Journoiz 
lie  Crelle,  t.  LXXXIII,  p.   176.) 

On    pourrait  également   supposer  la  fonction  cherchée  F(. 

mise  sous  la  forme 

i-/  /A  1'^*^  — -^1  ^  ^^('^  —  X*).,  .\\{T  —  r„  \ 

H(^— a)  II(x— ji)..  .H(.r  — /) 
avec 

xi  -h  Xf  -h . . .  -^  Xn  —  a  -f-  p  -f- . . .  -i-  X. 

En  écrivant 

on  aurait  (/)  -f-  1)  équations  pour  déterminer  les  constantes 

I^es  n  équations 

/  a:i -h  J'î-T-. .  .H- J*fl=  a -T- p -«-. .  .-i- X, 

Ci)  I  F(a)       A  F(ft)  __  H  FU)  _   K 

(  F(/)   ""  1/  F(/)  ~  L'  "'*  F(/)  ~   L 

déterminent  X|,  x-*,  .  .  .,  Xn^  puis  la  constante  Q  est  donnée       g 

Téquation 

V{a)=--  A. 

Les  équations  (3)  constituent  un  cas  particulier  des  équalîoi?^ 
envisaj;ées  par  Clebscli  dans  le  tome  LXIV  du  Journal  de  Cfelle, 
p.  2^3.  (J  oir  é«;alement  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  y  .{'série,  t.  I,  p.  250.) 
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LA  TRADITION  TOUCHANT  PTTHAGORE,  OENOPIDE  ET  THALÈS  ; 

Par  m.  Paul  TANNERY. 

1.   Si  le  rôle  de  Platon  en  Mathématiques  n^apparaît  que  comme 
un  thème  d'incertaines  légendes,  que  dira-t-on  de  celui  des  anciens 
sages,  de  Thaïes,  de  Pythagore?  Quand  bien  môme  la  tradition 
qui  les   concerne   remonterait  jusqu'à  Eudème,    quelle   créance 
peul-elle  mériter,  alors  qu'il   s'agit  de  personnages  antérieurs  de 
deux  à  trois  cents  ans,  et  qui  n'ont  pas  écrit,  ou  du  moins^  sous 
le  nom  desquels  l'antiquité  n'a  jamais  connu  que  des  œuvres  apo- 
cryphes? A  tout  le  moins,  peut-on  reconnaître  à  quelles  sources 
puisait  le  premier  historien  de  la  Géométrie? 

Un  passage  de  Jamblique,  mal  interprété  jusqu'à  présent,  me 
semble  permettre  de  donner  à  ces  questions,  au  moins  en  ce  qui 
regarde Pythagore,  une  réponse  plus  satisfaisante  qu'on  ne  pouvait 
l'espérer  a  priori, 

[Depytliagorica  vita^  89).  «  Voici  comment  les  Pythagoriciens 
disent  que  la  Géométrie  fut  rendue  publique.  L'argent  des  Pytha- 
goriciens fut  perdu  par  l'un  d'eux  (  *  )  ;  à  la  suite  de  ce  malheur,  on 
lui  accorda  de  battre  monnaie  avec  la  Géométrie  —  et  la  Géométrie 
fot appelée  Tradition  louchant  Pythagore  (2).  » 

La  curieuse  donnée  qui  termine  ce  passage  est  une  marque 
assurée  de  l'ancienneté  de  la  source  utilisée  par  Jamblique;  cette 
donnée  ne  me  paraît  d'ailleurs  susceptible  que  d'une  seule  expli- 
cation. 11  a  dû  exister,  sous  le  titre  indiqué,  un  Ouvrage  de  Géo-* 
métrie  qu'Eudème  a  eu  entre  les  mains  et  duquel  il  a  tiré  les  ren- 
seignemenls  relatifs  aux  travaux  de  l'Lcolc  de  Pvlhaerore. 


(')  'Ano^aXeîv  tiva  tt^vo  0<i(av  twv  nuOaYop£(<i)v.  On  traduit  d'ordinaire  :  «  Un  py- 
wagoricien  perdit  sa  fortune.  »  Cette  interprétation  ne  tient  nullement  compte 
«la  construction  de  la  phrase,  ni  des  mœurs  de  l'époque  à  laquelle  se  rapporte 
la  tradition.  Les  Pythagoriciens  vivaient  en  communauté;  le  dépositaire  de  la 
wwse  commune  la  perd,  il  faut  recourir  à  des  moyens  extraordinaires.  Voilà  la 
ï^geiidc;  autrement  elle  ne  se  tient  pas. 

.  V')  ExoXfiTTo  lï  ^  Yett)(i.£Tpîa  «poç  IIuOaYopou  l<rropia,  ce  que  Kiessling  traduit  : 
^  <  Vocabator  aatera  Geometria  a  Pythagora  historia.  »  Il  semble  avoir  entendu  : 
kgore  appelait  la  Géométrie  histoire  »,  interprétation  insoutenable  à  tous 
de  fnc. 


iiG  PREMIÈRE  PARTIE. 

2.  Examinons  d'un  peu  plus  près  cette  légende  et  voyons  si 
nous  pouvons  en  tirer  quelque  autre  conclusion. 

Il  convient  tout  d'abord  de  remarquer  que  le  même  passage  se 
retrouve  dans  le  Livre  de  Jamblique  Ilepl  t^ç  xoiv^ç  fiaôïifiaTtxTJç  (  *  ) 
avec  une  phrase  intercalée  avant  la  dernière  : 

«  Les  progrès  des  Mathématiques  furent  d'ailleurs  dus  ensuite 
surtout  aux  publications  de  deux  hommes  qui  poussèrent  plus 
avant,  Théodore  de  Cyrène  et  Hippocrate  de  Chios.  » 

Cette  intercalation,  dans  cette  seconde  rédaction,  n'est  qu'une 
glose  qui  rompt  maladroitement  le  fil  du  récit.  Mais  cette  glose, 
Jamblique  l'emprunte  évidemment  à  la  tradition  d'Eudème,  et  elle 
nous  témoigne  que  le  compilateur  du  m*'  siècle  considérait  l'*I(rcopia 
irpoç  IIuOaYopou  comme  antérieure  aux  travaux  d'Hippocrate.  Il  n'y 
a  pas  à  douter  que  cette  opinion  ne  fût  aussi  celle  d'Eudème. 

Il  y  a  lieu,  d'autre  part,  à  examiner  comment  arrive,  dans  les 
deux  passages  de  Jamblique,  le  récit  relatif  à  la  première  publica- 
tion de  la  Géométrie.  Notre  auteur  vient  d'exposer  la  difTérence 
des  deux  sectes  qui  reconnaissaient  Pythagore  comme  Maître,  les 
Acousmatiques  d'un  côté,  les  Mathématiciens  de  l'autre;  ces 
derniers  prétendaient  garder  seuls  la  véritable  tradition;  d'après 
eux,  l'autre  secte  aurait,  en  réalité,  été  fondée  par  Hippasos,  lequel 
aurait  seulement  pris  comme  point  de  départ  l'enseignement  exo- 
lérique  de  Pythagore.  Cet  Hippasos  avait  cependant,  quant  à  lui, 
été  initié  aux  doctrines  réservées  ;  mais,  ayant  divulgué  la  construc- 
tion du  dodécaèdre  inscrit  dans  la  sphère,  il  aurait  péri  en  mer, 
en  punition  de  son  impiété,  pour  avoir  voulu  s'attribuer  la  gloire 
d'une  invention  qui  appartenait  à  Celui-là;  «  car  c'est  ainsi  qu'ils 
désignent  Pythagore  au  lieu  de  prononcer  son  nom  ».  Suit  le  pas- 
sage traduit  plus  haut,  où  Ton  doit  donc  voir  une  légende  propre 
à  la  secte  des  Mathématiciens. 

Que  cette  légende  soit  inadmissible  comme  donnée  première, 
pour  ce  qui  regarde  le  secret  observé  dès  l'origine  sur  les  décou- 
vertes géométriques  du  Maître,  il  est  à  peine  utile  d'insister  sur 
ce  point.  La  Tradition  touchant  Pythagore  n'aurait  pas  trouvé 
grand  débit,  si,  jusque-là,  la  Science  eût  été  complètement  ignorée  ; 


(')  \\\XQ\sQ'Sy  Anecdota  grœca,  II,  p.  21C. 
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cependant  la  lég:encle  est  ancienne,  et  elle  doit  avoir  un  fond  de 
vérité;  en  tout  cas,  on  ne  peut  nier  que,  dès  cette  époque,  la 
Géométrie  ne  fût  en  état  de  faire  vivre  ses  adeptes;  on  ne  peut 
guère  douter  qu'Hippocrate  de  Chios  et  Tliéodore  de  Cyrène 
niaient  tiré  de  l'argent  de  leur  enseignement;  c'est  Tâge  des  so- 
phistes, et  les  géomètres  imitent  les  autres  professeurs.  La  Science 
est  déjà  en  honneur  et  la  publication  des  découvertes  de  P^tha- 
gore  est  un  travail  lucratif;  c'est  le  point  qui  mérite  attention. 

La  légende  concède  au  reste  que,  dès  longtemps  avant,  des 
révélations  partielles  avaient  eu  lieu;  tantôt  il  s'agit  d'IIippasos  et 
de  la  construction  du  dodécaèdre  régulier,  comme  nous  l'avons  vu  ; 
tantôt  (Jambl.,  De  vita  pythag.y  a47)  d'un  affilié  dont  on  tait  le 
nom,  et  qui  aurait  enseigné  aux  profanes  l'existence  des  quantités 
incommensurables;  les  Pythagoriciens  l'auraient  exclu  de  leur 
société  et  auraient,  de  son  vivant,  élevé  son  tombeau  comme  s'il 
était  déjà  mort;  plus  tard,  les  dieux  l'auraient,  lui  aussi,  fait  périr 
dans  un  naufrage  (*). 

Si  cependant  on  doit  ajouter  foi  au  récit  d'Apollonius  (Jambl., 
204-264)  sur  les  troubles  politiques  où  succomba  l'Institut  pytha- 
gorique,  l'Ecole  aurait  eu,  contre  Ilippasos,  des  griefs  certaine- 
ment plus  graves  que  les  révélations  qu'elle  lui  reprochait.  D'après 
ce  récit,  dont  les  circonstances  ne  présentent  rien  d'improbable, 
ce  qu'on  ne  peut  guère  dire  d'aucun  autre,  les  discordes  auraient, 
à  l'origine,  moins  présenté  le  caractère  d'une  révolte  populaire 
contre  l'autorité  de  l'aristocratie  pythagorlsante  que  d'une  scission 
entre  les  membres  de  l'Ecole,  dont  les  uns  favorisent  la  démo- 
cratie, dont  les  autres  maintiennent  les  principes  conservateurs. 
Pythagore  s'est  retiré  de  Crolone  à  Métaponte,  sans  doute  aux 
premiers  symptômes  où  son  autorité  s'est  trouvée  compromise  ; 
un  des  principaux  chefs  du  parti  aristocratique  est  ce  Démocède 
dont  Hérodote  a  raconté  l'histoire,  ce  médecin  fait  prisonnier  par 
les  Perses,  qui  gagne  la  faveur  de  Darius,  parvient  à  s'échapper  et 


(')  Mais  il  y  a  d'aulant  moins  de  raisons  de  le  distinguer  d'IIippasos  que  dans 
'*  géoméU'ie  des  Éléments^  la  théorie  des  incommensurables  est  intimement  liée 
*  celle  des  polyèdres  réguliers,  et  que  son  objet  semble  tXxc  avant  tout  la  défini- 
t*oo  des  incommensurables  que  l'on  rencontre  dans  la  construrtion  de  ces  po- 
•jwlfts.  On  doit  remarquer  aussi  que  les  points  de  doctrine  en  |uc5tion  sont  de 
(|IK  Pythagore  n'a  pas  dû  dépasser. 
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épouse  la  fille  de  Milon  de  Crotone.  Mais,  dans  le  parti  populaire, 
se  distinguent,  avant  même  les  démagogues  Cylon  et  Ninon,  des 
disciples  du  Maître,  Hippasos  en  première  ligne,  et  aussi  un 
Théagès  dont  Slobée  nous  a  conservé  des  fragmentSi 

3.  Pouvons-nous,  d'après  ces  données,  émetlre  quelques  conjec- 
tures plausibles?  Une  grave  difficulté  subsiste,  concernant  la 
légende  relative  au  secret  imposé,  dit-on,  par  P^'thagore,  pour  les 
objets  de  son  enseignement  ésotériquc.  Quelle  part  de  vérité  peut 
contenir  cette  légende? 

A  priori,  on  devrait  croire  que  si  la  prescription  du  secret  a 
été  cfl'ective,  elle  devait  s'appliquer,  non  pas  aux  vérités  géomé- 
triques (*),  mais  bien  aux  dogmes  philosopbiques.  Tout  au  con- 
traire, nous  voyons  ces  dogmes,  dans  ce  qu'ils  ont  de  plus  singu- 
lier, connus  de  très  bonne  heure  (Xénophane,  Heraclite,  etc.), 
et  c'est  la  révélation  de  découvertes  mathématiques  que  la  légende 
présente  expressément  comme  l'impie  violation  des  mystères  ré- 
servés aux  seuls  initiés.  Il  nous  faut  donc  bien  reconnaître  que 
les  dogmes  philosophiques  de  Pythagore,  la  métempsycose  en 
particulier,  étaient  exotériques  et  que  son  enseignement  réservé 
était  essentiellement  mathématique,  sauf  peut-être  une  partie 
mystique  sur  le  caractère  de  laquelle  nous  ne  serons  probablement 
jamais  bien  renseignés. 

Cette  conclusion  peut,  ce  me  semble,  recevoir  une  explication 
assez  probable.  Pythagore,  en  fait,  n'a  dû  tenir  secrètes  ni  ses 
doctrines,  ni  sa  science.  Mais,  pour  une  raison  ou  pour  une  autre. 


(•)  Une  jolie  légende  (Jamblique,  '.îi-25)  nous  montre  Pythagore,  au  moins  à 
Sainos,  jouant  un  rôle  qui  n'est  fiuère  celui  d'un  liommc  jaloux  de  sa  science, 
cherchant  au  contraire  à  la  répandre  parmi  ses  concitoyens.  Il  prend  un  jeune 
homme  qui  gagne  sa  vie  comme  manœuvre,  mais  dont  il  reconnaît  l'heureux 
naturel,  et  lui  enseigne  l'Arithmétique  et  la  Géométrie  en  le  payant  trois  oboles 
(le  prix  de  la  journée)  par  théorème  qu'il  apprend.  Lorsque  son  élève  estasses 
avancé,  il  feint  d'être  tombé  dans  la  misère,  et  le  jeune  homme  lui  offre  a  son 
tour  de  payer  trois  oboles  par  chaque  nouveau  théorème.  Cet  élève  se  serait 
appelé  du  mémo  nom  que  le  Maître;  il  y  a  là  une  invention  postérieure,  dont  le 
but  a  été  d'attribuer  à  un  personnage  différent  certains  enseignements  que  la  tra- 
dition reçue  ne  permettait  plus  de  concilier  avec  celles  unanimement  reconnues 
comme  de  Pythagore.  Son  homonyme  devint  donc  l'auteur  du  régime  Carnivore 
reroniinandé  au\  athlètes,  tandis  que  le  Pythagore  de  la  tradition  est  un  T^SélA» 
ri«Mi. 
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il  n'écrivit  pas  el  préféra  un  enseigneiiienl  oral.  Dès  lors,  pour 
les  Mathématiques  qui  ne  sont  pas  accessibles  à  tous,  son  cours 
se  ferma  naturellement  et  le  cercle  de  ses  élèves  devint  d^autant 
plus  facilement  jaloux  et  exclusif  qu'il  les  choisissait  avec  plus  de 
soin. 

Pour  la  Philosophie  et  la  Physique  qui  n'était  alors,  elle  aussi, 
qu'un  tissu  de  conjectures,  l'Ecole  produisit  de  bonne  heure  divers 
Ou>Tages  (*).  Tout  disciple,  qui  écrit  pour  son  propre  compte, 
rompt  nécessairement  plus  ou  moins  avec  le  Maître;  il  tend  à 
devenir  chef  à  son  tour.  Avec  les  liens  très  étroits  de  confraternité 
qui  unissaient  les  Pythagoriciens,  toute  publication  personnelle 
était  donc  acte  de  dissidence;  mais  elle  n'avait  point  comme  con- 
séquence forcée  une  rupture  violente;  seulement,  ceux  qui  préten- 
daient garder  fidèlement  la  tradition  du  Maître  durent  maintenir 
qu'aucun  écrit  ne  pouvait  exactement  représenter  cette  tradition, 
et  ils  se  bornèrent  dès  lors  à  la  transmettre  oralement  dans  un 
petit  cercle  d'initiés,  jusqu'au  jour  où  elle  se  trouva  tellement 
défigurée  qu'il  ne  fût  plus  possible  de  maintenir  l'observation  de 
la  règle  (2). 

Mais,  pour  une  publication  mathématique,  la  question  était  toute 
différente;  il  ne  s'agissait  pins  d'opinions  plus  ou  moins  plausibles, 
prêtant  plus  ou  moins  à  controverse,  mais  bien  de  vérités  indiscu- 
tables, dont  la  découverte  était  un  titre  de  gloire  certes  aussi  pré- 
c>eux  à  cette  époque  qu'il  l'est  de  notre  temps.  Si  donc  Hippasos 
écrivit  sur  les  plus  hautes  connaissances  acquises  au  sein  de  l'Ecole, 
su  s'attribua  des  travaux  peut-être  faits  en  commun,  et  cela  du 
vivant  même  de  Pythagore,  ce  dernier  dut  en  être  vivement  blessé, 
<*l  les  sentiments  qu'il  éprouva  furent  probablement  partagés  par 
w  majorité  de  ses  élèves.  Les  discordes  qui  éclatèrent  à  ce  sujet 
purent  être  le  motif  de  sa  retraite  à  Métaponte;  mais  elles  s'enve- 
mmèrent  de  plus  en  plus  à  Crotone,  y  prirent  un  caractère  poli- 
^que  et  aboutirent  à  des  guerres  civiles  prolongées  dont  on  sait  le 
résulut. 


(')  Le  plus  ancien  connu  esi  celui  d'AIcméon;  plus  lard  Parmcnidc  el  Empé- 
«ocle  pythagorisenl  plus  ou  moins;  Hippasos  parail  aussi  avoir  publié  ses  opi- 
■«Ws  sur  la  Physique. 

(*)  Il  esl  incontestable  que  les  doctrines  de  Philolaos,  on  particulier  sa  concep- 
tOUBoloçique,   renferment    nombre   (réléincnts    cl  rangers   el    postérieurs   à 


lis  iMibiMiKUl!:  rx\UTii:. 

<''|)oiis('  la  (ille  dr  Milon  de  Crotone.  Mais.  «I 
se  clistiiiguenl,  avant  même  les  déiriaj;n,i;ii'- 
disciples    <lii    Maîln»,    Hippasos  en    pn-nii-  î 
l'In-aiiès  donl  SioIm'o  nous  a  ennscr\i'*  dv^  ti 


î{.    i*ou\ons-n()us,  «Taprès  (;es  donn(''r>. 
tures    plausibles?    Une    grave   difrunilti 
l('*gende  relative  au  secret  iniposi*,  dil-«'ii 
ohjels  de  son  enseignement  ésoti''ri«pn'.  » 
eonlenir  celle  l<'^<Mi<le? 

A  ftriori,   on   devrait  croire  (pu*  -i 
«'•lé  ell'eelive,  elle  devait  s'appli<pi«'r.    i 
tri(]ues('),  mais  i)ien  au\  dog^uu*s  j.l. 
traire,  nous  vovcuis  ces  dogmes,  djin- 
lier,  connus  de   très  bonne  lieun*   ■ 
et  c'est  la  révi'lalion  de  découverlt*^  ; 
présente  ex|)ressément  comme  lini! 
serves  aux  seuls  initiés.  Il  nous   I  : 
les    dogmes   philosophiques  de    T 
particulier,  étaient  exotéricpuîs  « 
était    essentiellement    matlK'mal 
m\stiquesur  le  earaetère  de  Li«{i. 
piniais  l)i(»n  renscignt's. 

(i(îtte  conclusion  peut,  e<*  m; 
assez,  probable.  l\thagori'.  ir 
doctrines,  ni  sa  science.  ^I.ii-. 


(')    liH'  jolie  lr;;iMidp   (Jamiu.i-'I 
Siiiiios,  joiianl    un  rôlr  (piî    n'r^- 
<-hcri-liaiil   iiii   rDiilrairc  H   la  ri|>- 
lnMiiriio   <]ui  i:a;;nc    sa    vie    rmn-. 
iiahin^l.  ot  lui  ousoij^nr*  l'Afiilin 
(  II'    prix  «1»'  la  joururi:)  par  llr 
iivaiir»',  il  ft'iiii  «IV'lrc   tombi'  •' 
liMii"  «II*    paviir  trois    oholos   y. 
appi^l»'"  ilu  mruir  nom  quo  ]•■  ^ 
hiit  a  ('-II'  (TattrilKirr  à  un  p> 
»lilii>n  lorup  n<*  prruiettail   [■! 
loiiiiui^  \\v   I*\lhaî,'oro.  Son  !> 
ri^foiniiiau'li''  .ni\  allilrt»^^.  ' 
I  ii-ii 
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e  des  découvertes  posléfieures.  Il  ri^ 
probalile  que  cerlaines  des  propositions  que  ren- 
maïl  cet  Ouvrage  fussent  en  r^alilé  le  fruil  du  Lravaîl  poursuivi 
commun  par  t'Ëcoto  sous  la  direction  de  Pytbagore  et  du  vivant 
celui-ci.  Cependant  on  peut  lui  en  laisser  toute  la  gloire,  ainsi 
e  l'ont  fait  ses  disciples. 

En  résumé,  rhistoirc  de  la  Géométrie,  pour  ce  qui  regarde 
liagore,  semble  se  trouver  dans  une  situation  plus  favorable 
e  l'histoire  de  la  Philosopiiie.  Quand  nous  trouvons,  dans  Aris- 
une  doctrine  attribuée  aux  Pythagoriciens  ou  à  certains  P^  tha- 
iens,  nous  ne  savons  dans  quel  Ouvrage  elle  se  trouvait  consi- 
éc  et  quelle  valeur  traditionnelle  elle  pouvait  présenter;  si,  au 
[traire,  Eudcme  attribue  un  théorème  aux  Pythagoriciens,  nous 
uns  droit  de  penser  qu'il  le  trouvait  dans  un  Traité  écrit  vers  le 
Hïeu  du  ï"  siècle  et  ne  conleniinl  guère  que  des  propositions 
ellcuieut  connues  de  Pythagore,  A  dater  de  cet  Ouvrage  ano- 
me.  l'École  ne  produisit  rien  en  Géométrie  jusqu'il  l'épnquc 
^clijtus,  apr(-s  lequel  les  mathématiciens  qu'elle  a  pu  donner 
confondent  avec  les  disciples  de  Platon. 

5.  Sur  ce  premier  Traité  de  Géométrie  grecque  dont  l'existence 
isse  <!tre  soupçonnée,  je  me  bornerai  à  remarquer  pour  le  mo- 
iot  que,  d'après  le  résumé  historique  de  Pioclus,  le  cadre  était 
'\ii  celui  que  remplisseut  les  Élémcnls  d'Eucllde.  La  démonstra- 
n  de  régulilc  ù  deux  droits  de  la  somme  des  angles  de  tout 
ïDgIc  (Eudcme  dans  Proclus,  p.  379)  nous  fait  partir  du  1"  Livre, 
idis  que  lu  découverte  des  iucommeusurablcs  nous  conduit 
iqa'au  \'  et  I»  construction  des  polyèdres  réguliers  au  XIII", 
cette  théorie  couronne  l'cnuvre  d'Euelidc,  comme  elle  couron- 
itdéjâ  le  Traité  pythagoricien  ('). 


')  Du  oïlrc  lies  ÉUntent»  on  doit  cepcailant  retrancher,  dans  celte  campa- 
an,  kl  Liïwi  srilhm*li(|iies  (Vil  à  IX)  ([ui  scmblcni  bien  ëtrangera,  comme 
ne  4IM  muins,  il  h  iriidiiiiin  pythagoricienae.  Quel  est  le  vériiuble  auteur  du 
luupr  ik  rt'.s  Livres!  Qui  le  premier  aura  imsglnii  d'adjoindre  aui  ihËorcmes 

iiiiii'itli'  iiii(>  juiU:  de  proposiiioDs  rédigées  .luivaat  la  luéme  Torme,  mais 
l'U>llini''liqu«7  Est-ce  Hipporrale  de  Chiuï.  et  »crail-ce  \i  la  juMiQca- 

tljinlr  ihi   ijlrc  iVlîleinfiiU  {Z^m-ftt")  lu'il   adnpla,  alors  i]nc  rc  litre, 
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Quelles  lacunes  présentait  ce  dernier  Traité?  C'est  un  pointquc 
nous  examinerons  ultérieurement;  sans  doute  elles  étaient  consi- 
dérables :  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  toute  la  Géométrie  élémen- 
taire nous  apparaît  ici,  comme  sortie  brusquement  de  la  têle  de 
Pythaj^ore,  de  même  que  Minerve  du  cerveau  de  Jupiter.  N'y 
avait-il  eu  vraiment  rien  avant  ce  génie  créateur?  C'est  assez  peu 
croyable;  mais  en  tout  cas  Eudème  ne  connaît  aucun  écrit  géomé- 
trique, et  ses  rechercbes  ne  lui  permettent  d'attribuer  aux  pré- 
curseurs qu'il  nomme  que  des  connaissances  d'un  degré  relative- 
ment infime.  Il  est  donc  au  moins  très  probable  que  le  caractère 
purement  théorique  et  abstrait  qui  distingue  si  nettement  la 
Géométrie  grecque  lui  a  été  en  réalité  imprimé  par  Pytbagore, 
ainsi  que  le  marque  expressément  le  résumé  historique  de  Proclus, 
et  que  les  écrits  antérieurs,  s'il  en  a  existé,  avaient  au  contraire 
un  objet  concret  et  des  tendances  pratiques. 

J'ai  déjà  énoncé  un  peu  plus  haut  les  deux  problèmes  dont 
Eudème  attribuait  la  solution  à  CEnopide.  Us  sont  assez  simples 
pour  qu'on  puisse  penser  qu'ils  n'étaient  point  traités  dans  l'Ou- 
vrage pythagoricien,  d'autant  que  celui-ci  n'était  sans  doute  pas 
encore  composé  avec  une  méthode  ])ariaite;  mais  évidemment 
Eudème  ne  pouvait  en  dénier  la  connaissance  ni  à  Pytbagore,  ni 
même  à  Thaïes.  Si  le  premier  était  mis  hors  de  cause  en  raison  de 
la  publication  postérieure  de  sa  géométrie,  la  conséquence  à  tirer 
pour  ce  qui  concerne  Thaïes  est  qu'Eudème  n'avait  sous  son  nom 
(|ue  des  propositions  particulières,  qui  pouvaient  même  se  trouver 
insérées  dans  la  Tradition  louchant  Pythagorc.  Quant  à  CEno- 
pide,  une  des  deux  citations  de  Proclus  nous  enseigne  clairement 
à  quelle  source  Eudème  avait  puisé  ses  informations. 

[Proclus^  p.  283).  —  ((  Ce  problème  :  «  Abaisser  d'un  point 
donné  une  perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  »,  fut,  pour  la 
première  fois,  cherché  })arOEnopidc,  qui  le  considéra  comme  utile 
pour  l'Astrologie.  Il  emploie  au  lieu  de  xaOïTo;  (perpendiculaire) 
l'expression  archaïque  xaxà  Yvwuova  (suivant  le  gnomon),  qui  vient 
de  ce  que  le  gnomon  est  à  angles  droits  sur  l'horizon.  » 

Ainsi,  c'était  dans  un  Traité  astronomique  et  non  pas  géomé- 
trique d'OEnopidc  qu'Eudème  avait  trouvé  la  plus  ancienne  soin- 
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tion  connue  de  ce  problème  et  qu'il  y  avait  relevé  la  désignation 
primitive  qu'il  nous  a  conservée. 

Le  second  problème  (Euclid,  1,  23.  Proclus,  p.  333)  a  qui  est 
aussi  plut6t  une  découverte  d'OEnopide,  comme  le  dit  Eudème  », 
pouvait  sans  aucun  doute  se  rencontrer  dans  le  même  Ouvrage  (*  ). 

6.  Pour  Thaïes,  dont  il  nous  reste  à  parler  avant  de  revenir  à 
Pjlhagore,  si  peu  assurée  qu'ait  pu  être  la  tradition  venue  jusqu'à 
Eudème,  ce  dernier  possédait-il  quelques  documents  anciens?  On 
pourrait  le  croire  à  ce  passage  de  Proclus  (p.  200)  : 

«  C'est  à  l'antique  Thaïes  que  l'on  doit  ce  théorème,  ainsi  que 
tant  d'autres  découvertes;  car  il  fut,  dit-on,  le  premier  à  poser  et 
à  dire  que  dans  tout  triangle  isoscèle  les  angles  à  la  base  sont 
égaux;  au  lieu  diégaux  (îcia;),  il  employait  d'ailleurs  l'expression 
archaïque  de  semblables  (ô,u.o(aç)  ». 

Mais  cette  expression  archaïque,  Eudème  ne  pouvait-il  la  con- 
naître par  l'Ouvrage  pythagoricien  et,  dès  lors,  la  mettre  dans  la 
bouche  de  Thaïes? 

Une  seconde  citation  (p.  299)  semble  bien  prouver  qu'il  ne 
subsistait  point  de  démonstrations  attribuées  à  Thaïes  en  même 
temps  que  certaines  propositions  : 

«  Ce  théorème  que,  quand  deux  droites  se  coupent,  les  angles 
opposés  par  le  sommet  sont  égaux,  a  été  découvert  en  premier 
lieu  par  Thaïes,  comme  le  dit  Eudème;  Euclide  en  a  donné  la 
démonstration  scientifique.  » 

Si  donc  Proclus  nous  dit  (p.  i57),  dans  un  endroit  qui,  cette 
fois,  doit  d'ailleurs  provenir  directement  de  Geminus,  que  «  la 
division  en  deux  parties  égales  du  cercle  par  le  diamètre  a  été  dé- 


(*)  Le  nom  d'Œnopidc  se  rencontre  encore  dans  Proclus  (p.  80),  au  milieu 
d'un  passage  emprunté  à  Geminus.  «  D'après  Zénodote,  celui  qui  a  été  un  des 
successeurs  d'Œnopide  et  un  des  disciples  d'Andron,  on  distingue  le  théorème 
Hu  problème  en  ce  que,  etc.  »  Celte  distinction,  sur  laquelle  je  reviendrai,  est, 
sans  aucun  doute,  postérieure  à  Aristote,  et  probablement  aussi  à  Kudème.  Nous 
avons  ainsi  la  preuve  qu'Œnopide  avait  fondé,  probablement  à  Chios,  une  école 
scientifique  qui  subsista  longtemps,  et  de  laquelle  dut  sortir  Hippocrate.  Malheu- 
reusement Andron  et  Zénodote  sont  complètement  inconnus  d'ailleurs,  et  Iç  texte 
est,  d'autre  part,  loin  dVtre  parfaitement  assuré. 
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montrée,  dit-on,  en  premier  lieu,  par  Thaïes  »,  nous  devons  d'au 
tant  moins  croire  à  la  justesse  de  l'expression  àirooet$at(  démontrer), 
que  cette  propriété  du  diamètre,  quoique  énoncée  dans  les  défini- 
tions d'Euclide,  ne  fait  l'objet  d'aucune  démonstration  des  Elé- 
ments. 

Enfin  la  dernière  citation  (p.  352 )  nous  indique  de  la  façon  la 
plus  claire  comment  Eudème  procédait  pour  Thaïes  : 

a  Eudème,  dans  les  Histoires  géométriques^  fait  remonter  ce 
théorème  (I,  a6)  à  Thaïes;  car  il  dit  que  ce  dernier  devait  néces- 
sairement s'en  servir  d'après  la  manière  dont  on  rapporte  qu'il 
déterminait  la  distance  des  vaisseaux  en  mer.  » 

La  tradition,  soit  pythagoricienne,  soit  tout  autre,  attribuait  à 
Thaïes  un  procédé  déterminé  pour  mesurer  la  distance  à  un  point 
inaccessible  ;  Eudème  en  concluait,  sans  autre  donnée,  que  Thaïes 
possédait  les  théorèmes  indispensables  pour  rendre  raison  de  ce 
procédé. 

Malheureusement,  nous  ne  savons  nullement  en  quoi  consistait 
cette  solution  d'un  problème  pratique  attribuée  à  Thaïes.  La 
donnée  qui  s'y  rapporte  est  absolument  insuffisante  pour  le  déter- 
miner; cependant,  s'il  est  permis  de  former  une  conjecture,  il  faut 
avant  tout  rechercher  la  solution  la  plus  primitive  parmi  celles  qui 
sont  connues  historiquement. 

Il  n'en  est  point  à  cet  égard  qui  puisse  lutter  avec  la  Jluminis 
varatio  de  l'agrimenseur  romain  Marcus  Junius  Nipsus  (').  Si 
imparfaite,  si  impraticable  même  qu'elle  puisse  être  dans  la  plupart 
des  cas,  du  moment  où  nous  constatons  historiquement  son  exis- 
tence, il  n'y  a  aucun  motif  sérieux  pour  l'écarter  quand  il  s'agit 
de  Thaïes. 

Soit  à  mesurer  la  distance  du  point  A  au  point  B  inaccessible; 
on  élève,  sur  le  terrain,  à  AB  une  perpendiculaire  ACde  longueur 
quelconque,  que  l'on  divise  en  deux  parties  égales  au  point  D; 
en  C  on  élève  à  AC,  dans  la  direction  opposée  à  AB,  la  perpendi- 
culaire CE  jusqu'à  sa  rencontre  en  E  avec  la  droite  BD.  La  lon- 
gueur CE  que  l'on  mesure  sera  égale  à  la  longueur  cherchée. 


(')  Groniatici  veteres,  ex  rcccnsionc  Caroli  Lackmanni.  Berlin,  Rei mer,  1848, 

p.  285-286. 
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En  effet,  Ips  deux  triangles  ABU,  DCE  sont  i^gaiix  coinnit^  ujanl 
«lit  cAld  égal  (AD^=DC  par  construction)  compris  entre  deux 
ngics  égaux  cbacim  à  chacun.  Or  c.Vst  là  prt'cisément  le  tliéoréine 
uti  attribué  pur  Eudtrine  ù  Thaïes.  Quant  à  IVgalité  des  angles, 
lie  a  lieu  pour  ceux  en  \  et  E,  parce  qu'ils  sont  droits,  pour  ceux 
a  D,  parce  qu'ils  sont  opposés  par  le  sommel,  et  nous  retrouvons 
ncore  ini  un  autre  lliéoréine  que  nous  avons  vu  attribuer  à  Thah's. 
otrc  conjecture  reçoit  par  Iti  une  sérieuse  coulirmalion, 

7.  Des  autres  solutions  proposées  pour  représenter  le  procédé 
E  Tlialts,  je  rejette  celle  de  lirelsehneidcr,  parce  qu'elle  est  aussi 
eu  avantageuse,  qu'elle  n'est  pas  constatée  lusloriqucmenl, 
Brce  qu'enfin  elle  suppose  l'emploi  d'un  instrument  propre  à 
iscr  Kuiviint  un  angle  égal  à  un  angle  dunnc.  La  JluminU  varatto 
e  réclame  au  contraire  que  l'équerre,  les  jalons  et  les  instruments 
Ctar  la  mesure  des  longueurs,  c'est-à-dire  le  matériel  qu'ont 
DBsédé  les  iirpenteiirs  hien  avant  la  constitution  de  la  Science. 

J'écarte  la  solution  par  remploi  de  triangles  semblables,  parce 
U*elle  ne  se  retrouve  pas  cliec  les  ugrimenseurs  romains,  et  qu'il 
it  dés  Inrs  à  présumer  que  chet  les  Grecs  cette  solution  est 
'une  invention  relativement  récente  et  qu'elle  n'a  jamais  été  très 
tpandue  (').  .\  lu  vérité,  Plutarque  (-)  attribue  à  Thaïes  d'avoir 
icsupé  la  hauteur  des  pyramides  d'après  leur  ombre  comparée  à 
tite  d'un  bâton;  mais,  dans  cette  donnée,  Plutarque  est  l'écho 
fuo  condisciple  d'Eudénie,  non  pas  de  ce  dernier,  et  il  dénature 
rovcment  le  récit  primitir{'),  qui  d'une  part  suppose  l'égalité 
B  l'ombre  à  l'ubjol,  de  l'autre  n'indique  nullement  que  lesËgyp- 
ens.  maîtres  de  Tlialès,  ignorassent  ce  procédé  élémentaire. 

Quoique  la  solution,  rapportée  d'après  Hiéronyme  de  Rhodes, 
ippose  bien  une  certaine  notion  de  la  siindîtude,  on  doit  en  con- 
jure (fue  cette  nutîun  n'était  pas  encore  assez  familière  pour  être 


(■)  Il  n'ja  pai  i  s'en  dtonnCT,  la  Géodésie  a  dû  rester  lunglcmps  diins  la  ruiilinr, 
)  raiMn  de  sa  s^iuriUon  à'vtre.  la  (l^om^-trie.  L'cmplnî  dct  triangles  AcmlilablM 
ir  le  icrnin  ic  trouve  au  mie  indit|ué  dam  le  TraitÉ  de  la  Dioptre  de  Héron 
Aleuiudrie  enmnie  dam  le*  C«(e>  de  Settus  Juliu»  Afrlcanus. 
<•)  Sirpt.  Snp.  Conviv-ii.  Didot,  H.  17^,  Sg. 

4*)  tHogine  Loiret,  1,37.  «  Uiéronxiue  (de  Hliodui.}  dit  qu'il  uuaura  ki  |ijra- 
Âlc*  en  obMrvini  ronbie,  iiaind  dl«  noni  »l  rg^lr.  » 
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appliquée  d'une  façon  réellement  pratique  à  la  mesure  d'une  hau- 
teur verticale,  et  c'est  bien  ainsi  sans  doute  que  nous  devons  nous 
représenter  cette  notion  soit  chez  les  Egyptiens,  soit  chez  Thaïes, 
La  notion  de  la  similitude  est  incontestablement  une  des  pre- 
mières que  l'homme  ait  acquise;  mais  elle  est  restée  longtemps 
concrète  dans  les  arts  du  dessin  ou  de  la  construction,  et  c'est 
ainsi  qu'elle  nous  apparaît  en  fait  dans  le  papyrus  mathématique 
d'Eisenlohr  (*),  lorsque  nous  y  voyons,  par  exemple,  calculer 
l'arête  d'une  pyramide  d'après  son  rapport  à  sa  projection  sur  la 
base.  Si  précise  que  nous  semble  déjà  cette  notion  de  la  similitude, 
il  y  avait  un  pas  immense  à  faire  avant  de  l'appliquer  à  des  pro- 
blèmes pratiques  d'une  autre  nature,  soit  sur  le  terrain  dans 
l'arpentage,  soit  même  pour  des  mesures  par  les  ombres.  Il  fallait 
rendre  d'abord  cette  notion  purement  abstraite,  puis  lui  donner 
les  diverses  formes  concrètes  dont  elle  est  susceptible.  Ce  pas  ne 
semble  avoir  été  fait  que  par  les  Grecs  et  cela  probablement  après 
Thaïes  (2). 

8.  Deux  des  théorèmes  attribués  à  ce  dernier  par  Eudème  se 
trouvent,  dans  notre  conjecture,  rattachés,  comme  on  l'a  vu,  à  un 
problème  pratique  concret  (alaOr.Ttxwxcpov).  Mais,  d'après  le  résume 
historique  de  Proclus,  Eudème  avait  connaissance,  par  la  tradition, 
au  moins  d'une  autre  question  traitée  par  Thaïes  d'une  façon  plus 
abstraite  (xa6oXixo)T£pov).  Est-il  donc  possible  de  rattacher  à  un  seul 
problème  abstrait  les  deux  autres  propositions  citées  par  Eudème? 

Il  me  le  semble,  si  l'on  fait  intervenir  la  dernière  donnée  précise 
que  nous  possédions  sur  les  travaux  géométriques  de  Thaïes,  et 
que  nous  a  conservée  Diogène  Laërce(l,  24).  «  Pajmphila  (compi- 
latrice  de  la  fin  du  i"  siècle  après  J.-C.)  dit  qu'il  apprit  la  Géomé- 
trie chez  les  Egyptiens,  que  le  premier  il  inscrivit  le  triangle  rec- 
tangle dans  le  demi-cercle,  et  qu'à  cette  occasion  il  sacrifia  un 
bœuf.  D'autres,  par  exemple  ApoUodore  le  logisticien,  attribuent 
ce  trait  à  Pythagore  ». 


(')  Voir  ringcnicuse  conjecture  de  M.  Cantor  :  Ueber  den  sogenannten  Seqt 
der  aegyptiscken  MathematiUer  {Sitzb.  der  A.  Akad.  der  Wissenscli.  Wien.  XC, 
1884). 

(')  La  mesure  d'une  hauteur  verticale  suivant  le  prorcd»*  indiqué  par  Plutarque 
se  trouve  en  tout  cas  dans  les  Optiques  d'Kuclidr-.  uj. 
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Il  s'agit  évidemment,  soit  de  la  propriété  du  demi-cercle  que 
31-isles  angles  qui  y  sont  inscrits  sont  droits,  soit  de  la  réciproque 
ue  la  demi-circonférence  est  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
ioiît  les  côtés  passent  par  les  extrémités  du  diamètre  (*).  Mais 
es  deux  propositions  se  tiennent  d'assez  près  pour  que  Ton  n'ait 
>as  à  faire  de  distinction  entre  elles;  et  il  semble  que  Thaïes  a  pu 
f  être  conduit  en  se  proposant  de  construire  sur  le  terrain  un 
Lriangle  rectangle  dont  l'hypolénuse  est  donnée  de  position,  et  un 
côté  de  l'angle  droit  donné  de  longueur  seulement  :  problème  pra- 
tique, mais  conçu  sous  forme  abstraite. 

La  donnée  de  Pamphila  peut  parfaitement  provenir  d'Eudème, 
car  Proclus  n'avait  pas  à  parler  de  la  proposition  dont  il  s'agit 
dans  son  commentaire  sur  le  V^  Livre  d'Euclide.  Quant  à  la 
légende  sur  le  sacrifice  d'un  bœuf,  elle  peut  venir  d'une  autre 
source;  en  tout  cas,  celle  qui  attribue  ce  sacrifice  à  Pythagore  ne 
concernait  certainement  pas  le  même  théorème,  quoi  que  semble 
dire  Diogène  Laërce  ;  mais  nous  n'avons  pas  à  nous  y  arrêter  pour 
le  momenl. 

On  conclut  généralement  du  témoignage  de  Pamphila  que  Thaïes 
connaissait  l'égalité  à  deux  droits  de  la  somme  des  angles  d'un 
triangle;  mais  il  est  essentiel  d'observer  qu'Eudème  ne  tirait  nulle- 
ment la  même  conclusion.  D'après  Proclus  (p.  879),  il  attribuait 
formellement  aux  Pythagoriciens  la  découverte  de  ce  théorème 
et  reproduisait  leur  démonstration,  analogue  à  la  nôtre.  A  la  vérité, 
dans  Eutocius  sur  Apollonius  (p.  9),  Geminus  s'exprime  comme 
suit,  en  comparant  à  ce  qui  s'est  passé  pour  ce  théorème  l'histoire 
de  l'invention  des  coniques  :  «  Les  anciens  ont  considéré  les  deux 
droits  d'abord  pour  chaque  espèce  de  triangle,  en  premier  lieu 
l'équilatéral,  en  second  lieu  l'isoscèle,  en  troisième  lieu  le  scalène; 
ceux  qui  vinrent  ensuite  ont  démontré  généralement  le  théorème, 
que  dans  tout  triangle  la  somme  des  trois  angles  intérieurs  est 
égale  à  deux  droits.  » 

On  a  admis  que  la  démonstration  des  trois  cas  appartenait  à 
Thaïes  et  le  théorème  général  aux  Pythagoriciens.  Mais  cette  con- 
clusion   est  insoutenable,   du  moment  où    tous  les  témoignages 


(')  En  parlant  ici  de    lieu,  j'emploie  une  nolion  qui    n'a  évidemment  été  pré- 
cisée ({ue  bien  plus  tard. 
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concordent  pout  établir  que  ni  Geminus  ni  Eudème  n'ont  eu 
entre  leurs  mains  aucun  écrit  géométrique  remontant  à  Thaïes, 
que  la  tradition  qui  le  concernait  avait  seulement  conservé  des 
solutions  de  problèmes  pratiques,  sans  raisonnements.  Ce  qu'il 
faut  dire  simplement,  c'est  que  dans  l'Ouvrage  géométrique  des 
Pythagoriciens,  la  démonslralion  était  faite  pour  les  trois  cas,  que 
plus  tard  les  deux  premiers  auront  été  supprimés  comme  inutiles. 

Nous  ne  pouvons  pas,  en  somme,  juger  ce  que  connaissait 
Thaïes,  ni  ce  qu'il  ignorait;  peut-être  sa  géométrie  dépassait-elle 
de  beaucoup  les  limites  que  lui  assignait  Eudème,  peut-être 
cependant  ne  comportait-elle  aucune  démonstration  en  forme; 
mais  la  question  n'est  pas  là.  Le  fait  est  que  si  la  donnée  relative 
à  la  propriété  du  demi-cercle  remonte  au  disciple  d'Aristote, 
celui-ci  devait  connaître  une  démonstration  qui  ne  s'appuyait  pas 
sur  le  théorème  de  la  somme  égale  à  deux  droits.  Mais  cette  dé- 
monstration ne  pouvait  évidemment  se  passer  des  deux  proposi- 
tions attribuées  à  Thaïes  et  relatives,  d'une  part  à  l'égalité  des  deux 
portions  du  cercle  séparées  par  le  diamètre,  de  l'autre  à  l'égalité 
des  angles  à  la  base  d'un  triangle  isoscèle  (*), 

Je  crois  avoir  ainsi  accompli  la  tâche  que  je  m'étais  proposée 
pour  Thaïes  ;  je  n'ai  point  cherché  à  déterminer  ce  qu'il  a  pu 
savoir,  mais  bien  à  préciser  comment  s'est  formée  la  tradition  qui 
concerne  ses  travaux  géométriques;  j'ai  montré  qu'elle  se  réduit 
probablement  à  deux  données  relatives  à  des  solutions  de  pro- 
blèmes pratiques  et  trop  simples  d'ailleurs  pour  qu'on  en  puisse 
tirer  des  conclusions  assurées. 


(')  Si  dans  un  cercle  dont  AB  est  le  diamètre,  on  mène  par  le  centre  O  un 
autre  diamètre  COD,  il  est  facile,  avec  les  deux  propositions  précitées,  et  en  ad- 
mettant l'égalité  des  angles  opposés  par  le  sommet,  théorème  attribué  à  Thaïes 
par  Kudème,  de  démontrer  que  dans  le  quadrilatère  ACBD  les  quatre  angles  sont 
égaux  et  les  côtés  opposés  égaux  entre  eux.  Or  on  a  très  bien  pu,  à  l'époque  donl 
il  s'agit,  définir  le  rectangle  d'après  ces  propriétés. 
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^HOTTl  BIAKCO.  —   Ir.  i>HODl.eUA  MKccanicd  oell*  figura  dblm  Ikehia. 
0  prima,  I  vol.  in-8°,  3oa  p.;  1880;  l'aria  Heu undo,  Libr»  primo,  1  vol. 
S«i-8*.  186  p.:  i885;  Florence,  Turiu,  Rome,  Bocca  fr^^es. 

Lii  première  Partie  tle  l'Ouvrage  que  pulilîc  M.  Hî;mco  csL  rtiii- 

I  î  c  presque  entièrement  par  le  développement  des  théories  mathé- 

■ï^atiques  nécessaires  pour  l'élude  du  problème  physique  qui  esl 

Sï>ti  principal  objet,  iJeiix  Cliapitres  soniconsacré.t  aux  propriété'» 

|"*CB  [iltis  importantes  du  potentiel,  deux  autres  ati   problème  de 

ratlTriction  des  ellipsoïdes.  Ce  dernier  problème  est  traité  par  In 

UétbodG  de  Gauss  modifiée  et.  dan«  quelque  mesure,  simplifiée 

par  SomofT;   »ii  reste,  d'aprùs  M.  Heine,    Gouss  aurait  aussi  în- 

niqné  celte  modiHcslion  dans  son  enseignement  oral.  M.  Bianco 

mcvcloppe  ensuite  la  solution  que  l'on  doit  à  Chastes.  Les  deux 

Mpîtres  suivants  se  rapportent  aux  ronctionssphériques;  Tautcur 

élaiilit  les  propriétés  élémentaires  et  démontre,  d'après  Lejeune- 

richlet,  les  propositions  relatives  au  développement  des  fonc- 

s  en  séries  de  fonctions  sphériques.  Dans  leChapilrc  suivant 

I   tpailt-  de  l'attraction  par  un  sphéroïde,  dans  le  cas  général, 

s  le  cas  où  le  sphéroïde  est  homogène,  dans  le  eas  cnlin  od  le 

thyroïde  est  composé  de  eouches  homogènes,  la  densiti!  variant 

B  couche  k  l'autre.   Dans  le  dernier  Ghapître  du  Volume  sont 

ibordées  d'intéressantes  applications  physiques;  après  avoir  cal- 

i  l'attraction  due  à   un  prisme  long  et  étroit,  M.  Bianco  ap- 

[lie  les  résultats  trouvés  au  massif  de  l'Himalaya;  les  nombres 

a'il  trouve   concordent  suffisamment  avec   les  valeurs  fournies 

wr  l'expérience   pour    la   déviation  du    pendule;    de   même,    les 

brraulcs  relatives  à  l'atlraclion  causée  par  un  disque  circulaire 

K  hauteur  donnée  et  de  grande  étendue  Irouvcut  leur  application 

S  l'élude  des  phénomènes  de  déviation  observés  k  Moscou.  Au 

e,  l'auteur  développe  dans  ce  Chapitre  les  diverses  méthodes 

e  l'on  peut  employer  pour  calculer  les  alli-actinns  dues  auk  irré- 

ularités  de  la  surface  terrestre;  on  trouvera  en  particulier  le  ré- 

é  des  recherches  de  Young  et  de  Pratt  sur  ce  sujet. 

Le  premier  Livre  de  la  seconde  Partie  est  seul  paru .  il  con- 

itull.  dtt  Scitneet  mallicm.,  i'  siriv,  t.  \.  (Juin  i(>8K.)  ii 
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lient  trois  Chapitres.  Le  Chapitre  1  se  rapporte  aux  figures  d'é- 
quilibre d'une  masse  fluide  homogène  animée  d'un  mouvement 
de  rotation.  Après  avoir  rappelé  la  solution  donnée  par  Hujgens, 
dans  le  cas  d'une  force  centrale  constante,  M.  Bianco  étudie,  d'après 
Jacobi  et  d'après  Laplace,  le  cas  d'un  ellipsoïde  de  révolution; 
d'après  Liouville,  le  cas  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux;  les 
résultats  de  la  discussion  sont  résumés  dans  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu^une  masse  homogène,  de  densité  p,  tournant  avec  la 
vitesse  constante  «v,  admette  un  ellipsoïde  comme  figure  d^  équi- 
libre, il  est  nécessaire  que  la,  quantité  v  =  —  soit  comprise 

entre  les  limites  zéro  et  v'=:  0,2246;  à  toute  valeur  de  v  com- 
prise entre  zéro  e^  ^0  =  0,1871 1  correspondent  deux  ellipsoïdes 
de  révolution  aplatis  et  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux; 
pour  (?  =  ^>0  7  V ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  se  confond  avec 
un  des  ellipsoïdes  de  révolution  ;  pour  v  >  c^o»  on  a  deux  ellip- 
soïdes de  révolution  qui  coïncident  à  la  limite  v  =  v'\  pour  les 
valeurs  de  v  supérieures  à  v',  V ellipsoïde  ne  peut  plus  être  une 
figure  d^ équilibre. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  la  recherche  de  la  figure  d'é- 
quilibre d'une  masse  fluide  hétérogène  de  constitution  donnée, 
dont  la  forme  difl<ère  peu  d'une  sphère,  et  qui  est  animée  d'un 
mouvement  de  rotation.  Après  avoir  donné  l'équation  qui  déter- 
mine la  figure  d'équilibre  dans  le  cas  le  plus  général,  en  suppo- 
sant toutefois  qu'on  puisse  négliger  les  actions  extérieures, 
M.  Bianco  montre,  d'après  Laplace  et  Poisson,  que  si  le  sphéroïde 
était  homogène,  la  seule  figure  d'équilibre  possible  serait  celle 
d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati;  il  passe  ensuite  au  cas  d'un 
sphéroïde  composé  de  couches  homogènes  peu  difliérentes  d'iine 
sphère  et  dont  la  densité  va  en  croissant  à  mesure  qu'on  se  rap- 
proche du  centre  ;  les  résultats  obtenus  par  Clairaut  et  par  Laplace, 
et  les  recherches  ultérieures  faites  dans  la  même  direction,  sont 
développés  avec  détails  et  comparés  avec  les  nombres  déduits  de 
l'expérience. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  se  rapporte  à  la  détermination  de  la 
densité  moyenne  de  la  Terre.  Les  principales  expériences  faites 
pour  cet  objet  sont  relatées  et  disculées  avec  soin. 
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M.   Bianco  a  joint  à   son  exposition  de  nombreux  renseigne- 
ments bibliographiques  et  historiques.  J.  T. 


DECOMMINES  DE  MARSILLY.  —  Les  lois  de  la  matière.  Essais  de  Méca- 
nique moléculaire,  i  vol.  in-4*';  i^^  p*  Paris,  Gauthier- Villars,   1884. 

Sous  ce  titre,  l'auteur  publie  un  essai  d'explication  des  phéno- 
mènes matériels  par  Thypothèse  des  forces  centrales.  C'est  essen- 
tiellement l'étude  des  forces  élastiques  développées  à  l'intérieur  des 
corps  qu'il  a  en  vue.  Les  corps  sont  supposés  formés  de  molécules, 
constituées  en  assemblages  réguliers;  les  molécules  sont  des  réu- 
nions d'atomes  qu'on  peut  regarder  comme  des  points  géomé- 
triques. Les  actions  moléculaires  doivent  être,  d'après  M.  de  Mar- 
siUy,  attribuées  à  des  attractions  ou  répulsions  en  raison  inverse 
de  puissances  au  moins  égales  à  cinq;  on  n'a  pas  le  droit,  dans  le 
calcul  des  actions  moléculaires,  de  négliger  les  dimensions  des  . 
molécules. 
L'Ouvrage  est  divisé  en  cinq  Sections  : 

Sectioiï  L  —  Préliminaires. 

Sectiow  il  —  Forces  élastiques,  première  étude. 

Section  IIL  —  Forces  élastiques,  nouveaux  développements. 
Approximations,  expressions  complètes  des  forces  élastiques. 

Section  IV.  —  Équations  de  l^équilibre  et  du  mouvement. 
Mouvement  des  centres  de  gravité;  équations  des  moments  et 
des  forces  vives;  résultats. 

Section  V.  —  Approximation  des  équations  d'équilibre  et 
^mouvement.  J.  T. 


SANG.  —  A  NBw  Table  of  sbven-place  logarithms  dp  all  numbers  conti- 
NCOUSLT  up  to  200000.  Williams  and  Norgate,  London,  i883. 

La  Table  des  logarithmes  des  nombres  à  sept  décimales  de 
M.  Sang  diflfôre  des  Tables  publiées  jusqu'à  ce  jour  en  ce  qu'elle 
donne  immédiatement  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  depuis 
'  Jusqu'à  200000. 


iJ2  PKEMIÈRE   PARTIE. 

Si  la  disposition  adoptée  par  M.  Sang  double  le  volume  de  la 
Table,  elle  rend,  en  revanche,  l'interpolation  beaucoup  plus  com- 
mode, la  différence  de  deux  logarithmes  consécutifs  ne  pouvant, 
maintenant,  aller  que  jusqu^à  lii^. 

On  sait  que  la  première  ïable  de  logarithmes  est  le  Canon  mi- 
vificus  (i6i4)de  John  Nepair  qui  ne  contient,  cependant,  que  les 
logarithmes  hyperboliques  des  fonctions  trigonomélriques.  Les 
logarithmes  vulgaires  des  nombres  depuis  loooo  jusqu'à  îioooo 
et  de  90000  à  100000  ont  été  calculés  avec  quatorze  décimales 
par  Briggs  qui  les  publia,  en  1624,  dans  son  Arithni^tica  loga- 
rithmica.  Enfin  Adriaen  Vlack  combla  la  lacune  laissée  par 
Briggs  et  calcula  à  dix  décimales  les  logarithmes  des  nombres  de 
20000  à  90000  qui  parurent  en  1628,  dans  son  Arithmetica  lo- 
ga  rithmica. 

C'est  à  cela  que  se  bornait  le  travail  des  calculateurs  de  Tables 
de  logarithmes  de  nombres  jusqu'à  l'apparition  de  l'Ouvrage  de 
M.  Sang,  si  l'on  excepte  toutefois  l'extension  à  108000,  qu'on 
trouve  dans  les  Tables  de  Callet.  Les  éditeurs  de  Tables  nouvelles 
ont  donc  d'habitude  recours,  soit  à  l'Ouvrage  de  Vlack,  soit  à  la 
nouvelle  édition  qu'en  donna  Vega  en  1794  sous  le  titre  de  Thé- 
saurus logarithnioruni,  en  se  bornant  à  pousser  plus  loin  le 
calcul  des  logarithmes  qui  se  terminent  par  5oo  dans  Vega.  Comme 
d'ailleurs  il  n'y  a  que  92  logarithmes  de  ce  genre  dans  le  Thé- 
saurus, le  calcul  en  est  fait  depuis  longtemps  par  Bremiker  et  par 
d'autres  calculateurs.  Pour  construire  sa  Table,  M.  Sang  a  eu,  par 
conséquent,  à  calculer  presque  100  000  nouveaux  logarithmes. 

Il  est  vrai  que  les  logarithmes  des  nombres  composés  pouvaient 
s'obtenir  facilement  à  l'aide  de  logarithmes  déjà  connus,  de  sorte 
qu'il  aurait  suffi  de  calculer  les  logarithmes  des  8892  nombres 
premiers  qui  se  trouvent  entre  100 000  et  200000.  M.  Sang  a 
préféré  procéder  autrement.  Il  a  calculé  d'abord  une  Table  des 
logarithmes  de  tous  les  nombres  premiers  jusqu'à  10087,  ^  vingt- 
huit  décimales.  De  cette  Table,  il  en  a  déduit,  par  addition,  une 
autre  donnant  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  jusqu'à  loooo, 
à  vingt-huit  décimales.  Une  Table  analogue  a  été  construite  par 
M.  Sang  pour  tous  les  nombres  composés  depuis  loooo  jusqu'à 
20000.  Enfin,  des  deux  dernières  Tables,  M.  Sang  a  déduit,  par 
interpolation,  une  nouvelle  Table  donnant  à  quinze  décimales  les 
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logarithmes  de  tous  Jes  nombres  depuis  loocoo  jusqu'à  S^oooo. 
Quant  aux  logarithmes  des  nombres  de  S^ooo  à  looooo,  M.  Sang 
les  a  empruntés  à  l'Ouvrage  de  Vlack.  Ce  dernier  a  même  manqué 
d'induire  M.  Sang  en  erreur  pour  les  logarithmes  des  nombres 
38962  et  52943,  mais  dans  le  tirage  que  nous  possédons  ces  erreurs 
sont  déjà  corrigées.  On  voit  que  M.  Sang  a  fait  un  travail  consi- 
dérable, et  tous  ceux  qui  ont  souvent  l'occasion  de  se  servir  de 
logarithmes  lui  en  seront  reconnaissants. 

Quant  à  l'extérieur,  ce  qui  distingue  la  Table  de  M.  Sang,  c'est 
l'absence  des  filets  qu'on  trouve  dans  les  autres  Tables,  soit  pour 
séparer  les  colonnes  de  chiffres,  soit  pour  séparer  les  lignes  de 
cinq  en  cinq  ou  de  dix  en  dix.  Chez  M.  Sang,  tous  les  chiffres 
d'une  page  sont  entourés  d'un  cadre  rectangulaire,  puis  il  y  a 
encore  un  filet  vertical  pour  séparer  les  parties  proportionnelles 
do  reste  des  chiffres.  Comme  le  format  est  un  grand  in-8'*  et  que, 
par  conséquent,  on  a  pu  laisser  beaucoup  de  blanc  entre  les  co- 
lonnes et  entre  les  lignes,  nous  trouvons  cet  arrangement  fort 
commode.  L'auteur  a  fait  précéder  les  trois  premiers  chiffres  du 
logarithme  d'une  virgule  retournée.  Cette  virgule  nous  semble 
complètement  inutile  :  tout  le  monde  sait  que  c'est  la  mantisse 
d'un  logarithme  qu'on  trouve  dans  les  Tables.  Pour  indiquer  que 
le  troisième  chiffre  du  logarithme  change,  M.  Sang  remplace  le 
<|ualrième  chiffre,  quand  c'est  zéro,  par  la  nokta  arabe,  c'est- 
^ire  un  losange  noir.  Ce  signe  ne  nous  semble  pas  bien  choisi, 
h  objet  d'un  pareil  signe  est  d'avertir  le  calculateur  quand  l'œil 
est  déjà  fixé  sur  le  logarithme  cherché,  et  non  pas  de  distraire 
'âlteution  quand  on  est  encore  à  parcourir  la  page  à  la  recherche 
du  logarithme.  Nous  aurions  donc  voulu  que  l'auteur  se  fût 
conformé  au  désir  exprimé  tant  de  fois  par  Gauss  et  qu'il  eût 
*"Pprimé  ce  signe  ou  du  moins  qu'il  l'eût  remplacé  par  un 
autre  beaucoup  moins  visible.  Pour  le  reste,  l'auteur  nous  semble 
5  être  bien  pénétré  du  superjlua  nocent  de  Gauss,  et  c'est  ainsi 
^uon  ne  voit  dans  sa  Table  ni  de  ces  arguments  surchargés  qui 
"^ïïdenl  si  incommodes  les  Tables  de  Callet,  ni  de  conversion  de 
secondes  en  degrés  au  bas  de  la  page,  ce  qui  aurait  grossi  le  formai 
^"  diminué  la  marge.  Nous  aurions  voulu  que  l'auteur  eût 
poussé  encore  plus  loin  le  superjlua  nocent  de  Gauss  et  qu'il 
^"ï  supprimé  la  pagination  qui  est  bien  inutile  dans  une  Table 


i34  PREMIÈRE  PARTIE. 

de  logarithmes.  Chez  M.  Sang  le  numéro  de  la  page  se  trouve 
dans  rintérieur  du  cadre  rectangulaire  que  nous  avons  décrit  plus 
haut  et  y  semble  être  bien  peu  à  sa  place. 

Quant  à  l'exécution  typographique,  elle  ne  laisse  rien  à  désirer. 
L'Ouvrage  n'est  pas  imprimé  en  eizévir;  mais,  comme  les  carac- 
tères sont  grands  et  qu'on  a  laissé  beaucoup  d'espace  entre  les 
chiffres,  il  n'en  est  résulté  aucun  inconvénient,  et  l'Ouvrage  est 
facile  à  lire.  Le  papier  est  très  blanc,  trop  blanc  peut-être;  un 
papier  de  couleur  aurait  fatigué  moins  les  yeux. 

Il  reste  à  nous  rendre  compte  de  l'exactitude  de  la  Table  et 
l'attention  doit  naturellement  se  porter  sur  la  partie  qui  appartient 
à  M.  Sang  en  propre,  c'est-à-dire  sur  la  seconde  centaine  de  mille. 
Nous  avons  eu  recours  au  procédé  suivant.  En  remarquant  qu'on  a 

loga  =  0,3010299957 

et  en  désignant  par  2  x  un  nombre  pair  dont  le  logarithme  se  trouve 
dans  la  Table  de  M.  Sang,  il  est  évident  que  la  septième  décimale 
de  log2jJ  dans  l'Ouvrage  de  M.  Sang  sera  identique  à  la  septième 
décimale  de  logx  dans  Vega  quand  les  trois  dernières  décimales 
de  logx  forment  un  nombre  inférieur  à  543.  Quand  ce  nombre 
est  supérieur  à  543,  la  septième  décimale  de  log2X,  chez  M.  Sang, 
doit  surpasser  d'une  unité  la  septième  décimale  de  log:r  dans 
Vega.  Enfin,  quand  logo:,  dans  Vega,  se  termine  par  543,  il  y  a 
doute.  Nous  avons  ainsi  collationné  les  logarithmes  des  nombres 
iSoooo,  i5ooo2,  i5ooo4,  ...,  1 52 000  chez  M.  Sang,  sur  les 
logarithmes  des  nombres  ^Sooo,  75001,^5002,  ...,  76000  dans 
Vega  et  nous  n'avons  jamais  trouvé  M.  Sang  en  défaut. 

Malgré  les  quelques  imperfections  sur  lesquelles  nous  avons 
insisté  un  peu  trop,  peut-être,  dans  les  pages  précédentes,  on  voit 
que  M.  Sang  a  rempli  un  desideratum,  celui  de  fournir  aux  calcu- 
lateurs une  Table  des  logarithmes  des  nombres  non  encombrée  de 
choses  superflues  qui  en  auraient  rendu  l'emploi  peu  commode. 

J.  P. 
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CASEY  (J.).  —  A  Trbatise  ON  the  analytical  Geometry  of  the  point, 
UNE,  ciRCLE  AND  coNic  SECTIONS,  containing  an  account  of  ils  most  récent 
extensions  with  numerous  examples,  i  vol.  in-12;  827  p.  Dublin,  Hodges 
and  C%  i885. 

Les  lecteurs  trouveront  dans  ce  petit  Livre,  tout  élémentaire,  les 
qualités  habituelles  des  écrits  de  M.  Casey.  Les  démonstrations  y 
sont  toujours  d'une  rare  élégance;  quelques-unes,  particulièrement 
originales,  avaient  déjà  été  publiées  par  l'auteur,  celles  par  exemple 
qui  concernent  Téquation  d'un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés 
et  la  décomposition  du  tact-invariant  de  deux  coniques  en  un 
produit  de  six  rapports  anharmoniques.  M.  Casey  a  réuni  dans  son 
Livre  les  principaux  résultats  des  études  sur  le  triangle  récemment 
faites  par  MM.  Brocard,  Neuberg,  Lemoine,  M'Cay  et  Tucker. 
Les  applications  et  les  exemples  sont  extrêmement  nombreux  et 
souvent  très  intéressants.  J.  T. 


MÉLANGES. 

SUR  LA  REPRËSENTATION  ASTMPTOTIQUE  DE  LA  VALEUR  NUMÉRIQUE 
OU  DE  LA  PARTIE  ENTIÈRE  DES  NOMBRES  DE  BERNOULLI  ; 

Par  m.  LIPSCHITZ. 

Si  l'on  forme,  pour  les  nombres  successifs  de  Bernoulli  B;„, 
Téquation,  due  à  Clausen  et  von  Staudt, 

(— i)'«B,„=  A,„-h  -  -^  -  ■+"  3  -^•••-+-  X' 

où  Am  désigne  un  nombre  entier  et  où  a,  [3,  ).,...  sont  tous  les 
nombres  premiers  qui  font  im  divisible  par  (a  —  O^  (?  —  0'  •••' 
(X  —  i),  on  peut  observer  que  A;;^  pour  les  six  premières  valeurs 
de  m  est  égal  à  l'unité  négative,  tandis  que  la  valeur  de  K^,  pour 
les  valeurs  suivantes  de  m  devient  positive  ou  négative,  selon  que  m 
est  pair  ou  impair»  Ladi}€  \  suit  directement  de  Téquation 
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mentionnée  au  cas  des  valeurs  impaires  de  m.  En  cherchant  à  la 
démontrer  pour  les  valeurs  paires,  j'ai  été  conduit  à  un  procédé 
qui  donne  en  même  temps  une  représentation  asymptotique  de  la 
valeur  numérique  de  B;„  et  pareillement  de  la  partie  entière  dé- 
notée par  ( —  i)'"Aot. 

Étant  désignée,  selon  Riemann^  par  tj(5),  la  série 

où  la  partie  réelle  de  la  variable  complexe  s  doit  surpasser  Tunité 
positive,  on  a,  pour  les  valeurs  entières  et  paires  2  m  de  5,  Téquation 
connue 

dont  on  déduit  l'expression  de  ^m 


laquelle  a  été  employée  par  M.  Stern  dans  une  Note  intitulée  : 
Zur  Théorie  der  Bernoullischen  Zahlen  {BorchardCs  Journal 
f,  d,  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  92,  p.  349),  pour 
prouver  que  les  nombres  de  Bernoulli,  dès  l'indice  4»  vont  toujours 
en  croissant. 

Il  est  convenable  de  déterminer  ici  la  valeur  de  la  fonction 
r(2m)  à  l'aide  d'une  série  semi-convergente,  comme  la  série  de 
Stirling.  Mais  on  a  raison  de  préférer  à  celle-ci  une  série  qui  en 
a  été  dérivée  par  Gauss  dans  les  Disquisitiones  générales  circa 

seriem   injinitani   \ -\ '-^ -\- ,  .  ,   et  dénotée  par  (09).  Après  v 

I  «Y 

avoir  remplacé  la  variable  z  par  s  —  -,  la  caractéristique  11(5 —  1) 
par  r(5),  l'équation  prend  la  forme  suivante  : 

\iy^V{s)  =  i  I0-27:  4-  (^5  -  i  )  log  (^  -  ^)  -  f  5  -  ^  j 

1/     '.Ji.is-i'^V     --âV  3.4  (.-ir^""*'* 

Pour  une  valeur  quelconque  complexe  de  5,  dont  la  partie 
réelle  est  supérieure  à  ->  on  peut  exprimer  le  reste  du  développe- 
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ment,  arrêté  à  un  terme  quelconque  par  une  intégrale  définie,  en 
faisant  usage  de  la  méthode  et  des  intégrales  définies  spéciales, 
dont  je  me  suis  servi  dans  un  Mémoire  :  Ueber  die  Darstellung 
gewisser  Functionen  durch  die  Euler^sche  Summenformel 
{^Borchardi s  Journal  f  ,  d,  reine  und  angewandte  Mathematik^ 
t.  56,  p.  II). 

On  sait  que,  la  partie  réelle  de  s  étant  supposée  positive,  le  lo- 
garithme naturel  de  T{s)  qui,  pour  une  valeur  réelle  de  5,  se 
change  dans  une  quantité  réelle,  est  déterminé  par  l'intégrale 
déûnie 


d'où  suit,  en  faisant  5  =  -  > 

'2 


e-y        e-y — e-^y\  dy 


D^ ailleurs,  on  a  les  équations 

(-0'»<-0-(— 0 

dans  la  dernière  la  partie  réelle  de  5 est  supposée  positive,  le 

logarithme  naturel  devient  réel  pour  une  variable  réelle  s.  Toutes 
ces  équations  étant  réunies,  vient  le  résultat 

logr(5)  =  i|0g2r4-  ^5  -  ijlog(^-  ij  ^(^s-l^ 


*^o      \i-e-/       y)         y  ^' 


I.A:  terme  contenu  dans  une  parenthèse  sous  le  signe  intégral 
l  égal  pour  chaque  valeur  réelle  de  y  à  la  série  suivante,  où  A* 
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parcourl  tous  les  nombres  positifs  depuis  Funilé  jusqu^à  TinGni, 


1 


1      ^        ^^y  (-')^-*r  . 


En  développant  suivant  les  puissances  positives  de  j' jusqu'à  un 
certain  terme,  il  est  facile  d'ajouter  le  reste  exact  et  d'amener  le 
résultat 

_  1 

1 

Comme  la  partie  réelle  de  5 est  supposée  positive,  il  est  jus- 

tifîé  d'appliquer  l'équation 


/      vim^    \     t/^ dy  =  — - — ; —: 


d'où  découle  l'équation 


•>"  0        \  I  —  € 


-  Zï 

—  e-r      y  J        y        '^ 

(-1)^-»       I  yi(-i)^-»      r(3) 

i'^^-i  (2Â:7:)v    (,_i 


1 

Les  facteurs  des  puissances  négatives  de  la  quantité  s se 

déterminent  immédiatement  par  l'équation 

qui  donne 

^  (—1)^-1        /  I      \    (27:)«'«B,„ 


(  2  ^l  4-  I  ) 
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Od  trouve  donc  Téquation  qui  a  été  proposée  par  Gauss,  com- 
plétée par  le  reste  (—  1)'"+*  W;,^,, 

^  ^      \^  2«'«-V   (2m  — 1)2/11    (5  — I)»"»-» 

Il  faut  avoir  égard  au  fait  que,  dans  Tintégrale  définie  par  la- 
quelle est  représentée  W^+i,  le  facteur  de  la  fonction  exponen- 

lielle  6    ^    •'^    ,  c'est-à-dire  la  somme 


'1 


1 


a  une  valeur  toujours  positive.  Partant,  pour  les  valeurs  réelles 
de  5,  la  fonction  qui  se  trouve  sous  le  signe  intégral  est  également 
positive.  Pour  les  valeurs  complexes  de  5,  on  acquiert  le  module 
de  cette  fonction  en  remplaçant  la  variable  s  par  sa  partie  réelle  <r. 
En  outre,  on  est  facilement  persuadé  que,  dans  Téquation 


yi  (—  i)^-'         y^*^  ^  (—1)*-»    y^ff*  y^ 


1 


=.2 


(aAni;»"»  4A:«r« 
1 


la  seconde  série  à  gauche  a  de  même  une  valeur  positive.  En  con- 
séquence, pour  une  valeur  réelle  de  5,  la  fonction  qui  se  trouve 
dans  Wm-i-i  sous  le  signe  intégral  va  être  augmentée  si  Ton  substi- 
tue, au  lieu  de  la  série  infinie,  la  suivante  : 


/ l)^'~*       yïm 


2 


(2A:x)«'«  4A:«7r« 
1 


Pareillement,  pour  les  valeurs  complexes  de  a*,  le  module  de  la 
fonction  respective  est  augmenté  si  Ton  agit  pareillement.  Mais, 
si  Ton  fail  ainsi,  l'intégration  s'exécutera,  comme  dans  le  terme 
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général  du  développement,  et  Ton  conclut  que,  pour  une  valeur 
réelle  de  5,  la  quantité  positive  W;„+i  ne  peut  jamais  surpasser  la 
valeur 

qui  coïncide  avec  le  terme  le  plus  proche  du  dernier  du  déve- 
loppement, tandis  que  pour  une  valeur  complexe  de  s  le  module 
du  reste  ( —  i)"*"^*  W/w^i  ne  peut  jamais  être  supérieur  à  la  valeur 
de  l'expression 

/ i_\  B,„.4-i 1 

où  s  est  remplacé  par  sa  partie  réelle  o-. 

Dans  l'expression  de  B;„,  qui  va  être  étudiée,  la  fonction  V(^ini) 
est  divisée  par  la  puissance  (271)2'»,  j^  sorte  qu'il  faut  considérer 

le  logarithme  du  quotient  '  Or  il  me  semble  digne  d'atten- 

tion que  le  logarithme  du  quotients — ->  exprimé  à  l'aide  de  la 
série  présentement  déduite,  devient  égal  à  la  somme 

(-,-^i)lo6.7:-f.(,-^)log(.-l)-(*-i) 

V  2/    1.2    5—1 

qui  s'accuse  composée  purement  de  fonctions  très  simples  de  la 

combinaison  s •  C'est  ledit  quotient  qui  entre  dans  la  relation 

par  laquelle  Kiemann,  après  avoir  défini  la  fonction  Ç(5)  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  complexe  5,  a  pu  réduire  ^(i  —  s) 
à  Ç(5).  Cette  relation,  commeje  l'ai  fait  remarquer  dans  un  travail  : 
Beitrâge  zu  der  Kenntniss  der  Bernoullischen  Zahlen  {Jour^ 
nal  /.  Mathematikj  t.  96,  p.  16),  peut  être  énoncée  ainsi  : 

Ç(l-*)  =  2C0s/^-5^    P^X,(S), 
^^  '  \lL      I    (271)*^        ^ 

L'expression  indiquée  du   logarithme  du  quotient  j-^ — -  étani 
juste  pour    cliaque   valeur   de   6\   dont    la  partie    réelle    surpasse 
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l^unité  positive,  et  ^(s)  pour  toutes  ces  valeurs  étant  défini  par 

la  série  originale,  ladite  équation  peut  servir  à  déterminer  Ç(i  —  s) 

pan  ou  t  où  la  partie  réelle  de  l'argument  Ç(i  —  s)  est  négative. 

C'est  dans  le  même  lieu  que  j'ai  proposé  et  démontré  les  deux 

théorèmes  sur  les  nombres  de  Bernoulli,  que  pour  chaque  nombre 

^  'e  produit  a^'^(a^'^ —  i)B;„,  et  que  pour  chaque  couple  de  deux 

'^ombres  premiers  entre  eux,  a  et  b,  le  produit  (a^'" —  \)(b^"* —  i)B,„ 

^st  égal  à  un  multiple  du  nombre  am.  En  publiant  ce  Mémoire,  je 

'^  ^î  pas  eu  connaissance  du  fait,  que  je  tiens  à  constater  main- 

^'^ant,  que  le  premier  des  deux  théorèmes  a  été  énoncé  et  prouvé 

P^i»  M.  Sylvester  dans  le  London  and  Edinburgh  Philosophical 

'^^^^gazine,  vol.  21,  febr.  1861. 

tour  la  valeur  réelle  5  =  a/w,  le  développement 


{  im ) ;    ±.  .  . 


^^^tiit  de  la  propriété  déjà  relevée  que,  si  Ton  prend  seulement  un 

^^^mbre  fini  de  termes  successifs,  l'erreur  commise  sera  du  même 

^^çne  que  le  terme  qui  suit  le  dernier  terme  pris  et  ne  surpassera 

Jamais  la  valeur  absolue  de  celui-ci.  Il  est  donc  clair  que,  dansl'ex- 

l^ï*ession  de  B;„,  que  j'écris  maintenant  ainsi 

^^n  peut  assigner  pour  la  fonction  exponentielle  une  expression 
^ï*op  petite  ou  trop  grande,  dont  le  rapport  sera  aussi  approché  de 
l^unité  que  l'on  voudra.  D'un  autre  côté,  puisque  la  série 

Ç(2m)  =  I 


2«//«         3  «/M 


ne  contient  que  des  termes  positifs,  et  que  la  somme  commen('<*c 
par  un  terme  quelconque 


(aH-i)*'«        (a -h  2)*"* 

a  une  valeur  plus  petite  que  l'intégrale 

^  dx  1  i 


J        J72m  -2  7/1  —  1    «tw-i* 
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la  valeur  de  Ç(2m)  sera  renfermée  par  les  deux  inégalités 

La  valeur  numérique  de  B^  pour  des  valeurs  de  m  assez  grandes 
est  donc  contenue  entre  deux  limites,  dont  le  rapport  peut  être  rap- 
proché de  l'unité  à  volonté,  et  les  représentations  asymptotiques 
respectives  y  sont  fournies  par  l'usage  de  la  série  semi-convergente 

pour  log  I  l^  1 9  dont  les  termes   successifs  contiennent  les 

nombres  de  Bernoulli  eux-mêmes  selon  leur  ordre. 

En  coupant  les  deux  développements  dès  leurs  premiers  termes 
décroissants,  viennent  les  deux  inégalités 


Sm —  - 


/arn  —  n         «/        2/n-M      i    \ 
\     aire    /  \        2/n— I   2*"*/ 


1        1 

1    — rr 


La  seconde  suffit  à  prouver  la  propriété  énoncée  des  nombres 
entiers  A;„,  que  pour  chaque  nombre  pair,  qui  est  plus  grand  que 
le  nombre  six,  la  valeur  de  A;,,  est  positive. 

Évidemment,  dans  Téquation 

/  N^D  A  f  I  I  I 

(— l)'«B;„=  A;nH \ h  Q  H-...-+- Y» 

2        a        p  A 

le  nombre  premier  le  plus  grand  X  au  plus  peut  être  égal  à  î2  m  4-  i . 
Partant,  on  a 


I        I        I 

I  ^  I         I 

-H H  ^  H-.  . 

A       2          3 

2        a        p 

2m  -h  I 


puis,  parce  que  la  somme  à  droite  a  une  valeur  plus  petite  que 
log(2m4-i), 


1 

2 


-  -t-  75  H-.  .  .-h  r   <  l0g(2/n-hl). 
a        p  A 


La  proposition  indiquée  sera  donc  prouvée  aussitôt  qu'il  sera 
démontré  que,  pour  /w>  8,  vaut  l'inégalité 

logB,,,— loglog(2/w  -^i)>  o. 
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Mais  de  rinégalilé  marquée  on  conclut  la  suivante  : 

^ogBfn —  log  log(2m  -h  i)  >  log4/n  —  (  im )  logair 

+  (.m--i)log(.m-i)-(am-i)-i^^-^ 
-l-logn-i-^j  —  loglog(am-+-i). 

L'argument  a  m  étant  remplacé  derechef  par  5,  je  désignerai 
l'expression  à  droite  par  F (5)  et  ferai  voir  que  cette  fonction 
reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  5,  qui  sont  ^8. 

En  effet,  Féquation 

F(5)  =  log25  _  ^5  -  1)  log:>.r  h-  (^^  -  ^)  log  ^5  -  i  j  -  (^5  -  ij 


donne  par  la  différentiation 

dV{s) 


F(s)        I       ,  ,      /         '\        I  ï 

ds  s  ^  ^\  2/        2|   (5  — j 

l0g2  I 


)' 


2*-Hl  (5-1-1)  log(5H-l) 

Or  la  substitution  de  la  valeur  5  =  8  fait  naître  pour  — -p^  et 

P(5)  des  valeurs  positives,  et,  attendu  que  la  dérivée  — -j —  reste 

également  positive  pour  les  valeurs  de  s  plus  grandes  que  8,  la 
fonction  doit  rester  de  même  positive.  Donc  le  nombre  entier  A,„ 
doit  être  positif  pour  chaque  nombre  m,  qui  est  pair  ct>8. 

Vu  que,  pour  m  ^8,  le  nombre  positif  ( —  xY^Pl^,  est  égal  à  la 
Somme  de  B,„  et  d'une  quantité,  qui  est  négative  pour  m  pair, 
positive  pour  m  impair,  et  dont  la  valeur  absolue  n'est  pas  supé- 
rieure à  log(2/?i  4-  i),  on  déduit  des  inégalités  qui  renferment  B;„, 
des  inégalités  pour  ( — i)''*A;„  en  diminuant  la  limite  inférieure 
par  log(2m4-  i)  pour  m  pair,  et  en  augmentant  la  limite  supé- 
rieure par  log(2m  -^  1)  pour  m  impair. 

Les  belles  propriétés  des  nombres  A;,,,  que  M.  Hermite  a  com- 
muniquées dans  l'extrait  d'une  lettre  adressée  à  Borchardt  (^Journal 
f,  Mathematikj  t.  81,  p.  98),  ont  été  le  point  de  départ  d'où  je 


V 


'V». 


».'■' 


^  %«.    '         ^     -•:**■''  .««^ifHi  a»H"    .^^ 


**■ 


.Nous  avons  une  dauloureuse  nouvelle  k  anuonccr  <'i  uns 
lecteurs.  Notre  cher  ami,  nolie  collaboralf^ur  ilévoiié, 
Jal^ft  HoOel  pst  mort  â  Pèrif^rs  prrs  de-  Catfn,  dans  In  ma- 
lîu*^  du  l 'f  juin,  à  la  t^uîle  d'uuf  tnri^uo  maladie  qui,  depuis 
lon(;t<>nips  lui  înlordiiiail  Loul  travail  suivi.  Li'  coup  qui 
anus  frappe  t-sL  trop  K'ceiit  eL  lii  vie  de  M.  IloUel  csl  Li'op 
bi<-n  rt'nipUp  [H>ur  qu'il  nous  soil  possible^  d>''H  h  prtWnl 
d'apprécier  avec  le  soin  ri  rauloritP  nécessaires  les  servincs 
nonibreiix  (jue  Jules  HoUel  a  rendus  à  la  Science  rt  h  l'Iui- 
scignement.  Par  son  z«'de,  par  rèlciidiio  incroyable  de  son 
rsprîl  l'I  de  ses  connaissances,  par  son  activité  inceH«antc  il 
infatigable.  M.  HoUel  était  devenu  depuis  longlenips  un 
tics  n-prèsenlanls  les  plus  ('•niineuls  de  t'Knseij,ni('nM'ni 
supérieur  ilans  nulii'  pavs.  La  part  »i  active  qu'il  a  priiie 
à  la  fondation  de  ce  lïeeueil.  la  vîe  nouvelle  «pi'il  a  n^unsi 
à  imprimer  h  la  Société  des  Sciences  plivsiques  et  uii- 
lurelles  de  lUirdenux.  les  nombreuses  |iut)licalionH  daut 
l'-wpielies  il  nouM  a  fait  conualtre  tant  do  recbercbes  ini[)nr- 
lanles  faites  A  l'étranger,  les  travaux  orîjrinaiix  qu'où  lui 
dfiil  ^ur  le  Calcul  infinitésimal  el  la  Mécanique  céleiti*,  son 
.idmirablo  babilelé  pour  les  Calculs  nuiuérîqueit  avaii*nt 
rendu  son  nom  justement  célèbre  en  Fratu'e  et  à  l'éiranK'''' 
i>û  il  comptait  de  nombreux  amis,  l'our  nouR,  rpii  Httnuueii 
mainlenanl  privé  de  son  amitié  «l  de  nés  conneil»,  il  ne  [umii 
rralera  qu'à  retracer  tous  ces  mérites  et  â  rendre  à  la  mé- 
moire de  ce  savant  éminent,  de  cpt  homme  de  bien,  riiom- 
iiia;;e  qui  lui  est  flA.  'ï.  h. 


Dull.  dci  Science 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

Maurice  LÉVY  (Membre  de  rinslitut,  elc.)*  —  La  Statiquk  graphique  et 
SES  APPLICATIONS  AUX  CONSTRUCTIONS.  2*  édition,  l'*  Partie  :  Principex  et 
appUcatUnix  de  Statique  graphique  pure,  i  vol.  in-S';  Paris,  Gaulhier- 
Villars;  1886. 

Ce  Volume  est  la  seconde  édition  de  TOuvrage  important  et 
déjà  épuisé,  publié  par  M.  Lévy  en  1874»  De  nombreux  et  sérieux 
changements  ont  été  apportés  à  Tédition  nouvelle. 

D'abord,  au  lieu  d'un  Volume,  Tauteur  nous  en  promet  quatre. 
Le  premier,  qui  vient  de  paraître  et  dont  nous  allons  entretenir  le 
lecteur,  est  consacré  aux  principes  et  aux  applications  de  Statique 
graphique  pure;  les  Volumes  suivants,  en  cours  d'impression, 
traiteront  des  applications  de  la  Statique  graphique  aux  problèmes 
delà  résistance  des  matériaux.  Comme  dans  l'édition  précédente, 
un  atlas  accompagne  le  Volume  ;  mais  on  a  introduit  des  figures 
dans  le  corps  même  du  texte,  dispositif  certainement  plus  commode 
pour  le  lecteur. 

Les  matières  traitées  dans  la  première  édition  se  retrouvent 
toutes  dans  ce  premier  Volume  de  la  nouvelle. 

Il  est  divisé  en  quatre  Sections. 

La  première  Section  expose  les  notions  préliminaires  relatives 
au  calcul  graphique,  à  la  statique  et  à  l'élasticité.  L'auteur  rappelle 
plusieurs  constructions  ou  propositions  bien  connues  de  la  géo- 
métrie des  segments  et  de  la  statique;  il  établit  un  certain  nombre 
de  définitions,  et  notamment  la  distinction  entre  les  forces  en 
équilibre  et  les  forces  qu'il  appelle  supprimables. 

Celte  distinction,  qui  n'a  pas  de  raison  d'être  pour  des  solides 
géométriquement  rigides,  acquiert  au  contraire  une  importance 
capitale  dans  l'étude  des  corps  flexibles  que  présentent  les  appli- 
cations pratiques. 

La  seconde  Section  contient  les  principes  de  la  Statique  gra- 
phique. Après  avoir  donné  la  définition  et  les  principales  pro- 
priétés du  pol}'gone  funiculaire,  notamment  en  ce  qui  concerne  la 
composition  des  forces  dans  le  plan,  Tanteur  entre  immédiatement 
dans  les  développements  mécaniques  qui  en  découlent.  Équilibre 
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s  corps  natunïls  lïbrfs  ou  non,  reclicrclie  graphique  des  réac- 

■lions  des  appuis,  recliPrclie  des  forces  élastiques,  \e  polygone  des 

■i|)ressions  et  le  polygone  de  Varignon,  les  figures  réciproques,  les 

lenls  et  les  forces  parallèles.  Celte  Seclion  se  termine  par  un 

irlanl  Chapitre  consacré   à  la  délcrminalion  grapliique  des 

res  de  gravité. 

L'application  de  la  Statique  graphique  à  l'art  des  constructions 
:  la  troisième  Section,  qui  se  trouve  ainsi  composés  d'une 
lile  de  problèmes  généraux  et  classiques,  tels  que  les  poutres 
,  les  pools  suspendus  à  charge  fi\e,  les  arcs  avec  ou  sans 
acaslremeot,  les  ponts  tournants,  les  grues  tournantes,  les  cliar- 
intes  el  les  cintres  de  voûtes. 

inportanle  théorie  des  moments  de  llcsion  et  des  efforts  tran- 
ibants  contient  des  innovalions  heureuses  et  dont  le  lecteur  ne 
!Ut  que  se  félîciier.  M.  Lévy  a  consacré  plusieurs  Chapitres  à 
ïlgde  des  moments  fléchissants  et  des  efforts  tranchanis  produits 
r  le  passage  d'un  convoi,  soit  sur  une  poutre  à  deux  appuis 
mples,  soit  sur  une  poutre  à  deux  appuis  par  l'intermédiaire 
lOutrelles  transversales. 

a  quatrième  Section  contient  la  iht^orie  des  figures  réciproques 
s  la  Statique  graphique,  auxquelles  tes  travaux  de  Maxwell  el 
irLout  de  Cremona  ont  attaché  un  si  grand  inlérét, 
1  Des  Notes  ont  été  ajoulées  à  la  fin  du  Volume. 
[  La  première  s'occupe  de  la  détermiualion  des  dimensions  des 
Hèces  d'une  construction  d'après  la  méthode  fondée  sur  les  exp*^- 
p«nces  de  Wiihier. 

1    La  seconde    a    trail    au    planimèlre    polaire,    aux    intégrateurs 
FAnisler  el  à  l'inlégromètre  de  M.  Marcel  Deprez. 
1  La  troisième  est  intitulée  ;  Sur  /es  courbes  funiculaires,  par- 
Jpulièremenl  celles  d'égale  résistance.  La  Note  III  {his)  a  spé- 
talement  pour  objet  le  tracé  d'un  arc  de  parabole. 

Enfin  la  Note  IV  contient,  dans  le  cas  des  systèmes  plans,  la 
néorie  des  lignes  isostaliques  et  des  lignes  de  glissement,  ainsi 
pie  son  application  au  tracé  de  ces  lignes  dans  une  poulre  k  deux 
upuis  simples- 
Nous  n'avons  pas  â  faire  ici  l'éloge  du  Li\re  de  M.  Lévv.  Le 
pide  épuisement  de  sa  première  édilion  dit  assez  avec  quelle 
tveur  le  publie  l'a  accneill le.  ■■■I  les  innovations  sérieuses,  les  addi- 
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lions  imporlantes  introduites  par  l'éminemt  professeur  du  Collège 
de  France  ne  feront,  nous  n^en  doutons  pas,  que  confirmer  ce 
légitime  succès.  G.  K. 


T.-L.  HEATH.  —  Diophantos  of  Alexandria  (Asludy  in  the  hlslory  of  greek 
Algebra).  Cambridge  (  Universily  press),  i885.  In-8",  xi-248  p. 

1.  Il  semble  vraiment  que  TUniversité  de  Cambridge  tienne  à 
honneur  de  faire  regagner  à  l'Angleterre  le  rang  qu'elle  occupait 
au  siècle  dernier  pour  les  travaux  concernant  les  Mathématiques 
anciennes.  Tandis  qu'Oxford  ne  parait  guère  se  préoccuper  de  voir 
ses  célèbres  éditions  des  grands  géomètres  grecs  faire  place  à  celles 
que  nous  donne  Heiberg,  voici  que  l'imprimerie  de  l'Université  ri- 
vale publie  coup  sur  coup,  après  le  précis  historique  général  de 
M.Gow(*),  une  très  consciencieuse  monographie  de  Diophante. 
Souhaitons  que  cette  renaissance  n'avorte  pas,  et  qu'elle  aboutisse 
à  produire  des  œuvres  auxquelles  on  puisse  non  seulement  accorder 
une  appréciation  favorable,  mais  même  prodiguer  des  éloges  sans 
réserves. 

M.  Healh  fait  certainement  preuve,  comme  mathématicien  et 
comme  philologue,  d'une  compétence  suffisante  pour  le  difficile 
sujet  qu'il  a  Irailé.  Son  esprit  est  clair,  méthodique,  judicieux;  il 
a  étudié  à  fond  les  matériaux  dont  il  disposait  et  fait  acte  de  cri- 
tique en  les  utilisant.  Mais  son  érudition  générale,  pour  l'histoire 
dos  Mathcinatiques,  n'est  pas  encore  assez  étendue,  ni  assez  au 
courant;  il  est  resté  trop  cantonné  dans  le  sujet  qu'il  étudiait,  il 
n'a  pas  assez  recherché  les  publications  récentes.  Aussi  sa  critique 
oHre  en  »;énêral  un  caractère  un  peu  étroit  et  se  montre  parfois, 
assez  mal   informée. 

Mais  ce  défaut  disparaîtra  avec  Tàge;  un  autre  est  peut-être  plus 
inquiétant  pour  les  travaux  futurs  de  M.  Heath.  Ce  qui  manque  à 
son  IJvre,  c'est  roriginalité;  à  peine  une  vue  nouvelle,  une  opinion 
(lui  ne  soit  déjà  bien  connue.  J'avoue  que,  pour  augurer  de  son 


V*  )  I  oir  W  tH>ni(vte  rentiu  dans  le  numci»  de  j«illet  18SS. 
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Mo 

jir,  j'aurais  mieux  aimé  lui  voir  soutenir,  cutiitiic  il  est  arrivé  ù 

I.  Gow,  quelque  th^se  inédile  et  plu«  ou  moins  audacieuse,  fûl^elie 

ndine  înacceplalile;  pour  devenir  un  .MorîtK  (^anlor,  il  faut  avoir 

pu  écrire  Ips  Heiiriige. 

Ce  qu'il  V  a  de  meilleur  dans  l'Ouvrage  d,-  M.  llealli,  c'esl  sun* 
ontredil  un  Appendice  de  quatre-vingt-deux  pages  où  îla  eslrail 
Ksubstancedes  Livres  deDioplianle,  en  telle  sorte  qu'un  niatliémit- 
pcien  puisse  retrouver  la  solution  des  pi-ohiémes  tout  eu  obtenant 
ue  idée  exacte  des  procédés  de  l'auteur  grec,  L'entr'*ppise  est 
Singulièrement  dillicile  ;  .M.  Ilealli  s'en  est  tiré  à  son  honneur,  et 
du  un  service  signalé  à  tous  ceux  qui  peuvent  désirer  s'ini- 
^er  aux  pratiques  d'une  analyse  aujourd'hui  négligée,  maïs  qui  »e 


[notifs. 


la  traduction  et  les  com 


iaircs  de  Bachet. 

Eu  égard  â  l'impurtaDcc  que  présente  d^^s  lors  cpI  Appendice,  je 
s  (If^voir  signaler  les  quelques  incorrections  que  j'y  ai  relevées, 
I  dehors  de  celles  qui  ne  présentent  pas  d'importance  réelle  : 

1,  33-  —  La  traduction  de  ta  <;ondilion  de  possibilité  du   pro- 
blème, traduction  faite  d'après  Bachel,  est  à  contre-sens  ; 
Jiterprétation    a  été  donnée  par  le  traducteur   alleniar 
iBerlin,  1823). 

III,  (i.  —  Dy  the  piwioiis  />!  olj/cms.  il  faiil  enlmdrt 
e  problème  précédent,  mais  I,  18. 

IV,  a8.  —  //Trtf/o/io/cst  employé  il  tort  pour  désigni'rnnp  valeur 
négative,  absurde  (iîcuton)  aux  yenv  àc  Dioplianle.  mais  non  pa-. 

IppTlTW  ou  ôXoT&ï.  De  même  V.a. 

IV,  37.  —  Il  est  contre  l'esprit  de  Diophiiiitc,  et  tout  aussi  hJen 
■nuttle,de  poser  le  second  nombre  égala  ni.r  +  n  el  mm  pas  ./;  —  1 , 


ichuli; 


■1  )..• 


V,  aa.  —  L'énoncé  est  de  trouver  «  trois  nt 
jitsse  un  nombre  donné  n,  etc.,  et  non  pas  • 


mbi-es  dont  la  somme 
dont  la  somme  fasse 


V,  aj.  —  La  solution  de  Cossali,  indiquée  en  note  (le  texte  grec 
ESt  corrompu),  appartient  en  fait  à  Baclict.  Quanta  la  véritable  so- 
lution de  Diophante,  elle  a  été  incontestablement  reconstituée 
r  SchuI/. ;  je  crois  devoir  la  donner  nous  forme  algébrique,  d'au- 
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tant  qu'il  s'agit  d'une  question  sur  laquelle  Fermât  lui-même  a 
échoué,  en  cherchant  dans  une  voie  toute  différente. 

Il  s'agit  de  trouver  trois  triangles  rectangles  en  nombres  (') 
(«1,  bif  Cl),  («2,  bi,  Cj),  (rta?  ^3?  c,),  tels  que  «i  aza^b^  62^3  soit 
un  carré.  Diophante  se  donne  arbitrairement  l'un  des  triangles, 
soit  (as,  63)  C3);  le  problème  se  ramène  dès  lors  à  trouver  les  deux 

autres,  en  sorte  que  le  rapport  -~^  soit  un  rapport  donné. 

Or  Diophante  sait(V,  24)  trouver  deux  triangles  (ai,  Pi,  v,), 

(«2>  ?2>  Ya)^  ï'Cls  que  ^*-4^  soit  un  rapport  donné.  Il  lui  suffit  dès 

lors  de  savoir,  d'un  triangle  (a,  p,  y)>  déduire  un  triangle  (a,  b^  c), 
tel  que  ab  =±  ^^y  ^^  *'  "V  ^  pour  cela  qu'à  poser 

V,  26.  —  Les  positions  numériques  sontcorrompues^  comme  le 
reste  du  problème,  et  à  restituer  d'après  Schulz. 

VI,  12.  —  La  condition  pour  la  solution  de  l'équation  est 
que  60  -h  2520  et  non  pas  60  m*  -|-  2620  devrait  être  un  carré  (2). 

VI,  i5  (ligne  i5).  —  The  square  is  <i&^  lire  tlie  square  is 
<i  at^ea,  le  carré  est  plus  petit  que  l'aire. 

2.  Si  j'ai  dit  plus  haut  que  M.  Heath  ne  fait  guère  preuve  d'ori- 
ginalité, je  dois  d'autant  plus  signaler,  à  titre  d'exception,  sa  thèse 
sur  l'origine  des  symboles  employés  par  Diophante  pour  désigner 
l'inconnue  (àpiôjxo;)  et  le  moins  (Xei^^si).  Il  y  voit  simplement  des 
abréviations  représentant  pour  chaque  mot  les  deux  premières 
lettres. 

Comme  je  Fai  déjà  indiqué  à  propos  du  Livre  de  M.  Gow,  je  par- 
tage Topinion  que  les  symboles  dont  il  s'agit  sont  efFectivemen 
des  signes  tachygraphiques;  mais  je   ne   considère  nullement  lai. 
question  comme  tranchée.  En  tout  cas,  M.  Heath  a  su  rendre  sai 


(')  Le   triangle  rectangle  {a,  h,  c)  où  a'=6»-i-c%    peut,   d'après  Diophante. 
être  indifféremment  en  nombres  fractionnaires  ou  en  nombres  entiers. 
(')  P.  33o,  1.  18.  —  C'est  probablement  une  faute  d'impression. 
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K-hcse  assez  jilaustble  et  il  eùl  clè  à  dûsirer  qu'il  su  fiU  laissé  bIIlt 
plussoiivenL  à  son  inj^éniosité. 

Toui  au  contraire,  en  dehors  de  ce  point,  il  est  diflicile  d'en 

!r  quelque  autre  véritablement  neuf;  je  ne  dis  pas  cela  au 

;sle  pour  rabaisser  le  mérite  de  l'Ouvrage,  ni  pour  nier  l'intérél 

péc\  qu'il  présente.  Certes  il  valait  la  peine  de  tirer  du  chaos  de 

^'esselniana  ce  qu'il  a  dit  de  bon  sur  Diophante,  fiU-ce  avec  un 

|)eu  de  mauvais;  il  était  utile  de  tirer  des  publications  de  Woepcke 

iodicalions  qu'elles  renferment  sur  l'inlluence  de  l'Algèbre 

grecque  chez  les   Arabes;    il  convenait   également  d'utiliser   les 

quelques  passages  de  Diophante  d'après  le  manuscrit  dont  s'est 

servi  Bacliet,  comme  les  a  publiés  M.  Léon  Rodet  (  '  ).  Ma  remarque 

1  donc  surtout  pour  but  d'expliquer  pourquoi  je  n'entreprendrai 

)as  d'analyser  par  le  menu  l'Ouvrage  de  M.  llealh,  mais  me  l)or- 

k  nerai  à  présenter  quelijues  observations  sur  divers  points  parlieu- 

[  liers. 

3.  Si  haïssable  que  soit  le  moi  dans  un  compte  rendu,  il  m'est 
I  tliriîcilede  passer  complètement  sous  silence  les  critiques  très  mi- 
I  nutieuses  dont  ont  été  l'objet,  de  la  part  de  M,  lleatlt,  deux  des 
}  travaux  où  j'ai  eu  l'occasion  de  parler  de  Diophante  {''}. 


(')  L'Algèbre  d'AI-Khdi-Umi  et  la  méthoda  indienne  et  grecque  {Journal 

wotiatlqiie,  11*78).  —  Je   dois   noter  une   sitiguliire  inadvcrUnce   qu'a  commUc 

\M-  tluitli  en  citant  mon  savuat  ami.  car  je  ne  voudrais  pas  qu'on  ta  rEiidtt  ce 

Hlernier  rcspanaabiF.    L'abréviation  i  a^,  notée   pafe  59  cl  61  rumine  une  furmi; 

léciale   du  ijinlmlc  de  l'inrnnnae,  signine  seulement,  bien  cnlenJu  :  â  Rpûio; 

e  premier)  tuivîinl  le  leiklc  de  Bachcl.  Je  remarque  également  i)uc  les  înliTO- 

nls  diagrammes  auimilabtcs  aui  équations  nindernei,  et  i|ui  »ur  les  marines 

M  manutcrits   repréaenlent  en  abrigf  la  murelie  des  problèmes  des  deux  pre- 

l'tnien  Livres,  tels  enGn  it>>«  <^lui  qu'a  repmduît  M.  Kealb  (p.  7(1]  d'apri^sM.  llodcl, 

(ne  peuvent   nullement  ftre  roniidérits  comme  de  Diopbinie,   mais  ton!  dus  au 

(icaliniie.  ainsi  que  \irlander  t'avait  d^ja  reconnu.  I.e  Tuil  est  indisrulable,  purrc 

ue  pluiieors  de  ces  diagrammes  encore  inédits  sont  enlacb^s  d'erreurs  propres 

(')  A  quelle  époque  vivait  Diophante  {Bulletin  det  Sciences  mathématiques, 
g).  L'Arithmétique  du  Grecs  dans  Pappus  {Mémoire  de  la  Société  des 
snets  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux.  i8»o),  M.  lleatli  n'a  pas  eoonu 
(  articles:  IM  perte  de  sept  Livres  de  Diophante  {Bulletin,  juin  iKSJI.  L" 
iaauserits  de  Diophante  à  Paris  {Annales  de  ta  Faculté  des  Lettres  de  Bar- 


132  PREMIÈKE  PAUTIE. 

Sur  le  premier  point,  Tépoque  où  vivait  Diophante,  il  a  adopté 
finalement  ma  conjecture,  non  pas  comme  réellement  prouvée, 
mais  comme  ne  prêtant  pas  à  objection,  ainsi  que  les  autres  qui 
ont  été  émises.  Je  n^ai  jamais  prétendu  à  une  adhésion  plus  com- 
plète; je  m'étais  seulement  proposé  de  discuter  les  diverses  opi- 
nions émises  ou  possibles  et  de  réunir  les  quelques  rares  indices 
qui  me  paraissaient  désigner  la  fin  du  iii^  siècle.  J^ai  fait  des  ré- 
serves expresses  sur  la  valeur  de  ces  indices,  et  j'en  ai  laissé  juge 
mon  lecteur.  M.  Heath  aurait  certes  pu,  dès  lors,  se  contenter  de 
signaler  ces  réserves,  sans  perdre  inutilement  son  temps  à  m'attri- 
buer,  pour  les  réfuter,  des  théories  que  je  n'ai  jamais  émises. 

Si,  par  exemple,  j'ai  indiqué  les  données  concrètes  du  problème 
V,  33  comme  se  rapportant  historiquement  à  l'époque  précitée, 
je  n'ai  nullement  prétendu  qu'un  problème  n'ait  jamais  été  posé 
avec  des  conditions  en  dehors  de  la  réalité.  Mais  l'exemple  du  pro- 
blème du  bœuf  d'Archimède,  que  m'oppose  M.  Heath,  est  en  tout 
cas  assez  mal  choisi  ;  car,  s'il  conduit  à  un  nombre  réellement  fan- 
tastique, il  s'agit  certainement,  malgré  l'épithète  poétique  de  iixcX^ç, 
non  pas  de  la  Sicile,  mais  d*une  île  mythique,  laThrinacie;  d'autre 
part  l'impossibilité  existe  dans  le  résultat,  non  pas  dans  les  données, 
ce  qui  est  tout  à  fait  différent. 

M.  Heath  aurait  pu  me  faire  une  objection  beaucoup  plus  sérieuse. 
En  fait  l'énoncé  versifié  du  problème  V,  33,  revient  aux  équations 

.r*  —  rt  =  ^i  -r-  J"j,  J?  =   -;-  H — -  • 

D  o 

Diophante  se  donne  d'autre  part  a  =  6o,  et  arrive  à  une  solution 
fractionnaire;  j'en  avais  conclu  que  les  nombres  5  et  8  n'avaienl 
pas  été  choisis  pour  les  besoins  de  la  cause,  c'est-à-dire  pour  trou- 
ver une  solution  en  nombres  entiers.  Mais,  si  l'on  examine  ce  pro- 
blème en  lui-même,  on  voit  qu'il  conduit  aux  valeurs 

-r,  r=  -  irt  -i-8.r  — X*),         Xj=  -  (j-s—  5j7  — a); 

d'où,  pour  que  ces  valeurs  soient  positives,  x  est  seulement  assu- 
jetti à  la  double  condition 

/-  -  — 

— : i-T-V^25-^4^ 

7. 
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bl  peut  toujours  Olre  pris  en  entier.  Avec  l'hvpolhèse  de 
chante,  a  =:  t)0,  on  a  dès  lors  les  deuK  aolulioiis  entières 


Ma  remarque  était  doac  îiicxaeie,  si  l'on  admet  que  Diopliante, 
ont  la  solution  est  d'ailleurs  loin  d'être  satisfaisante,  n'aura  pas 
kv  retrouver  les  nombres  entiers  ('),  que  l'auteur  du  problème, 
Ut-éire  très  antiirieur,  avait  prohableoienl  eu  vue. 
On  voit  que  je  Fais  bon  marché  de  ma  prétendue  théorie;  M.  Heath 
jurait  sans  doute  mieux  Tait,  pour  avancer  la  question  de  l'époque 
vivait  Diophante,  d'essajer  de  déterminer  celle  de  Mêtrodore 
Se  Byzance,  auquel  on  attribue  l'épigramme  arithmétique  sur  l'âge 
mourut  notre  mathématicien  i  il  aurait  pu  reconnaître  qu'en 
t'ait  la  question  est  aussi  douteuse  pour  le  grammairien  que  pour 
IDiophante. 

J'ajouterai  seulement  que  mon  opiniou  sur  l'époque  de  ce  der- 
nier s'appuie  désormais  sur  de  nouvelles  probabilités,  notamment 
r  celle  que  Diophanle  a  été  au  plus  tôt  contemporain  d'Anatolius. 

-l.  Le  second  point  sur  lequel  M.  Healh  m'a  combattu  est  rela- 
bifà  l'originalité  de  Diopbante;  il  s'en  tienls  cet  égard  a  l'opinion 
■  Nesselmann,  que  je  considère  comme  un  peu  trop  Tavorable. 
En  qualifiant  les  Arithmétiques  de  compilation,  analogue 
:  valeur  à  celle  de  Pappus,  j'ai  seulement  voulu  marquer 
Tiprcsaion  personnelle  qui  résultait  pour  moi  de  l'étude  de  cet 
Ouvrage;  je  n'avais  pas,  dans  des  essais  ayant  un  tout  autre  objet, 
â  (établir  ma  thèse,  et  je  suis  le  premier  à  dire  <|u'elie  ne  pourra  être 
valablement  discutée  qu'après  la  publication  d'une  édition  critique 
«le  Diophante,  laquelle  permette  d'apprécier  philologiquement  les 
différences  de  style  que  semblent  offrir  les  divers  problèmes  di' 
^HDîophante  (  >  i. 

^^1     M.  Heath  s'est  surtout  efforcé  de  combattre  les  conclusions  que 
^^Be  tirais  accidentellement  du  problème  des  bceufs  attribué  à  Archi- 

Ei 


[  t'I  J'si  d<j4  «nnone^  que  je  m'nccupe  d'une  t*ll 

ilréceniineDl(fiu//e(>'n,  i88.5)  le  degrt  d'origio, 

k  Diopb»Dle  et  qui  peul-tlre  satiaftr»  M,  Heaili. 
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mède,  cl  où  je  vois  la  preuve  que  des  questions  analogues  à  celles 
que  traite  Diophante,  et  même  plus  élevées,  étaient  en  tout  cas 
posées  avant  lui.  Mon  contradicteur  soutient  Topinion  de  Struve, 
de  Nesselmann  (et  de  Vincent)  qui  rejettent  l'authenticité  de  la 
dernière  partie  de  l'énoncé,  et,  voyant  que  je  n'ai  même  pas  discuté 
cette  opinion,  il  affirme  qu'elle  reste  toujours  valide. 

Je  n'avais  certainement  pas  à  tenir  plus  de  compte  de  la  thèse 
de  Nesselmann  que  ce  dernier  n'a  tenu  compte  du  travail  d'Her- 
mann,  publié  en  1828,  et  où  se  trouvent  victorieusement  réfutés 
les  arguments  de  Struve,  que  Nesselmann  n'a  nullement  rajeunis. 
M.  Heath  ignore  non  seulement  l'étude  d'Hermann,  mais  même  le 
travail  capital  de  Krumbiegel  et  Amthor  (voir  Bulletin,  1881, 
p.  a5);  la  preuve  qu'il  réclame  n'est  plus  à  faire,  et  je  n'ai  plus 
rien  à  y  ajouter. 

o.  Si  j'ai  signalé  avec  plaisir  la  partie  la  plus  satisfaisante  de  l'Ou- 
vrage de  M.  Heath,  j'ai  le  regret  d'avoir  à  indiquer  comme  particu- 
lièrement défectueux  tout  ce  qui  est  dit  des  notations  de  Diophante  ; 
mais  je  ne  saurais  trop  répéter  que,  sous  ce  rapport,  le  texte  de 
Bachet  n'a  absolument  aucune  valeur.  Notamment  pour  les  frac- 
tions, aucun  des  exemples  cités  par  M.  Heath  ne  se  retrouve  dans 
les  manuscrits,  et  tout  ce  qu'il  a  dit  du  cas  où  le  dénominateur 
esta:  ou  une  de  ses  puissances,  vrai  pour  la  vulgate,  est  faux  pour 
Diophante. 

J'ajouterai  qu'après  avoir  collationné  les  cinq  manuscrits  des 
Arithméliques  qui  sont  à  Paris,  je  ne  me  crois  pas  en  état  de  trai- 
ter à  fond  la  question  des  notations  de  Diophante.  Toutefois  je 
puis  dire  ceci  : 

Bachet  a  systématiquement  exprimé  les  fractions  en  inscrivani 
le  dénominateur  en  exposant  (en  haut  à  droite)  du  numérateurs 
or,  dans   la  majorité  des  cas,   le  dénominateur  manque  dans  le?^ 
manuscrits,   et,  lorsqu'il  est    exprimé,    on  le  rencontre  indifle — 
remmenl  écrit,  soit  seulement  à  la  suite  du  numérateur,  soit  ei» 
exposant,   soit  iinmcdiatemcut  au-dessus,  ce  qui  paraît  la  forme- 
authentique.  Mais  il  est  néanmoins  possible  qu'assez  souvent,  sur- 
tout lorsqu'il  y  a  de  suite  plusieurs  fractions  ayant  un  dénomina- 
teur commun,   Diophaule  Tait  omis,  le  man([uc  du  signe  spccia/ 
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acnl  que  les 


s  ne  sonl  pas  en- 


Quand  d'ailleurs  le  numérateur  esl  l'unilé  (cl  qu'il  n'y  a  pas 

Mtisîeura  fraclions  rt^duilesau  m^uie  déDoniinaleur),  le  numéralcur 

b'est  pas  exprimé,  el  le  dénominateur  est  inscrit  sur  la  ligne  avec 

t  signe  particulier,  suivant  l'usage  ordinaire  des  Grecs;  pour  i, 

l^-s  nianuscrilâ  donnent  toujours  l'abréviation   spéciale  bien  con- 

X3ue,  et  la  forme  a^  esl  une  invention  de  13achel.  De  même  pour 

Enfin,  dans  le  cas  où  le  dénominateur  n'est  pas  un  nombre  déter- 
nioé,  mais  x  ou  une  de  ses  puissances,  jamais  le  sjnibole  ne  se 
'ouve  en  exposant;  il  est  toujours  inscrit  avant  le  numérateur,  et 
lit  être  dilTérencié  par  un  signe  spécial  qui  d'ailleurs  manque 
1  plupart  du  temps  et  dont  je  ne  puis  jusqu'à  présent  préciser 
I  forme  authentique. 


C.  Le  Ghapilre  consacré  par  M.  llealli  aux  méthodes  de  Dlo- 
thante  esl  plus  satisfaisant  ;  notre  auteur  a  rejeté  à  lion  droit  l'opi- 
lion  de  Hankei  qui  ne  voit  dans  les  procédés  de  DiopiianLe  qu'une 
6  d'artifices  pleins  d'ingéniosité,  mais  sans  aucun  lien  entre 
.  Il  a,  d'autre  pnrt,  simplifié  et  éclaîrci  l'exposé  confus  de  Nes- 
lelmann,  mais  il  n'a  guère  fait  progresser  la  question,  rien  dit  de 
réellement  nouveau. 

Il  me  semble  nécessaire  avaut  tout,  pour  qui  veut  étudier  les 
■nélhodes  de  Diopliante  dans  les  problèmes  indéterminés,  de  divi- 
ser ces  problèmes  en  deux  classes  d'après  leur  nature  intrinsèque. 
En  tlièse  générale,  les  énoncés  des  problèmes  indéterminés  cnn- 
dutsent  à/»  équations  entre  m  +  n  inconnues;  or,  Diophanlen'ad- 
mettanl  que  des  solutions  rationnelles,  il  s'agirait  de  tirer  les  va- 
leurs des  m  -\-  n  inconnues  en  fonctions  rationnelles  de  n  variables 
arbitraires.  Lorsque  cela  esl  possible,  Vanalyse  du  problème  peul 
^^Mlre  qualifiée  d'n/gé/irii/ite.  D'ailleurs  Diopliante  dans  ce  cas  choi- 
^^■Ùt  arbitrairement  des  nombres  déterminés  pour  les  n  variables 
^^urbitraires;mais  d'ordinaire  la  solulion  complète  peul  être  trouvée 
^^nn  suivant  la  même  marche  que  lui,  et,  en  tous  cas,  les  méthodes 
^^ku'il  emploie  sont  relativement  simples  el  susceptibles  d'être clas- 
^^Këes  facilcmenU  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^h 
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Je  dirai,  au  contraire,  que  Vanalyse  est  numérique^  lorsque  la 
solution  algébrique  ne  peut  être  obtenue,  tout  ou  partie  des  va- 
riables arbitraires  se  trouvant  soumis  à  des  conditions  particu- 
lières de  la  nature  de  celles  que  Ton  considère  dans  la  théorie  des 
nombres.  Dans  ce  cas,  ou  bien  Diophante  donne  à  telle  ou  telle  de 
ces  variables  des  valeurs  spéciales,  ce  qui  donne  à  la  solution  un 
caractère  particulier,  ou  bien  il  attribue  à  telle  variable  une  valeur 
arbitraire  qui  le  conduit  à  une  impossibilité.  Il  reconnaît  dès  lors 
que  le  choix  de  cette  variable  est  soumis  à  une  condition  pour  que 
Téquation  finale  soit  possible,  et,  reprenant  le  problème  diaprés 
cette  condition,  il  traite  la  variable  comme  une  inconnue.  C'est  là 
ce  que  M.  Heath  appelle  «  met/iod  of  reckoning  backsvards  ». 

Dans  ces  problèmes,  les  procédés  apparents  de  Diophante  ne 
diffèrent  pas  essentiellement  de  ceux  qu'il  emploie  dans  la  pre- 
mière classe;  mais  les  déterminations  spéciales  de  variables  auxi- 
liaires se  présentent  souvent,  à  première  vue,  comme  des  artifices 
dont  la  véritable  raison  reste  à  deviner,  et  c^est  seulement  par  l'étude 
approfondie  de  ces  artifices  qu'on  peut  arriver  à  reconnaître  les 
connaissances  efiectives  de  Diophante  dans  la  théorie  des  nombres, 
sinon  comme  théorie,  au  moins  comme  pratique. 

Pour  juger  véritablement  Diophante,  il  faut  d'ailleurs  examiner 
à  part  comment  il  traite  les  problèmes  de  chacune  des  deux  classes, 
en  subdivisant  celles-ci  d'après  la  complication  et  la  difficulté  réelle 
des  questions;  il  faut  rechercher  si,  pour  les  problèmes  d'analyse 
algébrique,  il  a  toujours  obtenu  la  solution  et  s'il  y  est  arrivé  de 
la  façon  la  plus  simple;  pour  ceux  d'analyse  numérique,  il  faut 
étudier  le  degré  de  généralité  de  chaque  solution,  se  demander  s'il 
est  possible  de  Tavoir  moins  restreinte  et  essayer  d'après  cela  de 
déterminer  les  lacunes  qui  existent  dans  les  procédés  de  Diophante. 

Je  me  borne  à  ces  indications  générales  :  si  vagues  qu'elles  soient, 
peut-être  suffiront-elles  pour  tenter  quelque  travailleur;  car  il 
s'agit  d'un  point  de  vue  qui  n'a  pas  encore  été  sérieusement  envi- 
sagé, et  qui  doit  renouveler  Tétude  de  Diophante.  Le  sujet  est 
d'ailleurs  assez  vaste  et  assez  complexe  pour  réclamer  les  efforts 
de  plus  d\in  chercheur ^  en  tout  cas,  celui  qui  se  proposerait  de 
l'aborder,  soit  dans  son  ensemble,  soit  seulement  partiellement, 
trouvera  dans  rAppcndlcc  de  M.  Heath  tous  les  matériaux  néces- 
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saires.  L'auteur  n'aurait-il  donc  rendu  aux  mathématiciens  que  le 
service  de  mettre  à  leur  disposition  un  résumé  aussi  fidèle  et  aussi 
exact  que  le  sien,  ce  service  serait  toujours  du  plus  haut  prix. 

Paul  Tanner  y. 


MÉLANGES. 

COMPOSITIONS  DONNÉES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS  LES 
DIFFÉRENTES  FACULTÉS  DE  FRANCE,  EN  1885. 

SESSION   DE  JUILLET. 

Besançon. 

Analyse,  —  Etant  donnés  un  point  O  ôt  une  droite  D,  trouver 
^^  ne  courbe  telle  que  la  portion  de  tangente  MN,  comprise  entre  le 
(i^ointde  contact' M  et  le  point  N  où  la  tangente  rencontre  la  droite 
XD,  soit  vue  du  point  O  sous  un  angle  constant. 

Mécanique,  —  Deux  points  matériels,  dont  la  masse  est  l'unité, 

'^'aitirent  suivant  la  loi  jj?  où  A  représente  leur  distance  et  -r^  un 

^lioefficient  de  proportionnalité.  Chacun  de  ces  points  est  en  outre 
^tttiré  par  trois  plans  rectangulaires  A,  B,  C,  perpendiculairement 
à  ces  plans  et  proportionnellement  à  la  distance;  on  représentera 

jDar  — ï'  Ti»  "î  les  coefficients  de  proportionnalité  relatifs  à  chacun 

des  plans  A,  B,  C  :  ces  coefficients  sont  les  mêmes  pour  les  deux 
f)oints. 

I**  Étudier  le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  système; 
9."  ttudierle  mouvement  de  l'un  des  points  autour  de  l'autre; 
3**  Étudier  le  mouvement  individuel  de  chaque  point  dans  l'es- 
pace. 

On  cherchera  les  conditions  pour  que  les  trajectoires  dans  ces 
divers  mouvements  soient    algébriques,    et    l'on    insistera   dans 
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cette  hypothèse  sur  le  cas  où  les  vitesses  initiales  sont  nulles.  Le 
mouvement  présente  dans  ce  cas  des  circonstances  de  tautochro- 
nisme  que  Ton  mettra  en  lumière. 

Épreuve  pratique,  —  Le  27  mai  i885,  aux  époques  /',  t'  d'un 
chronomètre,  temps  moyen,  savoir  : 

/'  =ii''4i"»io% 
/'  =  ii»'45«»4o% 

on  vise,  avec  la  lunette  d'un  théodolite  bien  rectifié  et  nivelé^ 
l'étoile  polaire  successivement  pour  les  deux  positions  du  cercle  de 
hauteur.  Les  lectures  correspondantes  sur  ce  cercle  sont 

/'  =   i3«26'i5% 
r  =  ioi«3i'  5^ 

On  demande  la  latitude  cp  de  l'observateur,  en  supposant  con- 
nus 

h       m      s 

La  correction  du  chronomètre G  =  —  a .  87 . 4© 

Le  temps  sidéral  à  midi  moyen 0  =      4«^<>*47i7 

L'ascension  droite  de  la  polaire....  A  =      1. 16. 33, 4 

La  déclinaison  de  cette  étoile CO  =  88*^41' 32',  9 

Bordeaux. 

Analyse,  —  Soit  C  une  courbe  du  troisième  degré  donnée^ 
ayant  un  point  double  en  O. 

Un  angle  droit  MON  tourne  autour  du  point  O  et  ses  côtés  rei — 
contrent  respectivement  en  M  et  N  la  courbe  G. 

Déterminer  l'enveloppe  de  la  droite  MN. 

Considérer,  en  particulier,  le  cas  où  la  courbe  C  a  pour  équ.^ 
tion 

(  I  )  \y^  =  x\ 

(2)  x5-+-^'=  I^^'- 

Mécanique,  —  i"  Décomposer  en  deux  parties  la  force  vive 
qui  résulte  du  doubk»  mouvement  d'un  système  matériel. 

•i°  Application,  —  On   donne,   dans  un  plan   vertical,  deux 
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liges,  DE,  Fil  homogènes,  égales,  pesantes  el  librement  articulées 
à  leur  centre  commun  de  gravité  C.  Elles  sont,  en  outre,  assujetties 
à  passer  constamment,  Tune  par  le  point  fixe  A,  l'autre  par  le 
point  fixe  B,  la  droite  AB  étant  supposée  horizontale. 


On  demande  de  démontrer  que,  si  le  système  part  du  repos, 
l'angle  C  étant  supposé  primitivement  droit,  et  les  deux  tiges  éga- 
lement inclinées  sur  AB,  la  vitesse  du  point  C,  au  moment  où  il 
atteindra  le  milieu  de  AB,  est  donnée  par  la  formule 


fc  désignant  la  longueur  AB  et  MK^  le  moment  d'inertie  de  cha- 
cune des  tiges,  par  rapport  à  son  centre  de  gravité. 

Gaen. 
Analyse,  —    1^  Intégrer  l'équation  différentielle 

montrer  qu'on  peut  disposer  de  l'une  des  arbitraires  qui  entrent 
«ans  l'intégrale  générale,  de  manière  que  cette  équation  intégrale 
"^présente,  en  coordonnées  rectangulaires,  un  faisceau  de  courbes 
^^wpant  Taxe  des  j'  en  deux  points  fixes;  étudier  les  trajectoires 
Oï'lhogonales  de  ces  courbes. 

2**  Etant  donnés   trois  axes  rectangulaires  Ox^   0>',  O^,  on 
considère  la  parabole  définie  par  les  équations 

^  =r  o.        x^=y\ 
P^r  un  point  quelconque  M  de  cette'courbe  on  mène  une  ordonnée 
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MP  parallèle  d  Oz  et  égale  à  quatre  fois  la  mesure  de  Taire  plane 
comprise  entre  la  corde  OM  et  Parc  de  parabole  qu^elle  sous-tend. 
Cela  posé,  on  demande  d'étudier  la  courbe  C  lieu  du  point  P, 
d'évaluer  l'arc  OP  de  cette  courbe  en  fonction  des  coordonnées  du 
point  P;  enfin  de  calculer  les  rayons  de  première  et  seconde  cour- 
bure en  un  point  quelconque  de  C  :  des  valeurs  obtenues  pour 
ces  rayons  on  conclura  que  la  courbe  C  est  une  hélice. 

Mécanique.  —  i"  Un  point  se  meut  de  manière  que  son  accé- 
lération totale  passe  toujours  par  un  point  fixe  O  :  montrer  que 
la  trajectoire  est  plane,  la  vitesse  aréolaire  autour  du  point  O  con- 
stante, et  l'accélération  centripète  égale  à  ±       ,^>  (^désignant  la 

vitesse  du  mobile,  r  et  p  les  distances  correspondantes  du  point 
O  au  mobile  et  à  la  tangente  à  sa  trajectoire.  Exprimer  la  courbure 
d'une  courbe  plane  en  fonction  du  rayon  vecteur  et  de  la  distance 
du  pôle  à  la  tangente. 

2**  Dans  un  plan  donné,  déterminer  une  courbe  C,  telle  qu'un 
point  matériel  M,  attiré  vers  un  point  O  du  plan  par  une  force 
inversement  proportionnelle  au  cube  de  OM,  et  assujetti  à  se  mou- 
voir sur  la  courbe  C,  exerce  sur  elle  une  pression  dont  la  grandeur 
est  constante,  égale  au  triple  de  la  force  qui  agit  sur  M,  quand  il 
passe  en  un  point  donné  de  G;  de  plus,  lors  de  ce  passage,  M  a 
une  vitesse  telle  que,  s'il  pouvait  quitter  la  courbe  C,  il  décrirait 
un  cercle  autour  du  point  O;  enfin  on  néglige  les  résistances  pas- 
sives et  l'on  suppose  que  la  pression  exercée  sur  C  est  dirigée 
suivant  la  portion  de  la  normale  qui  fait  un  angle  obtus  avec  la 
direction  MO. 

Épreuve  pratique.  —  Faire  l'épure  de  l'intersection  de  deux 
côncR  dont  les  sommets  sont  en  deux  points  donnés  de  la  ligne  de 
terre,  et  qui  sont  tous  deux  circonscrits  à  une  sphère  tangente  aux 
deux  plans  de  projection. 

Glermont. 

Analyse.  —  Toute  surface  réglée  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  ligne  droite  assujettie  à  s'appuyer  sur  trois  di- 
rectrices. 
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Montrer  que  la  recherche  des  ligDcs  asjmpto tiques  se  ramène 

àdes  quadratures  lorsqu'une  des  directrices  est  une  ligne  droite. 

C3e s  quadratures  peuvent  s'effectuer  lorsque  dcus  des  directrices 

sont  des  lignes  droites. 

Mécanique.  —  Chaque  point  d'un  fil  de  longueur  donnée  et 
£ijant  ses  extrémités  fixes  est  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison 
X  nverse  du  eube  de  la  distance  ;  étudier  la  figure  d'équilibre  et  ia 
CensioD  en  chaque  point. 

Déterminer  les  constantes  introduites  par  les  intégrations  au 
wnojea  des  données  du  problème. 

Dijon- 

Anafyse.  —  Théorie  de  l'enveloppe  d'une  surface  variable  dont 
l'équation  générale  contient  un  paramètre  indéterminé  :  énoncer 
les  propriétés  fondamentales  des  surfaces  dévcloppables. 

Mécanique.  —  Un  cylindre  circulaire  droit  homogène  pesant 


repose  sur  un  plan  horizontal  le  long  duquel  il  peut  glisser  sans 
frottement. 

Il  est  creusé,  suivant  son  axe,  par  un  tube  vertical  AB  de  dia- 
mètre très  petit.  Un  fil  (lexibte  est  attaché,  à  une  extrémité,  à  un 
point  fixe  C  et  se  termine,  à  l'autre,  par  une  sphère  pesante  m 
qui  peut  glisser  sans  frottement  à  l'intérieur  du  tube  AB.  La  lon- 
Bult.  d«»  Sciences  mathém.,  v  série,  l.  X.  (Juillet  iHBfi.)  il 
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^ueur  totale  du  fil  CBm  est  égale  à  la  distance  CD  du  point  C  au 
plan  horizontal. 

On  demande  le  mouvement  du  système  sachant  qu'il  est  aban- 
donné sans  vitesse  initiale  dans  une  position  telle  que  la  sphère 
pesante  m  soit  en  haut  du  tube. 

On  négligera  la  masse  du  fil  et  l'on  supposera  qu'il  glisse  sans 
frottement  en  B,  seul  point  où  il  touche  le  tube. 

Epreuve  pratique.  —  Un  cône  a  pour  sommet  un  point  dont 
les  projections  o,  o'  sont  situées  sur  une  ligne  de  rappel  coupant 
la  ligne  de  terre  en  w  et  l'on  a  coo  =  So"",  (oo'=  3o""*;  la  base  de 
ce  cône  est  une  circonférence  décrite  dans  le  plan  horizontal  avec 
o  pour  centre  et  un  rayon  de  2 5"*". 

D'autre  part,  un  point  (5,  s')  est  situé  dans  le  plan  horizontal  à 
une  distance  de  5o"*'"  de  la  ligne  de  terre  et  de  35°""  de  la  ligne  o co, 
à  sa  droite. 

Cela  posé,  on  demande  de  construire  sur  les  deux  plans  de  pro- 
jection les  contours  apparents  d'un  cône  de  révolution  de  demi- 
ouverture  égale  à  3o°  et  de  sommet  {s,  s')  que  l'on  placera  en  avant 
du  cône  donné,  de  manière  qu'il  lui  soit  tangent,  ainsi  qu'au  plan 
horizontal. 

Grenoble. 

Analyse.  —  1°  Recherche  des  points  d'une  courbe  pour  lesquels 
le  cercle  osculateur  a,  avec  la  courbe,  un  contact  d'ordre  supé- 
rieur au  second. 

Application  aux  courbes  définies  par  les  équations 

j^  =  a(/ito  —  sinco), 
y  —  a(n  —  costo). 

•A^  Calculer  l'intégrale 

en  supposant  n  entier  et  positif. 

Mécanique.  —  Un  tube  recliligne,  à  section  infinimenr  peliie. 
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est  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal  uniforme  par  rapport  à  un 
axe  qui  lui  est  perpendiculaire. 

Un  point  matériel  non  pesant,  qui  se  meut  sans  frottement  à 

Vintérieur  du  tube,  est  soumis  à   l'action* d'une  force  dirigée  à 

chaque  instant  suivant  la  perpendiculaire  à  l'axe  et  proportionnelle 

à  la  distance  à  l'axe.  On  demande  les  mouvements  relatif  et  absolu 

(lu  point  et  la  pression  sur  l'axe.  , 

Données  : 

a  distance  du  tube  à  l'axe; 

(0  et  m  vitesses  de  rotation  et  de  translation  du  mouvement  héli- 
coïdal ; 
|x  coefficient  d'attraction  pour  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance. 

On  supposera  le  point  placé  à  l'origine  en  repos  absolu  à  la 
distance  a  de  l'axe. 

Cas  particuliers  :  [x=2(o^,  [x  =  (o2j  quelle  est,  dans  chacun 
de  ces  cas,  la  projection  de  la  trajectoire  absolue  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe? 

Étudier  le  dernier  cas  ([x  =  w^)  en  tenant  compte  du  frotte- 
ment. 

Astronomie.  —  Une  hauteur  du  bord  inférieur  du  Soleil  a  été 
mesurée  à  Grenoble,  dans  la  matinée,  et  trouvée  égale  à 

48*»53'55', 

la  température  étant  de  28**  et  la  pression  atmosphérique  de  ^/J^*™"*- 
On  demande  l'heure  vraie.  Données  : 

Latitude A  =  45 . 1 1 .  22 , 

Déclinaison  du  Soleil. ...     (0  =  18. 16. 36, 
Demi-diamctrc  du  Soleil.  i5.5i,5. 

Formule  de  réfraction 

0  =  60',  6 î— -  tang5, 

760   IH-  a  /        ® 

a  =  o,oo3GG. 
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LiUe. 


Analyse.  —  i**  Une  famille  de  courbes  planes  étant  représentée 
en  coordonnées  rectangulaires  ;r  et  /  par  une  équation  de  la 
forme  /{oc,  y)  =  c,  où  c  est  le  paramètre  de  la  famille  et  où, 
pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x  et  de  y^  la  fonction  donnée 
f{x^y)  est  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres,  on  demande  d'assigner  les  points  du  plan  où 
la  courbure  de  ces  courbes  peut  être  infinie. 

a°  Étude  des  lignes  de  plus  grande  pente,  dans  la  surface  dont 
l'ordonnée  verticale  5,  fonction  de  deux  coordonnées  horizontales 
rectangulaires  x  ety,  a  pour  expression 


où  a  est  une  ligne  constante  donnée. 

Mécanique.  —  1 .  Un  corps  M  de  forme  quelconque  attire,  sui- 
vant la  loi  newlonienne,  un  point  extérieur  situé  à  une  distance  a 
du  centre  de  gravité  de  M.  Trouver  l'expression  du  potentiel  de 
celle  attraction  : 

1°  En  négligeant  les  termes  dont  le  rapport  au  terme  principal 

est  du  même  ordre  de  grandeur  que  (  -  )  >  '  étant  une  des  dimen- 
sions de  M  ; 

2°  En  conservant  ces  termes. 

2.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  pesant,  assujetti  à 
glisser,  avec  frottement,  sur  une  tige  rigide  el  rectiligne,  pendant 
que  cette  tige  tourne  d'un  mouvement  uniforme,  dans  un  plan 
vertical,  autour  de  l'un  de  ses  points  qui  est  fixe.  Oulre  le  frotte- 
ment, qui  est  proportionnel  à  la  pression  normale,  le  point  éprouve, 
en  sens  contraire  de  sa  vitesse,  une  résistance  proportionnelle  à 
cette  vitesse. 

Epreuve  pratique.  —  Une  étoile  dont  les  coordonnées  sont  : 

l)  =  •ji'2'*i7'34    boréale, 
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esl  vue,  avec  un  azimut  de 

a  =  76*'3i'i2'' 

par  un  observateur  placé  à  une  latitude  boréale  de  5i"io'8". 

On  demande  quelle  est  l'heure  sidérale  au  moment  de  Tobser- 
vatioD,  et  à  quelle  hauteur  est  alors  l'étoile  au-dessus  de  l'horizon? 


Lyon. 
Analyse.  —  Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation 

dx^       ^     dx^        ^  dx 

Mécanique.  —  Mouvement  d'une  barre  cylindrique  homogène 
libre  et  soustraite  à  Faction  de  toute  force  extérieure. 

Astronomie.  —  Le  i*^**  novembre  i88j,  à  midi  moyen  de  Paris, 
la  planète  Vénus  aura  pour  coordonnées  écliptiques  héliocentri- 
ques  : 

Longitude 334°23'49%  8 

Latitude 3*i9'4i'»5 

Log.  distance  au  Soleil 7,8620191 

Au  même  instant,  les  coordonnées  du  Q  rapportées  au  centre  de 
la  Terre  sont  : 

Longitude 2i9'*i4'5o',  3 

Latitude o    o    o 

Log.  distance  à  la  Terre T, 9964407 

Calculer  les  longitude  et  latitude  géoccntriques  de  la  planète  et 
sa  distance  à  la  Terre. 

Marseille. 

Analyse,  —  i**  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  une  tangente  quelconque  soit  une  fonc- 
tion donnée /(r)  du  rayon  /'allant  de  l'origine  au  point  de  contact 
de  cette  tangente. 

Cas  particuliers  :/(/•)  =iA7-,    -,  \/ar.  -;-• 


i6ii 
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2**  Une  droite  PM,  renconlranl  O^  en  un  point  variable  P,  se 
meut  en  faisant  un  angle  constant  avec  Oz,  La  distance  OP  étant 
une  fonction  quelconque  de  Tangle  que  fait  avec  O^  la  projection 
de  PM  sur  orOj',  on  demande  de  trouver  Féquation  différentielle 
des  surfaces  que  cette  droite  peut  engendrer  et,  ensuite,  d'inté- 
grer cette  équation. 


Mécanique,  —  Un  disque  C  homogène  est  mobile  autour  de  son 
centre  C.  Sur  ce  disque  est  enroulé  un  fil,  inextensible  et  sans 
masse,  qui  entraîne  le  disque  dans  son  mouvement. 


p 


Aux  deux  extrémités  du  fil  sont  deux  points  P  el  Q  matériels 
et  non  pesants,  de  même  masse,  assujettis  à  glisser  sans  frottements 
sur  une  droite  fixe  tangente  en  O  au  disque.  Ces  deux  points  sonl^ 
repoussés  par  le  point  O  proportionnellement  à  la  distance  :  la  ré- 
pulsion à  l'unité  de  dislance  est  la  même  pour  P  et  Q. 

Le  système  étant  mis  en  mouvement,  on  demande  d'étudier  ce 
mouvement. 

Etudier,  en  particulier,  le  cas  où  la  masse  du  disque  serait  quin- 
tuple de  la  masse  de  chacun  des  points  et  où,  le  point  P  étant  en  O 
et  le  fil  étant  tendu,  on  donnerait  au  point  P  la  vitesse  qu'il  aurait 
si,  étant  libre  el  étant  placé  sans  vitesse  en  O,  il  parcourait  sous 
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Taclion  du  centre  répulsif  O  le  tiers  de  la  distance  à  laquelle  le 
point  Q  se  trouve  de  O  lorsque  P  est  en  O. 
On  examinera  si  le  fil  est  toujours  tendu. 

Épreuve  pratique.  —  i°  Déterminer  la  longitude  d'un  lieu  par 
une  observation  de  hauteur  du  Soleil. 
Données  : 


o      . 


Latitude  de  la  station <p  =  43. 18.17,5 

Hauteur  du  centre  du  Soleil  au-dessus  de  l'horizon. .     h  =  ^i.t.^,  i3;4 
Déclinaison  du  Soleil 8  =  18. 15.27, 5 

Heure  vraie  de  Paris /  =  3**  i"53*,8 

La  hauteur  A  du  Soleil  est  supposée  affranchie  de  l'effet  de  la 
réfraction  et  de  celui  de  la  parallaxe. 

L'observation  a  été  faite  après  le  passage  du  Soleil  au  méridien. 

2**  Supposons  la  hauteur  A  du  Soleil  erronée  de  3o"  d'arc,  quelle 
sera  l'erreur  correspondante  de  la  longitude. 

Montpellier. 

Analyse.  —  1**  Intégrer  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 

/?7  — ^07  =  — m, 

où  m  est  une  constante  donnée  et  oix  p  el  q  désignent  les  déri- 
vées partielles  de  la  fonction  z  des  variables  indépendantes  x^  y. 
On  pourra  supposer  que  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  variable  d'une  surface. 

2°  Intégrer  la  même  équation  après  l'avoir  préalablement  trans- 
formée en  introduisant,  au  lieu  de  x  et  y,  les  variables  indépen- 
dantes p  et  co  conformément  aux  conditions 

X  =  p  costu,        j'  =  p  sin  tu. 

3**  Sections  de  la  surface  par  des  plans  passant  par  l'axe  des  5, 
et  par  des  cylindres  de  révolution  autour  de  cet  axe. 

4"  Calcul  du  volume  compris  entre  deux  pareils  plans,  deux 
pareils  cylindres,  la  surface  et  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy, 

5"  Equation  des  lignes  de  courbure  de  la  surface,  en  prenant 


i6i8  PREMIÈRE  PARTIE. 

pour  variables  définitives  p  et  z.  L'intégration  de  cette  équation 
peut  s'effectuer  par  des  quadratures. 

Mécanique,  —  Etudier  le  mouvement  autour  d'un  point  fixe 
d^un  corps  solide  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force.  Définir  et 
étudier  la  courbe  appelée  polhodie. 

Astronomie.  —  On  connaît  la  longitude  vraie  d'une  planète 


o 


Dans  son  orbite v  ■=■  iG2.36.3i  ,19 

L'inclinaison  de  Torbite 0=      i  .34*  3o 

La  longitude  du  nœud  ascendant 0  =  i3i  .58.55,90 

Trouver  la  latitude  hé liocen trique  et  la  réduction  à  Véclip- 
tique.  Rapprocher  cette  dernière  quantité  du  résultat  obtenu  par 
le  calcul  direct  de  la  longitude  héliocentrique. 

Nancy. 

Analyse.  —  Définir  les  sections  normales  principales  et  les 
rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point  d'une  surface. 

Déterminer  l'équation  qui  donne  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. 

Trouver  Téquation  des  surfaces  de  révolution,  pour  lesquelles 
le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  est  constant. 

Ramener  la  solution  trouvée  aux  intégrales  elliptiques  de  Lo- 
ge ndre. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  M,  de  masse  m,  est  attiré  vers 
un  centre  ^\\q  O  avec  une  intensité  égale  à 

7^ ' 

a  cl  b  désignant  deux  longueurs  données,  r  étant  la  distance  OM' 
et  0  l'angle  (juc  fait  ce  rayon  vecteur  avec  le  rayon  vecteur  ini- 
tial OMq. 

Trouver  la  trajectoire  du  point  M.  Calculer  la  position  du  mobile 
sur  sa  trajectoire  à  une  époque  quelconque. 

On  supposera  la  distance  initiale  OMq  égale  à  a,  et  la  vitessr 
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initiale  égale  à  a 6.  En  outre,  cette  vitesse  sera  supposée  inclinée 
de  45**  sur  le  rayon  vecteur  OMq. 

Astronomie,  —  Une  étoile  se  lève  à  i3**i2™a4*,  2  et  se  couche 
à  4** 3"  2%  8  dans  un  lieu  dont  la  latitude  boréale  est  4 1"  12' 54''. 
On  demande  de  calculer  : 

1°  L^ascension  droite  et  la  déclinaison  de  Tétoile  ; 
2°  La  hauteur  de  Tastre à  i5**2™6%4- 

Poitiers. 

Analyse.  —  Déterminer  Téquatîon  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces,  telles  que  chaque  plan  tangent  forme  avec  les  plans 
coordonnés  un  tétraèdre  dont  le  volume  est  constant. 

Trouver  une  intégrale  complète  et  la  solution  singulière  de  cette 
équation. 

En  supposant  horizontal  le  plan  xOy^  déterminer  les  lignes  de 
plus  grande  pente  de  la  surface  représentés  par  la  solution  singu- 
lière. 

Trouver  les  ombilics  de  cette  même  surface. 

Mécanique,  —  Un  anneau  dont  le  centre  est  fixe  à  l'origine  des 
coordonnées  a  sa  masse  uniformément  répartie  sur  la  circonfé- 
rence moyenne  de  rayon  R;  son  plan  fait  un  angle  ô  avec  le  plan 
des  XY  ;  il  est  attiré,  suivant  la  loi  de  la  nature,  par  une  masse  [x 
concentrée  en  un  point  situé  à  une  distance  a  de  Torigine,  dans  le 
plan  des  XY,  sur  une  perpendiculaire  à  la  ligne  des  nœuds  menée 
par  l'origine.  On  demande  :  i®  de  calculer  la  grandeur  du  couple, 
dû  à  cette  attraction,  qui  tend  à  faire  tourner  Panneau  autour  de 
la  ligne  des  nœuds  ;  2°  de  déterminer  la  vitesse  de  précession  qu'un 
couple  constamment  égal  au  précédent  communiquerait  à  la  ligne 
des  nœuds,  lorsqu'on  supposera  l'anneau  animé  d'une  rotation 
propre  n  autour  de  son  axe  de  figure,  et  l'angle  9  constant;  3°  d'in- 
diquer la  position  de  l'axe  instantané  et  la  vitesse  angulaire  autour 
de  cet  axe. 

On  supposera  le  rapport  -  assez  petit  pour  que,  dans  le  dévelop- 
pement des  puissances  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de 
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I^anneau  au  point  [x,  on  puisse  négliger  les  puissances  de  —  supé- 
Heures  à  la  première. 

Astronomie.  —  La  longitude  héliocentrique  du  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  de  Vénus  est  75**i9'52",  Tinclinaison  de  3**23'35"; 
la  distance  de  la  planète  au  Soleil  est  les  o,7a333a2  de  celle  de  la 
Terre  au  Soleil.  Ceci  posé,  au  moment  où  la  Terre  avait  pour  lon- 
gitude héliocentrique  celle  du  nœud  ascendant,  la  distance  angu- 
laire de  la  planète  au  Soleil  a  été  trouvée  égale  à  27"32'43''. 

Déduire  de  cette  observation  la  longitude  et  la  latitude  liélio- 
centriques  de  Vénus  à  cet  instant. 

Rennes. 
Analyse»  —  Etant  données  les  deux  équations 

2{X^ —  C)o'-4-5  -h  '^  =  O, 
J*  H-  2  (  -5  -h  O  )  ^'  =  O, 

OÙ  (p  désigne  une  fonction  arbitraire  du  paramètre  c  et  ^'  sa  dé- 
rivée par  rapport  à  ce  paramètre,  on  propose  : 

i**  De  former  Téquation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  re- 
présentées par  Tensemble  de  ces  deux  équations; 

a**  D'intégrer  cette  équation  ; 

3°  De  déterminer  la  fonction  o  de  manière  que  la  trace  de  la 
surface  correspondante  sur  le  plan  j:Oy  soit  une  circonférence  de 
rayon  R  ayant  son  centre  à  l'origine  des  coordonnées. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  libre  M  décrit  suivant  une  loi 
inconnue  un  arc  de  cercle  de  rayon  b  situé  dans  le  pian  y z  et  dont 
le  centre  est  à  Torigine  O  des  coordonnées.  Pour  un  observateur, 
A  parcourant  uniformément  dans  le  plan  xv  une  circonférence  de 
rayon  a  et  de  centre  O,  en  même  temps  qu'il  tourne  sur  lui-même 
autour  d'un  axe  parallèle  à  O^  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à 
celle  du  rayon  OAet  de  même  sens,  ce  mouvement  semble  se  faire 
dans  un  plan  coupant  xf  en  une  trace  ON  dont  Tangle  avec  OA  a 
la  valeur  X,  et  qui  est  incliné  de  a  sur  la  partie  NOA  du  plan  xv. 
Déduire  de  ces  données  : 
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i"  La  loi  du  mouvement  réel  de  M,  sa  trajectoire  apparente,  la 
loi  du  mouvement  sur  cette  courbe  et  les  valeurs  en  fonction  du 
t.emps  des  vitesses  dans  ces  deux  mouvements  ; 


a®  Les  expressions  des  composantes  tangentielles  et  normales 
des  forces  accélératrices,  tant  réelles  qu'apparentes,  en  fonction  de 
l'angle  j^OM  =  cp  et  de  ses  multiples  pour  la  première,  et  de  Tangle 
NOM  =  ç'  et  de  ses  multiples  pour  la  seconde  ; 

3**  Les  valeurs  en  fonction  des  coordonnées  relatives  des  forces 
fictives  qu'il  faudrait  joindre  à  la  force  réelle  pour  former  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  apparent  de  M. 

Toulouse. 


Analyse.  —  Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires. On  considère  un  cône  de  révolution  autour  de  OZ, 
ayant  son  sommet  à  l'origine,  et  une  courbe  G  située  sur  ce  cône. 
En  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  G  on  mène  le  plan  oscu- 
lateur  qui  coupe  le  plan  des  xy  suivant  une  droite  D,  faisant  un 
angle  V  avec  la  projection  Om  sur  ce  plan  de  la  génératrice  OM. 
On  demande  : 

i"  De  déterminer  la  courbe  G,  de  façon  que  l'angle  V  soit  con- 
stant pour  tous  les  points  de  cette  courbe  ; 

2"  D'évaluer  l'arc  de  cette  courbe,  compté  à  partir  du  sommet 
du  cône. 

A'^.  B.  —  On  prendra  pour  variables  les  coordonnées  polaires  r 
et  6  de  la  projection  sur  le  plan  xOy  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  du  cône. 
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Mécanique.  —  On  appelle  courbe  tautochrone  rclativemenl  à 
un  de  ses  points  O,  pour  un  mobile  qui  la  parcourt  sous  l'action 
d'une  force  déterminée,  une  courbe  telle  que  le  temps  mis  par  ce 
mobile,  partant  d'un  point  quelconque  A  de  la  courbe  sans  vitesse 
initiale,  pour  atteindre  le  point  O,  soit  toujours  le  môme,  quel  que 
soit  le  point  de  départ  A  : 

1°  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  courbe  soit  tautochrone,  relativement  à  un  de  ses  points  O 
pris  pour  origine,  c'est  que  la  composante  tangentielle  de  la  force 
qui  sollicite  le  mobile  soit,  à  chaque  instant,  proportionnelle  à 
l'arc  qui  sépare  le  point  de  l'origine*  O  et  qu'elle  tende  à  rappro- 
cher ce  point  de  Toriginc. 

2"  Démontrer  que  la  courbe  sera  encore  tautochrone  si  le  mo- 
bile est  soumis  en  outre  à  une  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse. 

3°  Démontrer  que  la  chaînette  est  une  courbe  tautochrone  re- 
lativement à  son  sommet  pris  pour  origine,  pour  une  force  perpen- 
diculaire à  la  directrice,  dirigée  vers  cette  directrice  et  proportion- 
nelle à  l'ordonnée. 

4°  Étudier  toutes  les  circonstances  du  mouvement  du   point 
matériel  sur  cette  chaînette,  pour  cette  loi  de  la  force. 

Épreuve  pratique.  —  On  sait  que  la  précession  annuelle  est  re- 
présentée par  les  formules  suivantes  : 

En  ascension  droite m -\-  n  lango  sin  a 

En  déclinaison n  cosa 

D'après  Lalandc,  les  coordonnées  moyennes  de  Tétoilc  a  de  la 
Couronne  étaient  au  commencement  de  1 8oo  : 

a  =  i5''26"*i3*, 3     (a  est  l'ascension  droite), 
P  =  G2*3G'i4",(       (P  est  la  distance  polaire). 

On  demande  les  coordonnées  moyennes  de  celle  étoile  au  com- 
menccnient  de  1885. 

On  a,  d'aprùs  Struve,  pour  184?., 5, 

m  =  3\o7i63     (en  temps), 
/i  =  20 ",0570       (en  arc). 


SESSION   DE  NOVEMBRE. 

Besançon. 

Analyse.  —  Etant  donné  le  système  de  courbes  (axes  rectangu- 
laires 

on  considère  le  quadrilatère  curviligne  compris  entre  les  quatre 
courbes  qui  répondent  aux  valeurs  w,  r,  u-\-dUj  v -\- dv  des  pa- 
ramètres. Calculer  l'aire  de  ce  quadrilatère  en  négligeant  les 
quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  sa  valeur  principale. 

Appliquer  le  résultat  obtenu  à  la  détermination  de  l'aire  com- 
prise entre  les  portions  situées  dans  Tangle  posilif  des  coordonnées 
des  quatre  courbes  définies  par  Téquation 

^'         y^ 


où  c  est  donné,   et  où  X-  est  supposé  avoir  les  quatre  valeurs 

A/?2     lf.'l      *f,2     Ipi 

Mécanique.  —  Dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  propor- 
tionnelle à  la  vitesse,  un  point  matériel  pesant  m  est  abandonné 
(sans  vitesse  initiale)  en  un  point  B  d'une  cjcloïde  dont  l'axe  est 
vertical  et  la  convexité  tournée  vers  le  bas. 

Le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde  est  égal  à  r. 

L'arc  de  cycloïde  AB  compté  à  partir  du  sommet  A  de  la  courbe 
est  égal  à  a. 

Le  point  m  étant  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  cycloïde,  on  de- 
mande d'étudier  le  mouvement  de  ce  point  et  en  particulier  de 
déterminer  le  temps  T  qu'il  emploiera  pour  arriver  au  sommet  A. 

Épreuve  pratique.  —  On  demande  la  longitude  et  la  latitude 
d'une  étoile  connaissant  son  ascension  droite  A  et  sa  déclinaison  D 

A  =   2''i4"2o',6, 
D  =  i9°38'    7% 

et  prenant  pour  l'obliquité  de  l'écliptique 
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Gaen. 

Analyse. —  i°  Démontrer  la  formule  de  Lagrange  qui  sert  à 
développeras  ou  'f  (s)  suivant  les  puissances  entières  et  croissantes 
de  /  lorsqu'on  a  la  relation 

2®  Étant  donné  le  système  d'équations 

-^  ■+-  Xy  -h  Bz  =  o, 

on  demande  de  déterminer  les  coefficients  constants  A,  B,A',  B', 
sachant  :  i°  que  e~^^  et  e~'^  sont  des  valeurs  particulières  de  y] 
a**  qu'en  appliquant  la  méthode  de  d'Alembert  pour  l'intégration 
de  ces  équations  et  posant^  -j-  Os  =  u,  on  doit  avoir  pour  8  les 
valeurs  —  i  et  -|-^. 

Mécanique.  —  i®  Une  figure  plane  se  meut  sur  un  plan  fixe,  de 
manière  que  deux  de  ses  points,  A  et  B,  glissent  sur  deux  droites 
rectangulaires  du  plan  fixe,  et  que  le  milieu  de  la  droite  AB  ait  une 
vitesse  constante.  Trouver,  pour  une  position  donnée  de  la  figure, 
le  lieu  des  points  dont  l'accélération  tangentielle  est  nulle,  et  celui 
des  points  dont  l'accélération  centripète  est  nulle. 

a"  Un  plan  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  (o  autour 
d'une  droite  fixe  qu'il  rencontre  en  un  point  O  et  avec  laquelle  iV 
fait  un  angle  dont  le  sinus  est  ^  ;  un  point  matériel  M,  assujetti  à 
rester  dans  le  plan  donné  sans  éprouver  de  résistances  passives, 
est  attiré  vers  le  point  O  par  une  force  égale  au  produit  de  (o*  par 
la  masse  du  point  mobile  et  par  sa  distance  OM  au  point  O.  Dé- 
terminer le  mouvement  du  point  M;  discuter  la  forme  de  sa  tra- 
jectoire dans  le  plan  mobile. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  pour  le  i*^*"  juillet  1880  à  10**  du 
soir  (temps  moyen)  l'azimut  et  la  distance  zénithale  de  l'étoile  a 
de  la  Grande  Ourse,  observée  de  la  tour  centrale  de  TAbbave  aux 
Dames,  à  Caen. 


MÉLANGES.  Gif, 5 

Données  : 

Tour  (le  FAbbave  ) 

(  Longitude 2°4i' 24*  O. 

,    .    ^        .     -  l  iR  (temps  sidéral) lo'^ôe^iS", -o 

a  de  la  Grande  Ourse     < 

(  Déclinaison  (boréale) 62° 23' 5  j', 2 

Le  printemps  de  1880  a  commencé  le  ao  mars  à  5'*  23"  du  matin 
(temps  moyen  de  Paris). 

Glermont. 

Analyse,  —  Trouver  les  conoïdes  tels  que  les  trajectoires  or- 
thogonales des  génératrices  soient  des  lignes  asymptotiques. 

Mécanique,  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  dans 
un  tube  qui  tourne  uniformément  dans  un  plan  vertical  autour 
d'un  de  ses  points. 

Du  cas  précédent  on  tirera  la  solution  du  cas  où  le  tube  tourne 
dans  un  plan  horizontal;  on  déterminera  et  l'on  discutera  les 
éléments  introduits. 

Epreuve  pratique,  —  Une  droite  fait  un  angle  constant  avec 
le  plan  horizontal,  s'appuie  sur  une  horizontale  AB  perpendicu- 
laire à  xy  et  reste  à  une  distance  constante  d'une  verticale  CD. 
Construire  l'intersection  par  un  plan  horizontal  de  la  surface  en- 
gendrée par  la  droite. 

Dijon. 

Analyse,  — Trouver  sous  forme  réelle  les  intégrales  générales 
des  équations  difTérentielles  simultanées  : 

dv       dw  __ 
dx       dx 

dw        du  _ 
dx         dx 

du         dv 


dx         dx  ' 


OÙ  X,  z/,  i',  iv  désignent  respectivement  la  variable  indépendante 
et  les  trois  fonctions  inconnues. 
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Mécanique,  —  Une  barre  homogène  pesante  peut  tourner  au- 
tour d'une  de  ses  extrémités  O  dans  le  plan  vertical  passant  par  le 
point  O  et  un  autre  point  O'  situé  à  la  même  hauteur  que  O.  A  son 
autre  extrémité  A  est  attaché  un  fil  flexible  qui  passe  dans  un  an- 
neau infiniment  étroit  placé  en  O',  pend  ensuite  verticalement  et 
se  termine  par  un  poids  Q. 

On  négligera  la  masse  du  fil  et  le  frottement  du  fil  dans  Pan- 
neau. On  désignera  par  a  la  longueur  de  la  barre,  par  m  sa  masse^ 
par  m!  celle  du  poids  Q.  On  supposera  que  a  est  inférieur  à  OC 
et  que  a  -f-  00'  est  inférieur  à  la  longueur  /  du  fil.  On  désignera 
00'  par  d. 

On  demande  le  mouvement  du  système  sachant  qu'il  est  primi- 
tivement en  repos,  la  barre  OA  étant  horizontale  et  du  côté  opposé 
à  celui  de  O'  par  rapport  à  O. 

Epreuve  pratique,  —  On  a  mesuré  à  deux  époques  différentes 
la  déclinaison  du  Soleil.  On  a  obtenu  les  deux  valeurs  suivantes  : 

ii'^SV    et    23^26'; 

la  déclinaison  est  boréale  dans  les  deux  cas. 

On  a  mesuré  également  la  différence  des  ascensions  droites,  qui 
a  été  trouvée  égale  à 

On  demande  de  calculer  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  l'équa- 
teur. 

{A  suivre.) 
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R.  LBPSCHITZ.  —  Untersuchungen  uber  die  Summen  von  Quadraten. 
I  vol.  in-8°,  147  p.,  Bonn,  Max  Cohen  und  Solin,  i88(i. 

Le  présent  Volume  contient  trois  Mémoires  qui  se  rattachent  à 
une  Note  communiquée  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  aux 
II  et  18  octobre  1880,  et  intitulée  :  Principes  d'un  calcul  algé- 
brique qui  contient,  comme  espèces  particulières,  le  calcul 
des  quantités  imaginaires  et  des  quaternions,  M.  Darboux  ayant 
bien  voulu  insérer  cette  Note  dans  le  Volume  actuel  du  Bul- 
letin,  il  m'est  permis  d'y  renvoyer  dans  l'esquisse  qui  va  suivre 
de  mon  travail. 

1.   Commençons  par  la  considération  d'une  substitution 

^1  =  «11  Jl  -+-  «Hjî  -H  .  .  .-+-  lin  Jn^ 
^«  =  «îl  Jl  H-  «M  J«  -H  ...  -H  a,„  yn. 


^n  —  ««1  J'i  -+-  */tJ  Jî  4-  ...  -4-  ^nnym 


OÙ  les  coefficients  an,  ai 2,  . . .,  a,;„  sont  réels,  dont  le  détermi- 
nant est  égal  à  l'unité  positive  et  qui  satisfait  à  l'équation  entre 
les  variables  réelles  j?i ,  ^2»  . . . ,  ^w  et  yt ,  j>'2,  . . . ,  ^,;, 

X^  -h  X^  -h  .  .  .  -f-  Xfi  =  J^i  4-^î  H-  .  •  .  ~T~  y  l'f 

Nous  appellerons  tout  d'abord  l'attention  sur  certains  procédés 
très  simples,  à  l'aide  desquels  on  fait  découler  de  la  substitution 
donnée,  sans  altérer  les  valeurs  numériques  des  coefficients,  des 
substitutions  du  même  déterminant  et  appropriées  au  même  pro- 
blème de  transformation  d'une  somme  de  n  carres  en  elle-même. 
Si  l'on  prend  un  nombre  pair  quelconque  de  lignes  verticales  de  la 
substitution  proposée  et  qu'on  effectue  la  multiplication  de  tous 
leurs  termes  par  l'unité  négative,  on  parvient  évidemment  à  une 
substitution  nouvelle  du  même  genre.  Voilà  le  premier  procédé 
dont  nous  nous  servirons.  En  énumérant  les  substitutions  ainsi 
acquises  et  y  joignant  la  substitution  originale,  on  trouve  le 
Bull,  des  Sciences  mathem,,  2*  série,  t.  X.  (Août  1886.)  i.» 


iG4 
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nombre  total  2"'*.  Maintenant,  si  Ton  compare  les  résultats  des 
changements  indiqués  dans  le  déterminant 


*/»! 


*wj 


'•na 


qui  va  être  dénoté  parD,  on  est  conduit  au  théorème  que  toujours 
UD  seul  entre  les  i"~*  déterminants  respectifs  aura  une  valeur 
différente  de  zéro.  Cette  proposition,  qui  se  trouve  dans  le  Mé- 
moire de  M.  Hurwitz  :  Leber  die  Perioden  solcher  eindeutiger 
OLti-fach  periodischer  Functioneriy  welche  im  Endlichen  ûber 
ail  den  Charakter  rationaler  Functionen  besitzen  und  reell 
sind  /tir  réelle  Wertlie  ihrer  n  Argumente  (Journal  fiir  Mathe- 
matiky  t.  XCIV,  p.  7),  peut  être  démontrée  en  faisant  voir  que  la 
somme  des  2"~*  déterminants  désignés  est  égale  au  nombre  2".  Ce 
point  établi,  dans  le  cas  où,  pour  la  substitution  donnée,  le  détermi- 
nant D  s'évanouit,  on  la  remplacera  par  une  autre  du  même  genre  à 
laquelle  correspond  un  déterminant  dont  la  valeur  diffère  de  zéro. 
Il  est  donc  établi  que  la  substitution  an,  ai 2,  • .  •,  oLnn  peut  être 
préparée  de  ladite  manière.  En  même  temps,  nous  admettons 
que  le  déterminant  D  soit  formé  comme  si  les  éléments  an,  ai  2,  ..., 
a„„  étaient  indépendants  les  uns  des  autres,  de  sorte  que  les  élé- 
ments adjoints  peuvent  êlre  désignés  par  la  différentiation  par- 
tielle. Cela  étant,  on  tire  facilement  de  la  transformation  donnée  le 
système  d'équations 

"^^  f  X  ^I^/  xl 


r.  -/^  =  D  [ 


ÔD 


—  1 


dOL 


12 


(^1  -+-71) 


'K^"'S)^"*^-^'*^"-*-""' 


07.  nt 


Xn) 


] 
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En  adjoignant  une  quantité  quelconque,  différente  de  zéro,  ).o> 
introduisons  les  éléments  nouveaux 

Comme  conséquence  du  fait  que  l'expression 


^\—yî  -^^l  — 7î  -+-... -^:rj 


1'* 


s'évanouit  identiquement,    pour  tout  nombre  a  et  pour  chaque 
combinaison  de  nombres  différents  a  et  6,  on  aura  les  équations 

Afia  =  O,  Aff,;  -\-  Kffa  =  O. 

Donc  on  obtient,  pour  les  deux  systèmes  de  variables,  .r,, 
^2,  ...,  Xft  et^i,  Kj,  ,,,^yn  le  système  d'équations 

Xo^^i  H- Xjia:2  H-.,  .-r- X,ii  j™,i  =   Xoji  -<- Xui'2 -+■•  • --^  XirtJ,,^ 
Xii^i -t-  XqXj  -h. .  .h- X/,îJ7„  =  Xji^'i -h  Xo.ra  —...-»- Xjrt.r»» 

•  ••••••••■••••••■••••••••••••••••••«•a • «...••.^ 

XiniTi -h  X2rtari  H-.. .-+-  Xo^n  =  Xrtij'i -t- X/ijVj -+-... -T- Xoj„, 

qui  se  change  dans  le  premier  système  de  ma  Note  en  faisant  ).o 
égal  à  l'unité. 

Je  donnerai  maintenante  loi  déformation  des  déterminants  des 
systèmes  de  fonctions  linéaires  à  gauche  et  à  droite,  qui  sont  égaux. 
Ledit  déterminant  pour  /?=  2  s'offre  comme  égal  à  la  somme  de 

deux  carrés 

X«H-Xî,, 

pour  /i  =  3  au  produit  de  \q  par  la  somme  de  quatre  carrés 

XJ  H-Xf, -f-Xf, -4-XI3, 

pour  n^/i  dM  produit  de  la  puissance  X^J~^  par  une  somme  de 
a""*  carrés,  que  nous  désignerons  ainsi  : 

Ay  T^'^12  -T-...-r-Aj23^-t-,.,. 

Ici  les  expressions  à  quatre,  à  six  indices,  etc.,  naissent  des 
expressions  pareilles  de  ma  Note,  dans  ce  sens  que  Ton  y  remplace 

d'abord  les  éléments  \ab  par  les  quotients  respectifs  y^,  et  qu'on 

fait  ensuite  la  multiplication  du  résultat  par  \q.  On  a,  par  exemple, 


h..;i.   J. 
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présentement 

A|j34  =    r y 

Ao 

et  en  général,  élanl  choisis  2r  nombres  quelconques  a,  b,  ...,/? 
l'expression  ).fl^.../-est  égale  à  une  fraction  au  dénominateur  V~* , 
dont  le  numérateur  est  formé  en  posant  toutes  les  permutations 
de  première  classe  des  nombres  «,  fe,  ...,  /,  en  affectant  ces 
nombres  dans  leur  ordre,  deux  à  deux,  à  la  lettre  X,  en  choisissant 
toujours  un  seul  des  produits  égaux  et  en  prenant  la  somme  de 
tous  ces  produits.  11  faut  bien  avoir  égard  au  fait,  que  le  nombre 
2"   *  des  bases  des  carrés  dans  la  somme 

coïncide  a^vec  le  nombre  des  déterminants,  dérivés  par  les  change- 
ments de  signe  dans  un  nombre  pair  de  lignes  verticales  du  déter- 
minant D.  On  verra  bientôt  que  les  deux  sortes  d'algorithmes 
sont  intimement  liées  entre  elles,  et  que  les  2"~*  quantités  T^oy 
)wi2,  ...,  )m234»  •  •  •  constituent  un  système  dont  les  éléments  peu- 
vent être  employés  et  servir  au  même  titre. 

A  l'aide  de  ces  éléments  et  des  symboles  définis  précédemment, 
la  transformation  donnée  d'une  somme  de  n  carrés  en  elle-même, 
est  exprimée  par  une  seule  équation  symbolique  comme  il  suit  : 

Poiir  /i  ^:=  2  on  a  l'équation 

{Ào-htiiXi2)(j',  -+-  ^12-^2)  =  (7,  +  hiViXlo  —  hihi), 


où  1,2  peut  être  remplacé  par  le  symbole  y/ —  i ,  et  où  il  est  permis 
de  changer  Tordre  des  deux  facteurs  com])lexes  qui  sont  multi- 
pliés. 

Pour  n  =  3  vient  l'équation 

(Ào  -+-  «12X12  -H  ''13X13  -H  ii3'^2i)(ori  ■+-  ii2^t  -^  h3^3) 

=  (71  -H  '12J2  -+-  M3j3)(Ào  —  «12X12  —  '13X13  -+-  '23X23), 

OÙ  l'expression  X^o -f- i:,2Xv,2 -h  «^la^Ms  H- '23^^23  coïncide  avec  le 
quaternion  de  llamilton 

Xq  -+-  'X12  -\-  j  X23  H-  XrXsi, 

et  où  Ton  ne  peut  intervertir  Tordre  des  facteurs  qui  sont  multi- 
pliés. 
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Dans  le  premier  Mémoire  la  transformation  d'une  somme  de 
deux  ou  de  trois  carrés  en  elle-même  est  traitée  séparément,  afin 
d'en  donner  une  application  arithmétique.  On  reconnaît  facilement 
que,  pour  les  substitutions  dont  les  coefficients  sont  des  nombres 

rationnels,  les  fractions  -^  le  deviennent  également,  de  sorte  que 

les  quantités  Xq?  ^i2>  •  •  •  peuvent  être  prises  égales  à  des  nombres 
entiers.  Par  cette  voie,  les  substitutions  à  coefficients  ration- 
nels conduisent,  lorsqu'il  s'agit  des  sommes  de  deux  carrés,   à 

la  théorie  des  nombres  complexes  entiers  a  4- 6 y/ — i  et,  pour 
les  sommes  de  trois  carrés,  à  la  théorie  des  quaternions  entiers. 
Le  premier  Mémoire  est  consacré  au  développement  des  principes 
correspondants  de  ces  deux  théories. 

Dansles  cas  où /i^49  c^P^îi^<^^^'^^  ^y^l^ol^^ '127  •••>  '12:117  •••? 
par  les  signes  primitifs  A*,,  Aj,  ...,  h,i  et  formons  les  quatre 
expressions  complexes  {*)  de  l^ ordre  n}"^^ 

A  :^  Aq  -4-  Ai  A}  A|2  -t-.  .  .-{-  Aj  Aj  A53  -4-,  .  .-H  K\  K^K^k>^  AJ234  -+-..., 
Aj  =  —  Aj  AA'j  =  Aq  —  ^1  ^1  Au  H- ,  • . —  A*]  A*3  A23  -f- . . .  —  A'j  A'j  A*3  A'4  Aj23i~+~  •  •  •  » 
X  =  a?!  ■+-  A:i  Ati^i  -+- . . .  -h  A:,  knorni 
Y  =^i-4-A:,A:,^,-+-...-4- A'iX-,,^;,; 

alors  l'ensemble  des  n  équations  mentionnées  et  des  a"~*  —  n 
équations  déduites  par  le  procédé  indiqué  dans  ma  Note  est  con- 
tenu dans  l'équation 

AX  =  YA,. 

Mais,  parce  que  cette  relation  ne  désigne  pas  autre  chose  que  la 
substitution  première,  de  laquelle  nous  sommes  parti,  et  parce  que 
nous  avons  supposé  le  déterminant  D  qui  s'y  rapporte  différent  de 


(■)  Je  ne  manque  pas  de  faire  remarquer  que,  dans  le  cours  de  mon  Traité, 
Topération  dénotée  par  A,  =  —  A,AAr,  se  trouve  appliquée  plusieurs  fois,  de  ma- 
nière qu'on  ait 

^ab  =  A',,  k^  A  A'^  kyy        S.^1^  =      A\.  A*^  A\,  A  A\j  ky  k^ , 

et  généralement,  le  nombre  des  indices  a,  6,  c,  ...,/ étant  égal  à  /, 

K^...f^  (-  i)'Ay...A:,A-,  AA-^A,.  .Ay=  (-1)      î     k^k.Jy  \k,k,Jy 

Les  lecteurs  du  Traité  sont  priés  de  bien  vouloir  corriger  dans  le  sens  indiqué 
les  formules  (9)  et  (9')  de  l'article  G  du  deuxième  Mémoire. 
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zéro,  il  est  nécessaire,  si  nous  voulons  exprimer  d'une  manière 
semblable  toutes  les  substitutions  du  même  genre,  de  combiner  la 
substitution  donnée  avec  toutes  celles  qui  ont  pour  effet  de  changer 
les  signes  d'un  nombre  pair  quelconque  de  lignes  verticales. 

Désignons  les  indices  des  lignes  verticales  choisies  d'une  cer- 
taine manière  par  a,  6,  ...,/,  un  système  de  n  variables  nouvelles 
par  C| ,  Z'i,  . . . ,  5,1  ;  soient  ensuite 

/■*  =  Zi  -+-  A"j  a'2  Zf  -\-  .  .  .  ■+•  A'i  A/i  Z/tf 

J  =  fia  K/f ...  A.*^, 

enfin  I|  =  I  ou  I|  =  —  I  selon  que  l'unité  se  trouve  dans  l'en- 
semble a,  6,  . . . ,  y  ou  non.  Cela  étant,  la  substitution  résultante 
de  la  combinaison  indiquée  remplit  la  condition 

el  est  représentée  par  l'équalion 

lAXrrr   ZI,A,. 

Si  nous  admettons  que  dans  cette  équation  le  symbole  I  et  pareil- 
lement I|  soient  remplacés  par  l'unité,  et  en  même  temps  Z  par  Y, 
celle  équation  comprend  aussi  l'équation  antérieurement  donnée 

A\=:VA„ 

el  Ton  peut  être  assuré  que  l'équation  en  question  représenle 
toutes  les  substitutions  d'un  déterminant  égal  à  l'unité  positive, 
par  lesquelles  une  somme  de  n  carrés  est  transformée  en  elle- 
même. 

Le  dessein  de  dériver  d'une  substitution  donnée  a,  i ,  a,.j,  . . .,  ol„„ 
des  substitutions  nouvelles  du  même  genre,  sans  modifier  les 
valeurs  numériques  des  coefficients,  peut  être  rempli  aussi  en  choi- 
sissant un  groupe  de  lignes  verticales,  indiquées,  par  exemple, 
par  les  indices  a^  6,  r,  rf,  puis  un  groupe  de  lignes  horizontales, 
désignées  par  les  indices  p,  q^  et  en  multipliant  par  l'unité  né- 
gative les  coefficients  du  premier  groupe,  ensuite  les  coeflî- 
cients  du  second;  seulement  il  faut  avoir  égard  à  la  condition  que, 
pour  conserver  la  valeur  -h  i  du  déterminant,  la  somme  des  deux 
nombres  soit  paire.   Or   un    trouve    que    ce  changement  est  re- 
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produit  dans  réquation  symbolique 

AX  =  YA„ 
si  l'on  remplace  Texpression  A  par  l'expression 

^*a  ^b  ^c  ^d  ^  ^  p  ^q  • 

En  effet,  la  multiplication  de  A  par  les  signes  primitifs  kaktkckd 
à  gauche  correspond  à  Tinterversion  des  signes  dans  les  lignes 
verticales  respectives,  tandis  que  la  multiplication  de  A  par  les 
signes  primitifs  kpk^f  à  droite  correspond  à  Tinterversion  des 
signes  dans  les  lignes  horizontales  respectives.  Il  semble  naturel 
de  concevoir  les  expressions,  qui  naissent  de  la  manière  exposée, 
d'une  expression  complexe  A,  comme  un  ensemble  de  compa- 
gnons; si  l'on  distingue  chaque  expression  et  son  produit  par 
l'unité  négative,  auxquels  correspond  une  seule  substitution,  le 
nombre  total  des  compagnons  devient  égal  à  2^""*. 

Attendu  que  la  substitution  donnée  conduit  par  la  résolution  au 
système  d'équations 

y\  =  «il  iFi-+-  «11  a:j-h.  ..4-  2,1,  Ta', 
yi  =  «11  a?!  -f-  «jj  Xj  -4- .  .  .  -h  a,ii  Xa, 


J'«=  «irt^i-H  «în^î-H.  .  .-+-  f-nn^m 


il  est  clair  que  l'on  obtient  une  substitution  nouvelle  du  même 
genre  en  changeant  les  coefficients  des  lignes  horizontales  avec  les 
coefficients  des  lignes  verticales  correspondantes.  Or  le  change- 
ment correspondant  de  l'équation  symbolique  consiste  en  ce  que 
l'on  met  à  la  place  de  A  Vexpression  conjuguée 

où  l'ordre  des  signes  primitifs  affectant  chaque  produit  est  inter- 
verti. 

Entre  une  expression  A  et  l'expression  conjuguée  A'  il  y  a  réci- 
procité. Le  produit  de  A  et  A',  qui  devient  égal  à  la  somme  déjà 
mentionnée  de  2""*  carrés 

Aq  h-  Aj2-H...-|-A,23^-f-..., 

constitue  la  notion  de  la  norme  de  Vexpression  A  et  sera  dénoté 
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par  le  signe 

N(A). 

Tous  les  compagnons  de  Texpressiôn  A,  donl  il  a  été  question, 
ont  la  même  norme  N(A).  Pour  compléter  la  compagnie,  on  ajou- 
tera à  chaque  expression  y  déjà  admise  l'expression  conjuguée 
correspondante,  dont  la  norme  est  aussi  la  même.  C'est  par  là  que 
le  nombre  complet  des  compagnons  s'élèvera  à  a*".  Mais  ici  se  pré- 
sente une  distinction  remarquable  entre  les  expressions  complexes 

Xo4-  y/ —  i).|2  du  deuxième  ordre  et  celles  d'un  ordre  supérieur. 
On  sait  que  dans  le  premier  cas  les  quantités  de  la  même  compagnie 
sont  les  suivantes  : 

Ào-+-  /^  Xij,  —  (Xo-+-  /—  I  Xi,), 

Xo—  /^X|2,  — (^0— /^^ll), 

y/—  I  (Xo—  /—  I  Xj,),    —  v^—  I (Xo—  /^  X„), 

leur  nombre  total  étant  Uuit. 

Évidemment  l'opération  par  laquelle  A'  est  engendrée  par  A 
conduit  maintenant  à  des  expressions  déjà  produites  par  les  opé- 
rations désignées  antérieurement,  de  sorte  que  le  cas  n  =  2  forme 
une  exception  à  la  loi  générale,  qui  paraît  pour  la  première  fois 
dans  le  cas  de  n  =  3,  correspondant  aux  quaternions. 

C'est  la  notion  de  la  norme  d'une  expression  complexe  du 
^itme  ordre,  dont  l'étude  approfondie  met  en  lumière  la  nature  du 
déterminant  désigné  par  D.  En  introduisant  n  quantités  varia- 
bles réelles,  numériquement  supérieures  à  l'unité  5|,  ^2,  . . .,  s„, 
formons  le  déterminant 

^11 -+--^1  *12  •••  3Ci,i 

3^21  *Î2-T-  ^i        •  •  •  ^in 


3t„i  a,|j  .  .  .        3l/itt-T-  Sfi 

et  désignons-le  par  D  (^i ,  ^'2,  . . .,  s„). 

Or  on  peut  démontrer  que  ce  déterminant  est  égal  à  une  frac- 
tion dont  le  dénominateur  est  la  norme  N(A),  et  dont  le  numé- 
rateur est  le  produit  lire  du  produit 

(5|-h  l)(^2-h  l)..  .(5,1-M). 
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cl  de  la  norme  suivante  : 

^  ,     ,     ^1  —  1    Sj—l^^  .     ^1-1    Sj^l    53—1    ^^  —  1  ^  ^  . 

Ag  H Af  •  H-.  .  .-1-  ■    '^USi"*"»»"* 

"  5l  -+-  I    5,  -+-  1      *  *  5l  Ht  I    5,  -f-I    58  -4-  I    5v  -h  I       *  '  *  * 

Évidemment  le  déterminant  D  est  actuellement  représenté  par 
D(i,  I,  ...,  i),  tandis  que  l'on  arrive  aux  déterminants,  qui 
naissent  de  D  en  altérant  les  signes  d'un  nombre  pair  de  lignes 
verticales  de  la  substitution,  en  remplaçant  les  variables  s  aux  in- 
dices correspondants  par  —  i,  les  variables  restantes  par  •+- 1.  On 
trouve  donc  les  équations 

N(A)D(     I,       1,      1,       i,...,i)  =  2«Xj, 
N(A)D(— I,— f,      I,       i,..,,i)  =  2'»X}j, 
N(A)D(— I,  —  I,  — I,  — i,...,i)  =2»XJ,3  4, 


et  l'on  est  conduit  à  la  conclusion  que  les  déterminants  correspon- 
dants ne  peuvent  jamais  prendre  des  valeurs  négatives,  qu'ils  sont 

proportionnels  aux  carrés  des  quantités  Xq»  ^i2>  ••  m  ^«23^)  •••9^^ 
qu'un  certain  déterminant  ne  peut  s'évanouir  que  si,  en  même 
temps,  la  quantité  correspondante  X  s'évanouit  également. 

n  faut  maintenant  signaler  une  distinction  importante  qui  existe 
entre  les  cas  /i  =  2  et  a^  =  3  d'une  part,  et  les  cas  où  n  >4  de  l'autre. 
Pour  /2  =  2  dans  l'expression 

Xo-4-  /— iXi,, 

il  y  a  deux  quantités  réelles  indépendantes;  pour  n  =  3  dans  le 
quaternion 

quatre  quantités  réelles  indépendantes.  Par  contre,  dans  l'ex- 
pression du  n*^"*  ordre 

1  A  =  1  (  Ao  -H  A*!  Aj  A 1 2  -4- ,  .  .  -h  A 1  A'j  a"3  a"4  a 1 234  -i-  .  .  .  ), 

OÙ  I  désigne  ou  db  i,  ou  kafcàj  ou  kakbkckd  .. .,  il  y  a  2"~*  élé- 
ments réels,  qui  entrent  linéairement,  et  qui  sont  exprimés  ra- 
tionnellement par  le  nombre  — — ^^  -j-  i  d'éléments  réels  indé- 
pendants Xq,  \abi  où  \q  doit  être  différent  de  zéro.  Pendant  que 
pour  /i  =  2  et  n  =  3  les  deux  nombres  2"~*  cl ; f-  i  s'ac- 
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cordent,  pour /i  ^4  1^  premier  est  le  plus  grand.  Cela  vu,  si  Ton 
forme,  à  l'aide  de  a""*  éléments  réels  quelconques  et  des  symboles 
introduits,  une  expression 

elle  va  être  nommée  une  expression  non  restreinte  complexe 

du  n*^'"^  ordre. 

Par  contre,  l'expression 

lA 

sera  dite  une  expression  régulière  complexe  du  n^^"*^  ordre.  Les 
règles  du  calcul  des  expressions  non  restreintes  complexes  se 
trouventexposées  dans  le  Mémoire  deW.-R.  QXiKorà:  A pplications 
of  Grassmann's  extensive  Algebra  {American  Journal  of  Ma- 
thematicSj  1. 1,  p.  35o-358,  et  Mathematical Papers,  p.  266-276), 
travail  que  je  ne  connaissais  pas  en  publiant  ma  Note  en  1880. 
Mais  dans  le  Mémoire  de  Clifibrd  n'entre  point  la  définition  des 
expressions  régulières  complexes. 

Comme  la  totalité  des  expressions  régulières  complexes  pour 
/i^4  forme  une  partie  des  expressions  non  restreintes,  c'est  une 
question  capitale  de  découvrir  un  ensemble  de  qualités  qui  peut 
servir  comme  diagnostic  des  expressions  régulières.  Afin  d'en 
donner  un  énoncé,  désignons  par  0'  l'expression 

conjuguée  à  4>,  où,  dans  chaque  produit.  Tordre  des  signes  primi- 
tifs est  interverti.  Alors  on  a  ce  théorème  que,  si  une  expression  <ï» 
a  la  propriété  d'être  une  expression  régulière,  il  faut  et  il  suffit 
(|ue  le  produit  <t'4>  soit  égal  à  une  quantité  réelle,  diflercnte  de 
zéro,  el  que  hi  combinaison  4>7^V|<^,  pour  chaque  indice  a^  soit  égale 
à  une  somme  où  chaque  quantité  réelle  est  mullipliée  par  un  seul 
(h»s  signes  primitifs  X"|,  k^^  ..-,  k,,,  les  produits  des  signes  primi- 
tifs étant  exclus.  Appuvé  sur  cette  proposition,  on  peut  mettre 
cha(|ue  expression  <I>,  qui  remplit  lesdites  conditions  de  la  régu- 
hu'ilé,  sous  la  forme 

I  A  =  I  (^  A©  -r-  A"i  A«  Ai2  -T-  .  .  .-T-  A'i  A.'j  A"j  A"i  Ai23i  -+-.,.), 

OÙ  )>o  (lillère  do  zéro,  et  on  peut  le  faire  autant  de  fois  qu'il  v  a, 
dans  Texpression  donnée  4>,  de  coellicicnts  réels  qui  ne  s'évanouis- 
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sent  pas.  ConformémeDt  à  ce  que  nous  avons  dit,  Texpression 

\  =  a:*!  -f-  X'i  A' j  arj  -+-...  -+-  X'j  kn  Xn, 

est  toujours  régulière,  sa  norme  étant  égale  à  la  somme  des  n  carrés 

Les  propriétés  caractéristiques  de  la  régularité  permettent  aussi 
de  démontrer  les  deux  théorèmes  suivants  :  «  Le  produit  de  deux 
ou  plusieurs  expressions  régulières  complexes  de  Tordre  rV*^^^  est 
toujours  égal  à  une  expression  complexe  de  Tordre  /i*'*"*,  qui  est  éga- 
lement régulière  »;  puis  :  «  La  norme  d*un  produit  d^un  nombre 
quelconque  d'expressions  régulières  complexes,  prises  dans  une 
certaine  succession,  est  égale  au  produit  des  normes  des  facteurs.  )> 
Or  dénotons  par  A  une  expression  quelconque  régulière  com- 
plexe de  Tordre  n'^"'',  par  M  une  autre  expression  régulière  ;  po- 
sons 

id  =^  Z{  -H  k\  A'j -5j  -+-  • . .  -H  k\  kfi  Zfij 

et  admettons  les  deux  équations 

AX  =  YAi, 
MY  =  ZiM,, 

qui  représentent  deux  substitutions,  par  lesquelles  on  a  respecti- 
vement 

x^  -\-  x^  -4-. . .-+-  x/j  "=  y X  "+"j'i  H-. . . -^ yhi 

7Î -^7Î -+-•  •  •-^- 7?»  = -5?  H- -I -4-. .  .H- -J; 
alors  la  combinaison  des  deux  substitutions  conduit  à  Téquation 

MA\  =  ZMiAi. 

Ici,  parce  que  A  et  M  sont  des  expressions  régulières,  le  produit 
MA  jouit  de  la  même  propriété  et  la  norme  de  celui-ci  N  (MA) 
est  égale  au  produit  des  deux  normes  N  (M)  et  N  (A).  Les  résul- 
tats analogues  subsistent  évidemment  pour  une  combinaison  des 
substitutions,  faite  dans  une  certaine  suite  aussi  souvent  que  Ton 
veut,  de  sorte  que  la  combinaison  des  substitutions  est  réduite,  en 
général,  à  la  multiplication  des  expressions  régulières  complexes. 

Quant  aux  expressions  régulières  complexes  entières  de 
l'ordre  /i**"*",   dans  lesquelles   tous    les  éléments  Aq,    ).|2,    ..., 
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/m2:h,  ...  sont  des  nombres  entiers,   il  est  clair  que  leur  nonne 
N(A)  sV'gale  à  un  nombre  entier  positif.  Jetons  un  coup  d'œil  sur 
celles  dont  la  norme  est  égale  à  Tunité  ou  au  nombre  2. 
La  condition  que  Ton  ait 

N(A)  =  i 

est  satisfaite  seulement  par  les  2"  expressions 

qui  ont  été  dénotées  auparavant  par  I,  et  qui  constituent  les  2" 
unités  du  système  des  expressions  complexes  de  Vordre  n^^"*^. 
Un  intérêt   particulier    nous    semble    également    attaché    aux 
expressions  régulières  entières  qui  suffisent  à  Téquation 

N(A)=2. 

Toutes  ces  expressions  sont  contenues  dans  la  forme 

I(i-f-X>A*^), 

o\x  p  Ql  q  dénotent  un  couple  quelconque  de  nombres  différents, 
de  sorte  que  le  nombre  total  des  expressions  s'élève  à  2"'"*/i(aï  —  i). 
Maintenant,  examinons  Teffet  de  la  supposition  que,  dans  l'équa- 
tion 

MY  =  ZM,, 

on  fasse  M  =  i -H  X-^X*^,  où  p  ai  q  soient  différents  de  Tunité. 
Moyennant  cela,  le  produit  MA,  qui  se  réfère  à  la  substitution 
composée,  dont  il  a  été  question,  deviendra  égal  au  produit 
(i  -\-  kpkq)\,  La  substitution  par  laquelle  les  variables  X|,  x^-,  ...j 
Xn  sont  liées  aux  variables  j)  i,  l'a,  ...,  yn  étant  désignée  comme 
précédemment,  il  est  visible  qu'alors  les  variables  Xx^  x.>,  ...,  j*„ 
sont  exprimées  par  les  variables  :;|,  -32,  .. .,  z„  k  l'aide  des  équa- 
tions 

J*l    =  *11  -Si    -h.  .  .  —  "^Iq^p   -T-.  .  .-h  ^ipSq  -+-... -r*  3tl/i  ■3,^, 
•^1    =  ^it  '^1    ~^"  •  •  • ^2q  ^ p  ~^  •  •  •  ~^"  ^î/î  -^7   ~f-  .  •  .  -f-   ï*/!  Ztiy 

JTfi  =  X/ii  Z\  -f- .  .  .      •  y-nq^p  ~f~  •  •  •  ~T-  "^np^q  ~'~  •  •  •  ~^  ^nn^/f 

Ici  les  coefficients  sont  dérivés  des  coefficients  de  la  substitution 
orij;inale,  si  Ton  prend  négatifs  les  coefficients  de  la  ligne  verti- 
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'  oale  q""",  cl  ([n'oii  1p§  «.'change  ensuite  avec  les  cocfïicicnls  de  la 
ligne  vertic»le/)'°""'.  On  vtih  donc,  que  la  multiplicalion  de  l'expres- 
sion A,  faite  à  gauche  par  l'expression  entière  i-i-A'p/>\/,  a  pour 
eiTelde  cKan^r  dans  la  substitution  première,  aux  signes  près,  les 
coefficienls  des  lignes  verticales  correspondants  entre  eux.  Comme 
chaque  permutation  des  lignes  verticales  est  réductible  à  un  certain 
nombre  de  changements  de  deux  de  ces  lignes,  il  su  Hit  d'uppliquer 
à  gauche  de  l'espression  A  comme  facteurs  snccrssivement  les  ex- 
pressions régulières  entières  currcsponduntes  de  la  norme  dcuv, 
pour  représenter  chaque  permuta  lion  des  lignes  verticales  de  la  sub- 
stitution donnée.  AUn  de  représenter  une  permutation  quelconque 
des  lignes  horizontales,  on  se  servira  d'une  multiplication  semblable 
n  droite  de  l'expression  A.  Tous  ces  changements  de  la  suhstilu- 
lion  primitive  sont  signalés  par  la  proprién?  curactéris tique  que  nous 
avons  mentionnée  au  commencement,  que  les  valeurs  numériques 
des  coefficients  n'en  sont  affeclëes  eu  aucune  manière. 

La  théorie  générale,  développée  dans  la  première  Partie  du 
second  Mémoire,  donne  lieu  à  une  application  exposée  dans  la 
seconde  Punie,  qui  se  réfère  au  pniblèiiie  du  télraMrc  du  plus 
grand  volume,  l'aire  des  faces  étant  donnée,  cl  à  l'extension 
de  ce  problème  à  une  variété  d'un  ordre  quelconque,  di'i  àC.~fV, 
Borchardl.  Sans  entrer  dans  aucun  détail,  nous  nous  bornons  h 
faire  remarquer  que  le  rapport  qui  existe  entre  le  problème  en  ques- 
tion et  la  théorie  des  sommes  d'un  nombre  quelconque  de  carrés 
est  fondé  sur  ce  fait  que  In  substitution  contenue  dans  l'équa- 
tion désignée  par 


(|U. 


isfait  à 


e  temps  la  propriété  de  satisfaire  k  l'équalîon 


(XflTi  -t-llliT,  -.-,  .  ,-1*  X„( 


■  ■^yl  - 


N(.V, 
(X„>-|M->i,y,  4 


h  h^y'.y 


N{A) 
comme  on  volt  aisément. 

En   désignant  les  quiinltlés   complexes  à  deux  éléments  réels 
a-hOy—t  comme  quiiulilé^   simplcjneiil  complexe*,  IV'lude  de 


176  PREMIERE  PARTIE. 

la  transformation  d'une  somme  de  n  carrés  en  elle-même  est 
étendue,  dans  le  troisième  Mémoire,  au  domaine  des  quantités 
simplement  complexes.  Supposons  donnée  une  substitution 


^1  =  *iiri 


«2272 


«l/lj^/l» 


^n  =  «/lij!  -+-  «71272 -+-..  .-t-  ^nnyn, 


OÙ  les  variables  jCi,  Xa^  ...,  ^/i,  les  variables  j^i,  721  •••>JK//  et  les 
coefficients  an,  aij,  .. .,  ol„,i  soient  simplement  complexes,  le  dé- 
terminant égal  à  Tunité  positive,  et  qui  vérifie  Téquation 

Alors  on  s'assure,  comme  on  Ta  exposé,  que  Ton  peut  parvenir 
toujours  à  une  substitution  dans  laquelle  le  déterminant 


«Il        «22-+-' 


«tn 


•  •  •  •  • 


«/Il 


««2 


'•nn 


qui  sera  encore  dénoté  par  D,  a  une  valeur  différente  de  zéro. 
Par  l'introduction  d'une  quantité  simplement  complexe  quel- 
conque, différente  de  zéro,  ).oj  et  des  éléments  Xaby  définis  par  des 
expressions  parfaitement  analogues  à  celles  que  nous  avons  men- 
tionnées, on  arrive  au  système  d'équations 


XqO^i  -4- Xjir, -h..  .-i-X«i^«=    ^o7i-^  ^i2j2^-. 
Xij^i  -4- XoTj  -4-..  .-h  X„2:r„  =  Xjijj -4- Xoji -+-. 


X2/17'»' 


Le  déterminant  du  système  de  fonctions  linéaires  à  gauche  et 
à  droite  est  également  le  produit  de  la  puissance  A""^  et  d'une 
somme  de  2""'  carrés,  que  nous  désignerons  comme  auparavant  par 


n 


Xf, 


x» 


C'est  dans  ce  moment  que  se  manifeste  d'une  manière  frappante 
la  différence  décisive  qui  existe  enlre  le  domaine  des  quantités 
réelles  et  celui  des  quantités  simplement  complexes.  Dans  le  pre- 
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mier  domaine  ladite  somme  de  a""*  carrés  ne  peut  jamais  s'éva- 
nouir, vu  que  la  base  Xq  du  premier  carré  est  supposée  difTérente 
de  zéro. 

Dans  le  domaine  des  quantités  simplement  complexes,  il  peut 
très  bien  arriver  qu'une  somme  de  carrés  s'évanouisse  sans  que 
les  bases  de  tous  les  carrés  deviennent  égales  à  zéro.  Mais,  dans  le 
cas  actuel,  il  y  a  une  circonstance  à  laquelle  il  faut  avoir  égard. 
La  somme  de  a""*  carrés  en  question  a  la  propriété  d'être  égale  à 
une  fraction  dont  le  numérateur  a  pour  valeur  a^XJ,  le  dénomina- 
teur étant  le  déterminant  D,  différent  de  zéro.  C'est  donc  pour 
cette  raison  particulière  que  la  somme  de  2""*  carrés  ne  peut  pas 
devenir  égale  à  zéro. 

Ayant  dénoté  par  h  le  symbole  \/ —  i,  qui  entre  dans  les  quan- 
tités simplement  complexes  employées  jusqu'à  présent,  nous  allons 
opérer  sur  le  dernier  système  d'équations  à  l'aide  de  symboles, 
indépendants  de  h,  qui  seront  dénotés  comme  auparavant  et  pour 
lesquels  sont  applicables  les  mêmes  règles  de  calcul.  Au  cas  de 
/î  =  2  le  système  de  deux  équations 

est  réuni  à  l'égalité 

(Xo-+-ti,X,j)(ari-+-  ïua7j)  =  (ri-+- tn^îX^o— «it>^u), 
où  le  symbole  £12  satisfait  à  la  condition 

Si  nous  exprimons  Xq  et  X42  parleurs  parties  réelles  aooy  ^lo, 

Xo  =  ^00  "+■  ^^10»        Xîj=  «01  "+"  ^11» 

nous  avons  dans  l'équation  présente  V expression  bicomplexe  de 
l'ordre  deuxième 

Xq-I-  ïHXiî=  «00 ^~  ha\Q-\-  tU(«oi-^  ha\\  ), 

qui  jouit  de  la  propriété  que  le  résultat  de  la  multiplication  de 
deux  ou  plusieurs  telles  expressions  est  indépendant  de  chaque 
permutation  ou  de  chaque  recueillement  des  facteurs.  La  norme 
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de  ^expression  Xo4-  «42^42  sera  définie  par  Téquation 

et  c'est  cette  norme,  dont  nous  avons  signalé  la  propriété  de  ne 
pas  s'évanouir  dans  Péqualion  correspondant  à  la  transformation 
donnée  d'une  somme  de  deux  carrés  en  elle-même. 

Au  contraire,  comme  il  est  bien  facile  de  faire  en  sorte  que 
pour  une  expression  Xo-f- «12^12  la  norme  devienne  égale  à  zéro, 
sans  que  Xo  s'évanouisse,  formons  avec  une  expression  de  ladite 
qualité  le  système  de  deux  équations 

XoXj -4- X,,a:j=  Xo7i -f- Xi,72, 
X„a?, -hXo^i  =  X„7i-hXo7t, 

et  suivons-en  les  conséquences.  Evidemment  on  peut  lui  donner 
la  forme  suivante 

XqXi  —  hltiyi  =  Xo^i  —  h^ithrij 
—  AX„j-,-t-  XoA7j  =  —  /iXî,7,-4-XoAar,, 

laquelle  conduit,  par  l'application  du  symbole  {'127  à  l'équation 

(Xo—  ïuAX„)(a7i-f-  iijAj,)  =  (7tH-  tiî^^î)(Xo-f-  «uAXi,). 

Présentement  la  norme 

N(Xo-/„AX,0  =  Xj-Xî, 

est  nécessairement  différente  de  zéro.  L'équation  trouvée  a  donc 
pour  effet  d'exprimer  les  variables  Xi  et  hj^  comme  de  telles 
fonctions  linéaires  des  variables  >'|  -1-/1x2,  que  l'équation 

soit  satisfaite.  Il  est  donc  démontré  que  l'expression  bicomplexe 
^o-f-  ^«2^M2î  dont  la  norme  est  égale  à  zéro,  correspond  à  la  trans- 
formation indiquée  d'une  différence  de  deux  carres  en  elle-même. 
En  effet,  l'équation  de  transformation  dont  il  s'agit  provient  de 
l'équation 

en  faisant  la  transposition  suivante  de  carrés  multipliés  par  l'unité 
négative 

•  y.*    _^    l'î     —    1' 2    __    'ï'î 

'*'  l  J  t   —  -^1  **  2  • 


ilOMl'TlîS   IIKMUI: 
n  inlrodiiile 
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„,-r  i\,hau 


Mut  ^tre  pnvisag^e  comme  une  quantité  complexe  formée  df> 
lalre  éléments  réels  indépendant?  à  l'aide  de  quatre  unîtes  i,  h, 
fiif  ^ha't  celte  quantité  complexe  étant  du  genre  de  celles  pour 
lesquelles  les  régies  de  Taddiliou.  soustraction,  multiplication 
roïncideot  avec  les  règles  applicables  pour  le  domaine  des  quan- 
tités réelles.  Les  quantités  complexes  pareilles,  formées  de  n  élé- 
ments réels  à  l'aide  de  n  unités,  sont  mentionnées  dans  le  Mé- 
moire de  M.  Trobenius  :  Veber  Uneâre  SubstiCulionen  tind 
fUineâre  Formen  [Journal f.  Mathemaiik,  t.  81,  p.  59);  elles 

kont  traitées  amplement  dans  une  Communîcalion  de  M.  Wcier- 
adressée  à  M.  Schwarï  :  Xnr  Théorie  der  aits  n  llaupl- 

'nheitcn  gebitdeten  complexen  Grossen  et  dans  une  Commu- 
îticKlion  de  M.  Dcdekind,  ayant  le  même  titre  {Nachricliten  d. 

:.Ges.  d.  H'Ms.  su  Gtitlingen,  ianoveml)i-ei884et  a3  mars  i885). 

■our  comparer  les  représentations  différentes  des  quanlités  com- 
blexes  à  quatre  éléments  réels  indépendants,  cherchons  l'expres- 
sion explicite  des  quantités  Xo-f-  (.i^n  dont  la  somme  s'évanouit 
sans  que  An  s'annule.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  'j.,^  doit  èlrc  égal 
à  AÀg  ou  à  — AÀa;  en  conséquence, 


I.a  quanlîlé  respective  \e- 
les  deux  expressions 


,).,,  devient  donc  égale  ù  l'u 


Une  quantité  complexe,  dont  les  éléments  réeh  ne  sont  pas  tous 
Igaux  à  zéro,  mais  qut  est  telle  que  le  produil  de  cette  quantité 
ic  autre  quantité  pareille  s'évanouit  identiquement,  est 
lommécparM.  W'eicrstrassunf/(V/>i?«r  de  z^ro.  Kn  conséquence, 
BBe  quantité  complexe  ^o+'ii'A|],  dont  la  norme  s'évanouîl, 
Mudis  que  Âa  n'est  pas  nul,  est  un  diviseur  de  zi'rti.  Chaque 
BiiH.  dn  Srirnrra  mnl/irm.,  s'  *irir.  l.  X.  (  Ai.ril  iKNfe.)  il 
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quantité  complexe  Xo-i-  ^12^12  peut  être  mise,  à  Taîde  des  expres- 
sions précédemment  obtenues,  sous  la  forme 

1  •      "i  /  X  '  ■♦-  ^**iî  /  N^ *!1 

Ao-t-  tuAi,  =  (aoo-t-aii) H(aio — «oi) > 

-4-(aoo— «11) H(aio-t-aoi) — - —  > 

qui  coïncide  avec  la  forme  générale  proposée  par  M.  Weierstrass, 
si  Ton  remplace  les  quatre  unités  fondamentales  simplifiées  (*) 
par  les  combinaisons 

i-f-/ii,ï  h  —  ixi 

•1  x 

I  —  hixt  A  -4-  t'ii 

Cl  = ,  e^  =  — - — , 


ces  quatre  expressions  ne  contenant  que  les  trois  unités  indépen- 
dantes I,  A,  Il  2* 

Dans  les  cas  où  n>3,  c'est  par  les  procédés  exposés  que  Ton 

ajoute  aux  n  équations  indiquées  a""*  —  n  équations  qui  en  sont 

déduites,  et  que  Ton  réunit  le  système   complet  au   moven  de 

Téquation  symbolique 

AX  =  YA„ 

où  toutes  les  définitions  sont  conservées  et  où 

A  =  Aq  "^  A  I  A.'j  A 12  -+-  •  .  •  -f-  A'i  A'j  A'3  A'^  'MÎ3i  "^  •  •  • 

est  dite  une  expression  bicomplexe  de  r ordre  n*'""'.  Le  produit 
de  A  par  l'expression  conjuguée 

A    =^   Afl  -4-  A'2  A"l  A 1  j  -f-  .,.-♦-  k\  A*3  A'j  A*i  A  1 53^  -T-  .  .  . 


(')  Peut-élrc  il  ne  sera  pas  inutile  de  rappeler  Taltenlion  au  fait,  que  ces  unités 
fondamentales  simplifiées  dans  le  Mémoire  de  M.  Weierstrass  sont  désignées  res- 
pectivement par  ^^1*^  et  A'i*\  et  que  pour  elles  les  règles  des  opérations  sont  con- 
tenues dans  les  règles  des  opérations  pour  les  composants  et  dans  les  deux  équa- 
tions maniuées  (20)  et  (a'i). 

Dans  le  troisième  Mémoire  de  mon  Traité,  arl.  1,  formule  (*.»5),  il  faut  lire 


c, -•   c\   -  I. 


arl.  *2,  formule  (10)  pareillement,  <',H   '',  r-...-:   f        -i 
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donne  la  norme 

N(A)  =  Xj-f-Xf,  -f-...-4-  Xf,,^  -+-..., 

qui  est  égale  à  une  quantité  simplement  complexe,  et  qui  sous  la 
supposition  actuelle  ne  peut  pas  s^évanouir,  comme  nous  Pavons 
mentionné  auparavant. 

Pareillement,  on  conclut  que  toutes  les  substitutions  du  déter- 
minant I  qui  satisfont  à  Téquation 

sont  exprimées  par  Téquation  symbolique 

JAX  =  ZJfAt* 

Si  l'on  a  n  =  3,  l'expression  bicomplexe  JA  coïncide  avec  le 
biquaternion  dont  la  définition  est  introduite  par  Hamilton  dans 
les  Lectures  on  Quaternions,  p.  ôSp.  Pour  /i^4?  il  faut  distin- 
guer d'un  côté  les  expressions  bicomplexes  de  V ordre  /i' 


.leme 


011  les  éléments  simplement  complexes  ^o)  fia»  •••ne  sont  assu- 
jettis à  aucune  condition,  et  de  l'autre  les  expressions  régulières 
bicomplexes  de  l'ordre  /i**"®,  qui  sont  réductibles  à  la  forme 

JA. 

Les  expressions  régulières  bicomplexes  sont  signalées  par  des  ' 
propriétés  caractéristiques  tout  à  fait  analogues  à  celles  des  ex- 
pressions régulières  complexes,  et  la  combinaison  des  substitutions 
par  lesquelles  une  somme  de  n  carrés  est  transformée  en  elle-même 
est  représentée  pareillement  par  la  multiplication  des  expressions 
régulières  bicomplexes. 

Nous  avons  vu  que,  sous  les  suppositions  admises  dans  les  re- 
cherches que  nous  venons  d'exposer,  il  ne  peut  pas  arriver  que, 
dans  le  système  d'équations 

Xo^^i-f-  XjiJTj  -h. .  .-t-  X„iar,j=  Xoj'i  -f-  Xijjj  -f-..  .-4-  X,^^;,, 
XxtXx-^  Xo^Tj  -4-.  ..-i-X„,j:>,  =  Xjiji -7-  Xo^2  -^.- .-*-Xj„j' 


Xi/i:ri-+-  X2„3^t-+-...-+- Xoj-„  =  X„,ji-+- X„j7,-h...-i-Xo^;,, 
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le  déterminant  correspondant  des  deux  côtés  que  nous  désignons 
par 

à;  «  N( A)  =  X5-»(Xa -h  Àf, -+-. .  .-h  X|,4 -h. . .) 

s'évanouisse.  Par  contre,  supposons  les  éléments  Xa  et  Xaè  choisis 
ainsi,  que  X^  soit  différent  de  zéro,  mais  N(A)  =  o. 

Cela  étant,  il  est  toujours  possible  de  distribuer  les  nombres  2, 
3y  — ^  n  en  deux  groupes  qui  soient  dénotés  respectivement  par 
ai,  6|,  ...,  dt  et  a,  b^  ,,,^l  dans  le  but  suivant.  Lie  système 
donné  d'équations  est  mis  sous  une  forme  telle  que  Ton  a  à  gauche 
les  quantités  variables 

à  droite  les  quantités  variables 

Xi»    ^^«1»    y^\^     •••»    yd\\         i^'^ay         nXffy     •••9  '•J^/» 

et  que  pour  ce  nouveau  système  le  déterminant  des  fonctions  à 
gauche  et  à  droite  aura  la  même  valeur,  qui  dillérera  nécessaire- 
ment de  zéro.  Ledit  système  représente  une  substitution  où  le 
premier  système  de  variables  est  exprimé  par  le  second,  et  qui  sa- 
tisfait à  Téquation  de  transformation 

=  VÎH-jJ,   -+-...-+-75.   -4-(A^a)*-h...-+-(/lX,)«. 

D'ailleurs  cette  équation  se  change  dans  la  relation 

ou  transposant  les  carrés  correspondants,  multipliés  par  Tunilé 
iiô^ative,  au  c^^lé  opposé. 

Kiiliu  nous  nous  permettons  de  faire  remarquer  que  la  méthode 
evpostV  do  la  transformation  d'une  somme  de  n  carrés  en  elle- 
iiii^mo  osi  également  applicable  à  la  transformation  d'une  forme 
outtdratiquo  de  n  variables  en  elle-même,  dans  le  domaine  des 
viM«ulittV"<  simplement  complexes,  et  que  dans  le  domaine  des  quan- 
tiUv^  iH^lles  U  méthode  n'est  pas  seulement  appropriée  aux /o/m^5 
tfi4i$i/rx4iit/ues  essrniirllement  positives,  mais  aussi  aux  formes 
(fUthfruiitfHes  initè/inies,  qui,  si  on  les  change  dans  une  somme 
vIo  vi»i»vx»  contiennent  une  partie  de  carrés,  multipliés  par  Tunité 
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tsïlive,  les  carrrs  reslanl  multiplîé.s  par  l'unité  négative,  et  où  fe 
bOinbre  >)cs  deux  parties  est  indépendant  de  la  siibsLituLi>.iiichoÎ!iie 
1  la  loi  d'inertie  des  lormes  quadralicjues. 
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LA  COKSTITDTION  DES  ËLËHEMS; 
Pu  SI.  Paul  I\\M;UÏ. 

1.  Dès  le  milieu  du  v' siècle  avant  J,-C.,ai-je  dit,  il  a  dil  exister 
n  Traité  de  Géométrie  portant  le  nom  de  Pvthagorc  el  présentant 
téji  le  même  cadre  que  les  Eléments  d'Euclide.  Quels  progrès 
sifs  ont  amené  cette  premièi'e  ébauche,  sans  doute  bien  îm- 
Wrfatte  encore,  à  la  forme  classique  qnï  devait  s'imposer  à  l'en- 
leignement?  Voilà  ce  qu'il  serait  intéressant  de  connaître. 

Proclos,  dans  son  résumé  historique,  nous  a  conservé  les  noms 
e  trois  ou  quatre  auteurs  d'Élémenls  antérieurs  à  Ëuciide:  Hip- 
pocrate  de  Chios,  Léon,  Theudios  de  Magnésie,  Hermotime  de 
Colopbon  (').  Mais  ces  noms  nous  sont  inconnus,  sauf  le  premier, 
y  et  les  renseignements  que  nous  possédons  sur  Hippocralr  sont 
relatifs  à  des  travaux  en  dehors  du  cadre  d'EucIiife;  il  nous  faut 
^Onc  chercher  ailleurs. 

Il  est  à  remarquer  que  Proclus,  quand  il  parle,  soit  des  travaux 
i'Hermotime,  soit  de  ceux  d'Euclide,  indique  chaque  fois,  comme 
précurseurs,  deux  géomètres  qu'il  ne  cite  pas  comme  auteurs 
d'Éléments,  mais  sur  les  travaux  desquels  il  a  spécialement  attiré 
l'altcation.  Il  semble  donc  que  ces  deux  géomètres,  Eudoxe  et 
Théétèle,  soient  en  réalité  ceux  qui  aient  joué  le  rôle  le  plus  im- 
jOrtanl  dans  le  développement  de  la  Géométrie,  de  Pylhagore  à 
«iclide. 

\  Est-il  permis  de  préciser  ce  rôle  pour  chacun  d'eux,  de  détcr- 
■iner  les  théories  spéciales  qui  leur  sont  dues? 
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2.  Sur  la  part  d'Eudoxe  dans  la  constitution  des  Eléments^ 
nous  possédons  deux  données  positives,  d^une  importance  capitale, 
et  qui  suffiraient,  sans  ses  autres  travaux,  trop  souvent  dépréciés 
par  rignorance,  pour  assurer  au  Cnidien  un  rang  parmi  les  pre- 
miers génies  de  Tantiquité. 

Un  scholie  anonyme  sur  Euclide  (peut-être  provenant  de  Pro- 
dus)  (•)  dit  que  le  Livre  V  d'Euclide,  lequel  contient  la  théorie 
des  proportions,  conçue  généralement  et  comme  applicable  à 
l'Arithmétique  et  à  la  Musique  aussi  bien  qu'à  la  Géométrie  (^), 
est  une  invention  d'Eudoxe. 

Archimède  (Préface  Sur  la  sphère  et  le  cylindre)  lui  attribue 
expressément  la  mesure  de  la  pyramide  et  du  cône,  c'est-à-dire, 
en  somme,  ce  que  le  Livre  XII  contient  de  véritablement  capital. 
Il  nous  dit  ailleurs  (Préface  de  la  Quadrature  de  la  parabole) 
que  les  deux  théorèmes  sur  ces  mesures,  ainsi  que  ceux  qui  con- 
cernent la  proportionnalité  des  aires  de  deux  cercles  aux  carrés 
de  leurs  rayons  et  des  volumes  de  deux  sphères  aux  cubes  de  leurs 
rayons,  ont  été  démontrés  à  l'aide  d'un  lenime  semblable  à  celui 
dont  il  se  sert  lui-même  ('). 

Or  ce  lemme  se  retrouve,  sous  une  forme  différente  il  est  vrai, 
mais  qui  ne  l'altère  pas,  dans  la  déf.  4  du  Livre  V  d'Euclide,  c'est- 
à-dire  celui  dont  le  fond  est  attribué  à  Eudoxe  par  le  scholiasle 
anonyme  (*).  Quoique  le  théorème  sur  la  proportionnalité  des 
aires  de  deux  cercles  fi\t  déjà  connu  d'Hippocrate,  on  peut  donc 
considérer  Eudoxe  comme  le  véritable  auteur  du  principe  qui, 
pendant  toute  l'antiquité,  a  tenu  le  rôle  que  joue  aujourd'hui  le 
principe  des  limites;  car,  s'il  ne  Ta  peut-être  pas  formulé  le  pre- 
mier, il  a  su,  avant  tout  autre,  montrer  la  fécondité  de  ses  appli- 
cations; il  a  été  ainsi  le  véritable  précurseur  d'Archimède  pour 
les  quadratures  et  les  cubatures. 


(')  Knoche,  Untersuchungen  iiber  die  neu  au/gefundenen  Scholien  des  Pro- 
kliis  zu  Euclid's  Elementen,  Herford,  i865. 

(')  C'est  sans  doute  par  là  qu'il  faut  expliquer  l'expression  de  ihéorènics  géné- 
raux (xa66Xou)  attribués  à  Eudoxe  daus  le  résume  de  Proclus. 

(')  Sous  une  forme  un  peu  modernisée.  •  Si  deux  quantités  (lignes,  surfaces 
ou  volumes)  sont  inégales,  leur  diiïérence,  ajoutée  à  elle-même  un  nombre  de  fois 
suffisant,  finira  par  dépasser  toute  quantité  donnée  de  même  ordre.  » 

(*)  Il  va  sans  dire  qu'Kuclidc  se  sert  de  cette  définition  pour  la  démonstration 
des  théorèmes  dont  il  s'agit. 
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'  3.  Le  premier  lûmoignage  que  doiis  avons  cité  exige  peut-être 
serlaincs  explicatioas. 

La  di (l'ère nce  la  plus  saillante  que  présente  la  Genmétrie  plaae 
B'Euclide(Ees  ^ix  premiers  Livres)  avec  les  Traités  élémentaires 
taodernes  coD§istc  ea  ee  que  les  Grecs  introduisaient  aussi  lard 
|ue  possible  Eu  notiou  de  stmililude.  En  fait,  elle  n'apparaît  qu'au 
livre  VI;  les  IriaDgtcs.  les  parallélograinines,   le  cercle,  les  polj- 
;oncs  réguliers  oui  dt'jà  été  étudiés   dans  toutes  leurs  propriétés 
ïssenticlles ;  il  ne  s'agit  plus  que  de  traiter  à  pari  ce  qui  concerne 
s  figures  semblables,  sans  se  servir  d'aucune  de  leurs  propriétés 
pour  démontrer  des  théorèmes  dont  l'énoncé  ne  les  suppose  pas. 
Kuclide  emploie  d'ailleurs,  dès  son  premier  Livre,  pour  ses  con- 
structions et  pour  .tes  démonstrations,  un  artifice  spécial  qui  sup 
plie  souvent  pour  lui  la  théorie  de  la  similitude.  Si,  par  un  point 
quelconque  d'une  diagonale  d'un  parallélogramme,  ou  mène  des 
parallèles  aux  cAtés,   ou  divisera   le  parallélogramme  en  quatre 
,BUtrtrs,  deu\  péridianir/raiix  (traversés  par  la  diagonale)  sem- 
|>lables  entre  eux,  et  tlvim parapléràmes  (compléments)  équiva- 
ntre  eux,  et  dont  les  eAlés  sont  pur  conséquent  récï|)roques. 
Iclle  équivalence  se  démontre  directement  de  la  façon  la  plus 
mple,  et  Euclide  a  dès  lors  le  moyen,  par  exemple,  de  construire, 
'uiployer  le  mol,  une   quatrième    proportionnelle,    comme 
kecond  cûté  d'un  parap/éràme  dont  le  premier  côté  est  connu 
bvec  le  paraplt-rôme  correspondant.  Il  suffit  d'achever  la  figure 
parallélugrammique. 

Or  it  est  difUcile  de  croire  que  cette  singularité  historique  cor- 
■espondc  réellement  à  la  marche  du  développement  de  la  Géomé- 
trie. Comme  je  l'ai  déjà  remarqué,  le  principe  de  similitude  est 
«ppo$é  par  les  arts  du  dessin,  dés  leurs  premières  tentatives;  sa 
Connaissance  est  bien  constatée  chez  les  Égyptiens  et  l'ou  peut 
u'auiunt  moins  refuser  à  Py  thagore  d'en  avoir  eu  pleine  conscience, 
huG  la  tradition  la  plus  constante  lui  attribue  l'emploi  de  la  pro- 
bortion  géométrique.  On  est  donc  amené  à  penser  que  la  Géomé- 
rie  de  Pjthagore  ne  procédait  nullement  comme  celle  d'Euclide, 
■D'elle  suivait  plutôt  une  marche  bien  plus  voisine  de  celle  de  nos 
{Traités  élémentaires. 

Mais,  ù  l'origine,  on  fondiiil  la  corrélation  entre  la  Géométrie  et 
I^Aritbmélîquc  sur  la  propoilion  géométrique  diuis  l'iiypothèse  de 
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la  commensurabilitë  de  toutes  les  grandeurs,  h}^polhèse  certaine- 
ment aussi  naturelle  qu'elle  est  fausse,  et  qui,  à  Fépoque  où  Platon 
écrivait  les  Lois,  était  encore  très  répandue.  La  découverte  de 
rincommensurabilité  par  Pvthagore  dut  donc  causer,  en  Géomé- 
trie, un  véritable  scandale  logique,  et,  pour  y  échapper,  on  dut 
tendre  à  restreindre  autant  que  possible  Teraploi  du  principe  de 
similitude,  en  attendant  qu^on  fût  arrivé  à  l'établir  sur  une  théorie 
de  la  proportionnalité  indépendante  de  Thypothèse  de  la  commen- 
surabilité. 

C'est  à  Eudoxe  qu^appartient  la  gloire  d'avoir  créé  cette  théorie, 
puisque  c'est  là  l'objet  du  Livre  V  des  Eléments;  la  rigueur  en 
est  incontestable,  et,  si  Tembarras  de  la  forme  géométrique  a  été 
im  motif  pour  l'abandonner,  il  serait  facile  de  l'en  dégager,  et 
elle  soutiendrait  alors  sans  aucun  désavantage  la  comparaison  avec 

les  expositions  modernes,  si  souvent  défecti^euses  (*  ). 

\ 

4.  Il  semble  donc  que,  entre  Pythagore  et  Ëuclide,  la  Géomé- 
trie plane  ait  subi  dans  son  ensemble  un  remaniement  profond, 
dont  le  moment  décisif  aura  été  le  travail  d'Eudoxe  sur  les  propor- 
tions. Ce  travail,  en  réalité,  n'appartient  pas  à  la  Géométrie  pro- 
prement dite,  et,  en  bonne  logique,  il  eût  convenu  de  le  placer  en 
tête  des  Eléments;  mais,  pour  être  adopté,  cet  ordre  était  trop  en 
désaccord  avec  la  tradition  et  avec  la  gradation  des  difficultés. 
Euclide  fut  donc  conduit  à  procéder  suivant  une  tout  autre 
marche. 

Les  circonstances  que  je  viens  d'essayer  de  retracer  ont  eu  une 
conséquence  spéciale  sur  laquelle  je  crois  utile  d'appeler  l'atten- 
tion. 

Le  principe  de  similitude  se  démontre  en  employant  le  postula- 
tum  des  parallèles;  mais,  inversement,  en  formulant  le  principe 
sous  une  forme  suffisamment  simple  et  en  l'admettant  a  priori^ 
on  pourrait  s'en  servir  pour  démontrer  le  postulatum  des  paral- 
lèles. La  formule  choisie  peut  enfin  être  assez  claire  pour  lutter 
d'évidence  intuitive  avec  le  postulatum  ('),  et  si  on  les  proposait 

(')  Duhamel  {^Éléments  de  Calcul  inflnilésimal y  t.  I,  p.  i-6,  etc.)  a  suffisam- 
incnl  traité  cette  question  pour  que  je  n'insiste  pas. 

(')  Par  exemple,  le  rapport  entre  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  cl  un 
c6lé  de  l'angle  droit  est  constant,  si  Tangle  compris  reste  le  même. 
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à  quelque  ouvrier,  ignorant  en  G^uinétrie  mais  familier  avec  les 
pratiques  de  son  art,  il  y  aurait  souvent  chance  pour  qu'il  pronon- 
<;ât  en  faveur  du  principe  de  similitude. 

Il  ne  faut  pas  évidemment  se  représenter  la  Géométrie  de  Py- 
ihagore  comme  arrivée  au  degré  de  perfection  qui  date  d'Eurlide. 
1^  forme  des  démonstrations  devait  fitre,  en  général,  aussi  rigou- 
reuse, mais  le  nombre  des  vérÎLéa  admises  comme  primordiales 
était,  sans  doute,  beaucoup  plus  considérable,  et,  si  l'on  met  à 

tpart  les  travaux  originaux  d'Eudoxe  et  de  Théélète,  le  progrès  dut 
consister,  en  ce  qui  concerne  te  domaine  des  Éléments,  beaucoup 
linoins  dans  la  découverte  de  propriétés  nouvelles  que  dans  la  ré- 
iduction  des  axiomes.  Or  il  me  semble  hors  de  doute  que  du  mo- 
Wienl  où   l'abstraction  géométrique  commença,  elle  dut  admettre 
sur  le  même  pied,  sous  une  forme  ou  sous  une  autre,  d'une  part, 
le  principe  de  similitude,  dérive  des  arts  du  dessin,  de  l'autre,  le 
postutatuni  des  parallèles,  qui,  peut-être,  provient  plut6t  de  l'ar- 
pentsge.  SI,   plus  tard,  l'un  des  deux  principes  passa  au  second 
■  plan,  ce  ne  fut  pas  pour  quelque  raison  a  priori,  qui  n'existe  pas, 
nais  bien  parce  que  la  similitude  fut  reconnue  dépendre  d'une 
K théorie  générale,  laquelle  n'était  point  soflisamment  élucidée.  Ainsi 
l'|*ordre  que  nous  continuons  à  suivre  à  cet  égard  n'a  qu'une  va- 
'leur  simplement  historique. 

S.  J'ai  déjà  eu  l'occasion  d'indiquer,  à  propos  d'un  passage  du 
^résumé  historique  de  Proclus  ('),  comment  Bretscbneider  avait 
été  amené  à  voir,  dans  les  démonstrations  analytiques  adjoinies 
aux  premières  propositions  du  Livre  XIII  des  Elémentx,  le  débris 
d'un  travail  d'Eudoxe;  il  a  semblé,  d'après  cela,  que  le  Cnidien 
avait  également  apporté  une  contribution  importante  à  la  théorie 
des  polyèdres  réguliers,  objet  de  ce  Livre,  théorie,  nous  le  savons, 
déjà  ébauchée  par  Pylhagore. 

Mais  cette  conclusion  tombe,  si,  comme  j'ai  essayé  de  le  mon- 
Klrer,  l'interprétation  de  Brelschneider  est  inexacte.  Tout  au  con- 
fire, le  témoignage  de  Suidas  peut  être  invoqué  pour  affirmer 
Fque  c'est  fi  Théétète,  non  à  Eudoxe,  qu'a  été  emprunté  i 
tond  le  Livre  XJli  d'Euclide  (^). 


LC)  Voir  Bulttlin.  ixm.  p.  Sg. 

■  TMélile,  d'.\th^ne«,  a^trolugut,  philotophc,  dii^iplc  de  Socratc,  enseigna 
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Si  ^autorité  de  Suidas  est  souvent  sans,  valeur,  sa  donnée  peut 
recevoir  une  confirmation  sérieuse  diaprés  la  nature  d*un  travail 
qu'on  est  unanime  pour  attribuer  à  Théétète. 

Dans  le  dialogue  auquel  Platon  a  donné  le  nom  de  son  condis- 
ciple se  trouve  un  précieux  document  :  Théodore  de  Cyrène,  leur 
maître  commun  en  Géométrie,  avait  composé  un  Ouvrage  sur  les 
lignes  pouvant  une  surface  (*)  (côtés  des  carrés  ayant  cette  sur- 
face) comme  de  trois  pieds,  de  cinq  pieds,  pour  montrer  qu'elles 
sont  incommensurables  en  longueur  à  la  ligne  d'un  pied,  et  il  avait 
ainsi  examiné  successivement  toutes  ces  lignes  jusqu'à  celle  pou- 
vant 17  pieds. 

Théétète,  encore  tout  jeune,  est  représenté  par  Platon  comme 
s'élevant  au  concept  général  de  la  ligne  racine  carrée  incommen- 
surable d'une  aire  rationnelle,  ligne  qu'il  appelle  ouvausvTi  (^r^di 
8uvcé(xei  (x^vov  9U(xaeTpoc  d'Euclide  =  rationnelle  commensurable  en 
puissance  seulement),  tandis  qu'il  appelle  fjLTJxo;  (longueur)  la  ra- 
cine carrée  commensurable  (^ïj-rii  jjliîxei  aufAjxcTpoçd'Euclide  =  ration- 
nelle commensurable  en  longueur). 

On  a  vu  là  un  motif  suffisant  pour  regarder  Théétète  comme  le 
fondateur  de  la  théorie  des  incommensables,  telle  qu'elle  est  ex- 
posée dans  le  Livre  Xd'Euclide,  avec  une  terminologie,  toutefois, 
quelque  peu  modilie'e,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir.  En  y  joignant 
le  Livre  XIII,  on  a  de  la  sorte  un  ensemble  de  travaux  qui  peuvent 
n'avoir  point  Timportance  de  ceux  d'Eudoxe,  mais  suffisent  pour 
placer  Théétète  au  rang  que  lui  assigne  le  résumé  historique  de 
Proclus. 

6.  Il  convient  de  faire  ressortir  la  liaison  singulière  qui  existe 
entre  les  deux  Livres  précités  d'Euclide,  liaison  qui  fournit  la  con- 
firmation dont  peut  avoir  besoin  la  donnée  de  Suidas. 

L'objet  du  Livre  XllI  semble  moins,  en  fait,  être  la  construction 


à  Hcracléc.  Il  écrivit  le  premier  «  les  cinq  solides  ■  comme  on  les  appelle.  Il  vi- 
vait après  la  guerre  du  Péloponnèse. 

»  Théélcte,  d'Héraclcc  du  Pont,  philosophe,  disciple  de  Platon.  >» 
Il  est  probable  que  les  deux  Notices  se  rapportent  au  môme  personnage. 
(*)  Je  considère  le  texte  actuel  de  Platon  comme  corrompu  par  la  substitution 
du  mot  6ûva(j.i;  (puissance)  au  mot  technique  SuvafjLÉvri  (pouvant).    Voir  mon  ar- 
ticle :  La  langue  mathématique  de  Platon,  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des 
Lettres  de  Bordeaux  (fasc.  3,  p.  «j'j;  1884  ). 


i 


des  polvèdres  rt'giiliers  et  lei 


riptic 


.  la  s|)lière  (pro 


blâmes  dont  on  peut  très  bien  allrlbiiLT  la  solution  à  P^lljagorc), 

_    que  la  détermination  des  rapports  qu'ont  entre  eux  el  avec  le  rayon 

B  de  la  sphère  les  cAlés  des  cinq  polyèdres.  Cette  question  avait  dA 

^ue  poser  déjà  pour  Pjilhagore,  mais  il  n'avait  évtdemuienl  pu  la 

^hpener  à  bout;  car,  s'il  découvrit  l'incomniensurabilité  de  lignes 

^^Kurnies  par  les  constructions  géométriques,  ses  travaux  ne  parais- 

^^Kot  pas  avoir  été  bien  loin  dans  cette  voie.  En  tout  cas,  l'Ouvrage 

publié  par  ses  disciples  ne  devait  renfermer,  sur  celte  question, 

qne  la  démonstration  de  l'incommensurabilitc  de  la  diagonale  au 

côté  du  carré  (').  puisque  Théodore  de  Cjn'ne  reprit  la  question 

,   Pour  arriver  an  but  dont  il  s'agissait,  nous  employons  des  no- 
ntions  algébriques;  les  Grecs  imaginèrent  de  classer  les  irration- 
lîjkelles  Cournies  par  les  coastruclions  géométriques,  et  le  Livre  X 
jaous  fournit  ce  classement,  avec  les  propriétés,  non  seulement 
l'équation  du  second  degré  et  pour  l'équation  bicarrée  à  coeffi- 
Utents  rationnels,  mais  même  en  partie  pour  l'équation  tricarrée. 
Le  Livre  XIII  s'appuie  inimédiatcnient  sur  ce  classement;  ainsi 
lelle  ligne  que  nous  déterminons  comme  différence  de  deux  radi- 
raux  est  délermînée  en  lanl  qu'(//'o(o«fc;  telle  autre,  de  la  l'orme 
\ p  +  '^ p''  —  1/,     est    suflisamment    désignée     comme    majeure 
h(|u[Cwv).  si  l'on  observe,  d'autre  part,  que  ce  Livre  contient  plu- 
sieurs théorèmes  qu'Euclidc  aurait  certainement  mieux  placés  dans 
!  quatrième,  où  il  traite  des  polygone 


lent  induit  à  penser  que  l'on  se  trouve,  pour  le  Livre  XIII,  en 
résence  d'un  ensemble  introduit  dans  les  h'téments  avec  très  peu 
s  modilica lions.  Dès  lors,  les  théories  du  Livre  X,  qui  y  sont 
mployées,  apparaissent  comme  provenant  sans  doute  du  même 
orateur,  c'est-à-dire  de  ïhéélèle,  conforaiénienl  aux  données  éma- 
nt  de  Platon  et  de  Suidas. 


I  DfmonilralinD  igut,  au  lénmign.ngc  d'Ansloli;.  se  faitail  |iur  l'ubsurdr,  en 
ibre  dcvrail  *trc  i  la  Tois  pair  et  inip»ir.  Ce  semble  donc  tire 
irécisénjent  à  ta  Hn  du  Livre  X  J'Euctide. 
le  d'iajistcr  sur  la  difCculLé  que  semblent  avoir  éprotivév  \en 
frtmieti  giaiaUrea  â  s'élever  sus  gûacralisationï  les  plus  simples,  diflJcolti^sdont 
l«  Umoli;nage  de  Pliiton  nous  fournit  un  exemple  si  curieux;  on  en  a  déjt  vu  na 
autre  (Oeminus  dans  Culociiis  sur  Apollonius,  p-  9)  à  pi'opos  du  théorème  sur  lu 
«■Riiue  de»  trois  angles  d'uu  Iriaoele. 


■  jiTOUTanl, 
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Il  est  à  peine  utile  de  faire  remarquer  qu^on  ne  peut  nullement 
conclure  de  là  que  le  Livre  X  tout  entier  soit  dû  à  Thëétète;  tout 
au  contraire,  il  est  assez  probable  que  la  plus  grande  partie  de  la 
nomenclature,  que  ne  suppose  pas  le  Livre  XIII,  est  postérieure, 
et  Fétat  d^imperfection  sensible  où  Euclide  laisse  cette  théorie 
peut  même  indiquer  que,  avant  lui,  elle  n^avait  guère  été  travaillée 
depuis  son  fondateur  (  *  ). 

7.  Ainsi  nous  avons  pu,  avec  une  probabilité  plus  ou  moins 
grande,  reconstituer  le  rôle  des  deux  géomètres  qui  nous  sont  in- 
diqués comme  ayant  exercé  la  plus  grande  influence  sur  la  doctrine 
des  Eléments. 

Il  nous  reste,  pour  contrôler  le  résultat  de  nos  recherches,  à 
passer  rapidement  en  revue  les  données  précises  que  nous  possé- 
dons sur  les  travaux  géométriques  des  pythagoriciens,  et  à  examiner 
si,  entre  les  théories  dont  il  convient  de  leur  supposer  la  connais- 
sance et  celles  que  nous  avons  attribuées  à  Eudoxe  et  à  Théétète, 
ne  se  trouverait  pas  quelque  lacune  importante;  dans  ce  cas,  nous 
ne  saurions  guère  qui  Taurait  comblée. 

Je  relève  exclusivement  ce  qui  concerne  la  Géométrie,  en  sui- 
vant, d'ailleurs,  Tordre  théorique. 

a,  {Proclus.  p.  379).  —  <(  Eudème,  le  péripatétîcien,  fait  re- 
monter aux  pythagoriciens  l'invention  de  ce  théorème  {Euclide, 
I,  32)  que,  dans  tout  triangle,  la  somme  des  angles  intérieurs  est 
égale  à  deux  droits.  Il  dit  qu'ils  le  démontrent  comme  suit  : 

»  Soit  le  triangle  ABC;  menez,  par  A,  DE  parallèle  à  BC. 
Puisque  BC,  DE  sont  parallèles  et  que  les  angles  alternes-internes 
(ivttXXotÇ)  sont  égaux,  on  a 

5aB  =  ABG         et        EAC  =  ACB. 
Ajoutez  de  part  et  d'autre  BAC.  On  aura  donc 

IdAB  -4-  BAC  -f-  GAE, 


(')  La  théorie  des  irrationnelles  exige  des  notions  sur  les  nombres;  sont-cc  les 
travaux  de  Théétète  qui  ont  déterminé  l'introduction  dans  les  Éléments  des  Livres 
arithmétiques  (VII  à  IX)  au  rang  singulier  qu'ils  occupent?  A-t-il  lui-même  tra- 
vaillé sur  ce  sujet?  Ces  questions,  actuellement,  me  paraissent  insolubles. 


ItAB 


-i^. 


ingte 


êVst-à-dire  deux  droits  :^  la  somme  des  trois  angles  du  triangl 
I  ABC.  La  somme  des  trois  niigles  d'un  triangle  est  donc  égale  à 
r  deux  droits.  Telle  est  la  démonstration  des  pythagoriciens,  » 

b.  {Pi-oclus,  p.  3o4-5o5),  —  «  Ainsi,  six  triangles  équilatéraux, 

assemblés  par  le  sommet,  remplissent  exactement  les  quatre  angles 

(droits;  de  même  trois  hexagones  et  quatre  carrés.  Tout  autre  po- 
bgone  quelconque  dont  un  multipliera  l'angle  donnera  plus  nu 
moins  que  quatre  droits;  celle  somme  n'est  donnée  exactement 
que  par  les  seuls  polygones  précités,  assemblés  suivant  les  nombres 
donnés.  C'est  là  nn  théorème  p)'thagoricien.  » 
c.  {Proclus,  p.  4^6,  sur  Euclide,  I,  47  '•  théorème  du  carré  de 
l'hvpoténuse).  —  <>   Si   l'on    ('-coule    ceux    qui    veulent    raconter 
l'histoire  des  anciens  temps,  on  peut  en  trouver  qui  attribuent  ce 
^Jlbéonïme  à  Pjthagore  et  lui  font  sacrifier  un  bœuf  après  sa  dé- 
^Bou verte,   h 

^V  d.  {Proclus,  p.  4'9i  sf"  Eiiclide.  I,  43).  —  «  Ce  sont,  nous 

^aïl-on  d'après  Eudème  (0!  itipî  tôv  KuStium),  d'anciennes  découvertes 

dues  à  la  muse  des  Pythagoricien  s,  que  la  parabole  des  aires, 

leur  hyperbole  ou  leur  ellipse  (  '  ).  C'est  de  là  que,  plus  tard,  on 

►prit  ces  noms  pour  les  transporter  aux  coniques,  qu'on  appela  : 
l'une,  parabole  (comparaison),  l'autre,  hyperbole  (excès),  la 
Iroisième,  ellipse  (défaut);  tandis  que,  pour  ces  hommes  anciens 
et  divins,  c'était  dans  la  construction  plane  des  aires  sur  une  droite 
déterminée  qu'apparaissuit  la  signification  de  ces  termes.  Si  vous 
prenez  la  droite  tout  entière  et  que  vous  y  terminiez  l'aire  donnée, 
on  dit  que  vous  fuites  la  parabole  de  cette  aire  ;  si  vous  lui  donnez 
une  longueur  qui  dépasse  la  droite,  c'est  Yhyperbole;  si  une  lon- 
gueur inférieure,  c'est  l'ellipse,  une  partie  de  la  droite  restant 
f .alors  en  dehors  de  l'aire  construite.  C'est  an  Livre  VI  qu'Euclide 
traite  de  Vhyperbole  et  de  l'ellipse;  mais  ici  il  avait  besoin  de  la 
parabole  par  une   droite  donnée  d'une   aire  équivalente   à  un 


I 


(')  Soient  A  une  aire  donoéc,  p  la 
,  il  t'anH  àe  (.-onstrutre  l'ïncci 
tïe),  px-t-  mx'-=  K  (paraboli 
el1ip<P).  C«l  tu  nnmiTirrHUir 


ngueur  par  rappnrl  à  laqurMc  se  Tait  V. 
lue  X  lians  les  équations  px  —  A  {para 
ivec  liyperhole),  px  —  mx'  ^  K  {  para 

rlassiquc  depuis  F.neMAr. 
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triangle  donné,  pour  nous  fournir,  après  la  construction  (înJaT«ffi;, 
prop.  4^)  d^un  parallélogramme  équivalent  à  ce  triangle,  sa  para- 
bole par  une  droite  déterminée.  Ainsi,  qu'on  donne  un  triangle 
ayant  une  aire  de  la  pieds  et  une  droite  dont  la  longueur  soit  de 
4  pieds,  nous  faisons  X^l parabole  de  Taire  du  triangle  sur  la  droite, 
si,  prenant  la  longueur  totale  de  4  pieds,  nous  trouvons  de  combien 
de  pieds  doit  être  la  largeur  pour  que  le  parallélogramme  soil 
équivalent  au  triangle.  Ainsi,  ayant  trouve,  dans  ce  cas,  la  largeur 
de  3  pieds,  nous  multiplions  la  longueur  par  la  largeur,  en  suppo- 
sant que  Tangle  donné  soit  droit,  et  nous  avons  Taire.  Voilà  ce  qu'est 
la  parabole  d'après  l'antique  tradition  venue  des  Pythagoriciens*  » 

J'ai  tenu  à  traduire  in  extenso  ces  passages  de  Proclus  (ici  Por- 
phyre-Pappus)  à  cause  de  l'authenticité  de  la  tradition  qu'ils  re- 
présentent. Je  mentionnerai  seulement  les  témoignages  qui 
suivent  : 

e.  Emploi  du  pentagone  étoile  comme  signe  de  reconnaissance 
par  les  Pythagoriciens  (Lucien,  Pro  lapsu  in  salut.  5,  etc.). 

y*.  Le  sacrifice  légendaire  a  dû  être  offert  par  Pythagore,  soil 
pour  le  théorème  sur  le  carré  de  l'hypoténuse,  soit  pour  X^l  para- 
bole des  aires  (Plutarque,  non  posse  suav.  viçi  sec.  J^picj  ii), 
soit  plutôt  pour  la  solution  du  problème  suivant  : 

Construire  une  figure  équi\'alente  à  une  figure  donnée  et 
semblable  à  une  seconde  figure  donnée  (Plutarque,  Sympos. 
VIII)  ('). 

g.  Construction  des  polyèdres  réguliers  (Proclus,  p.  65)  et, 
en  particulier,  inscription  du  dodécaèdre  dans  la  sphère.  (Jam- 
BLiQUE,  De  vit,  Pj'th.y  i8). 

8.  J'ai  déjà  suffisamment  parlé  des  questions  (a)  et  (g)]  il  est 
clair  que  (6)  dérive  logiquement  de  (a),  mais  a  dû  être  provoqué 
par  les  problèmes  pratiques  de  décoration  des  carrelages  ou  des 
murailles,  de  même  que  la  recherche  des  polyèdres  réguliers  doit 
avoir  eu  son  origine  dans  des  tentatives  analogues  d'architectes.  Il 
est  même  très  possible  que  ce  soit  la  reconnaissance  empirique  de 
la  propriété  des  triangles  équilatéraux,  assemblés  autour  d'un  som- 
met commun,   qui  ait  amené  la   découverte  de  Tégalité  à  deux 


(')    Plutarque,  qui   nVsl  nullement  n)alh/>malicien,  dit  mal  à  propo!^  «  fairf  la 
parabole  >•  au  lieu  de  ••  ronslruire  »>. 


i 
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roîts  de  la  fiomtne  des  angles  de  cliacun  de  ces  triangles  ;  on  sem 

nssé  ensuite,  d'après  le   témoignage   de   Gemintis,   d'abord  au 

riangle  isoscèle,  enfin  au  scalèue. 

I  Le  ton  sur  lequel  Proclus  parle  de  la  di'couvcrte  du  r.arré  de 
ivpoténusc  (c)  prouve  assez,  sans  en  rapprocher  les  contradic- 
5  de  Plutari)uc  (/),  «jne  lu  légende  du  sacrifice  n'était  nulle- 
(ent  assurée.  Il  semble  tju'ELidi'une  ne  l'ait  pas  connue  et  qu'elle 
télé  appuyée  uniquement,  dans  l'anliqnilé,  sur  deux  vers  an- 

pens,  rappnrlé*  par  un  logisticien  du  nom  d'ApoIlodore  (-ote), 
,  qu'on  peut  traduire  ciimine  suit  : 

inventant  la  célèbre  figure 
rictimc  t'I  rundil  grâce  aux  <licu\, 

moigoagc  bien  insuI'lîiiRnt ,  certes,  pour  recounaître  le  tliéo- 
luquel  est  resté  attaclié  le  nom  du  sage  de  Samos.  Tout 
icinble  indiquer,  au  contraire,  qu'il  ne  l'a  pas  emprunté  aux  tgvp- 
Hens  (');  cette  proposition  fut  une  des  premières  qu'il  rencontra 
I  nullement  le  couronnement  de  ses  recherches. 
Proclus  paraît  dire  assez  clairement  (p.  i^H)  que  la  démonstra- 
n  donnée  par  Euclide  (^)  appartient  à  ce  dernier;  mais  celle  de 
Pvthagore  nous  est  absolument  inconnue,  et  c'est  peine  bien  inu- 
tile que  de  chercher  les  raisonnements  les  plus  primitifs  pour  les 
lui  attribuer.  La  Géométrie  de  Pvthagore  était  déjà  assez  savante 
0ur  qu'il  put  faire  la  démonstration  par  les  triangles  semblables. 

I  9.  La  substance  du  Livre  ï"'  d'Euclide,  d'après  des  témoignages 

fîisamment  précis  de  Proclus,  appartient  en  tout  cas  ans  Pjlha- 

s  et  il  leur  attribue  aussi  nettement  les  théories  du  Livre  VI. 

Le  problème  que  cite  en  dernier  lieu  Plularque  (/)  (Euclide, 

BVI,  23)  se  réduit  ù  la  connaissance  du  rapport  des  aires  de  deuv 

^ures  semblables,  proposition  connue  d'Ilippocrate  de  Cbios,  à 

[invention  de  deux  quatrièmes    OU    troisièmes    proportionnelles 


■if)  H. Ciinu>r(V'o/7e*HHge/i. p. jfi, el«. 

'    Iriiinglei  rectangles  en  nombres  parlicnlic 


%  Éityplli-ns  U  ronnaia-'ane 

■  loi  gcticrHlc  ailleurs  qn'en  Grèce;  je 
parce  qu'il»  pnuvnit  'ire  postérieur*  à  la 
(■>  Celle  i|ac  ninis  «pj)elon»  vulgaim 
•li^iiftienl  f"Hinir8tiip»;[*»Tii(vOnçriC(i;'-i 
uulioiiulr-). 


solidemeatËubli  igu'o 


c  pas  lies  Çuhntùtiat  hinilix 


ct)n<|u^lc  it'Atciaii 
lenl  le  ponl-aiix-fl 

ifr  Parlijmrif .  ni! 
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[parabole  simple  {d)=  i,44]  et  d'une  moyenne  proportionnelle 
(II,  i4)*  Ce  problème  est  essentiel  pour  le  cas  de  la  parabole  com- 
plète avec  ellipse  ou  hyperbole,  telle  que  la  traite  Euclide  au 
Livre  VI  (28,  29),  c'est-à-dire  lorsque,  dans  l'équation  à  résoudre 
px  do  mx^  =  A,  m  est  un  rapport  donné  différent  de  l'unité  (•). 

C'est  attribuer  à  Pythagore  la  construction  géométrique  des 
problèmes  du  second  degré  ;  mais,  si  les  témoignages  cités  à  cet 
égard  peuvent  paraître  sujets  à  caution,  il  convient  de  remarquer 
que,  comme  nous  le  verrons,  cette  construction  était  très  proba- 
blement connue  d'Hippocrate  de  Chios;  que,  d'autre  part,  la  con- 
naissance du  pentagone  régulier(e)(^) par  les  Pythagoriciens  prouve 
bien  qu'ils  savaient  au  moins  résoudre  un  problème  spécial  du 
second  degré,  la  division  d'une  ligne  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Dès  lors,  ils  semblent  bien  avoir  au  moins  fourni  le  fond  de 
toutes  les  théories  importantes  des  Éléments,  si  l'on  excepte,  d'une 
part,  celles  que  nous  avons  attribuées  à  Eudoxe  ou  à  Théétète,  de 
l'autre,  la  théorie  proprement  dite  du  cercle,  c'est-à-dire  le  Livre  III, 
auquel  rien  ne  nous  renvoie,  car  j'omets,  comme  sans  valeur,  l'as- 
sertion de  Jamblique  (Simplicius  sur  la  Physique  d'Aristote,  i3,V), 
d'après  laquelle  ils  auraient  trouvé  une  quadrature  du  cercle. 

Cependant  ils  avaient  dû  s'occuper  spécialement  du  cercle  que 
Pythagore  disait  être  la  plus  belle  des  figures  planes (Z>«o^.  Laërce, 
VIII,  19),  et,  en  tout  cas,  la  lacune  n'aurait  pas  une  importance 
relativement  très  grande. 

L'insuffisance  des  preuves  relatives  à  l'extension  réelle  des  con- 
naissances géométriques  de  Pythagore  ne  peut  être  niée;  cepen- 
dant il  me  semble  que  Ton  peut  dire,  en  résumé,  que  ces  preuves 
ont  été  un  peu  trop  négligées,  et  que  tous  les  témoignages  con- 
cordent assez  pour  rendre  probable  l'opinion  que  j'ai  avancée, 
que,  en  thèse  générale,  le  premier  Ouvrage  mathématique  dû  à 
TEcole  de  Pythagore  présentait  déjà  le  même  cadre  que  les  élé- 
ments géométriques  d'Euclide  et  qu'il  remplissait  assez  complète- 
ment ce  cadre,  si  Ton  excepte  les  théories  générales  sur  les  pro- 
portions, sur  les  incommensurables  et  sur  les  cubatures  dérivant 
de  la  mesure  de  la  pyramide. 


(')  II  est  à  remarquer  que  le  cas  simple,  où  m  =  i,  peut  se  déduire  immêdialf- 
nienl  des  théorèmes  H,  Ti  et  6. 
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FROLOW. —  Les  carrés  magiques.  Nouvelle  étude.  46  p«  in-8**;  7  planches. 

Paris,  Gauthier- Villars,  1886. 

Cette  Nouvelle  étude  est  destinée  à  compléter  et,  sur  quelques 
points,  à  rectifier  le  Livre  de  Tauleur  intitulé  :  Le  problème 
d'Euler  et  les  carrés  magiques.  Il  comprend  trois  Chapitres  et 
trois  Notes.  Les  Chapitres  sont  consacrés  aux  carrés  magiques 
de  4)  ^"^  carrés  magiques  des  racines  plus  grandes  que  4}  ^^ix. 
carrés  magiques  à  enceinte  et  à  bordure;  on  y  trouvera  divers 
développements  sur  les  carrés  diaboliques  et  même  semi-diabo- 
liques. 

Les  deux  premières  Notes  se  rapportent  à  une  méthode  due  à 
M.  Delannoy  pour  trouver  le  nombre  des  carrés  de  4»  et  à  des 
études  du  même  auteur  sur  la  marche  du  cavalier.  La  troisième  se 
rapporte  à  la  théorie  des  carrés  diaboliques,  d'après  M.  Lucas. 
Enfin  les  Planches  contiennent  des  types  de  carrés  magiques,  dia- 
boliques et  semi-diaboliques.  J.  T. 


AUTOLYCI  DE  SPUiERA  QUiE  MOVETUR  LIBER.  —  De  ORTIBUS  ET  OCCASIBUS  LI- 
BRE DUO,  —  una  cum  scholiis  antiquis  e  iibris  manu  scriptis  edidit,  latina 
interpretatione  et  commentariis  instruxit  Fridericus  Hultscii.  Leipzig, 
Teiibner,  i885. 

La  collection  des  auteurs  grecs  et  latins  de  Teubner  vient  de 
s'augmenter,  en  même  temps,  de  deux  nouveaux  Volumes  appelés 
à  figurer  dans  toute  bibliothèque  mathématique  :  c'est,  d'une  part, 
le  quatrième  Volume  de  l'édition  critique  d'Euclide  par  Heiberg  (  *  ), 
de  l'autre  l'édition  princeps  d'Autolycus  par  Hultsch.  Mais,  si 
Euclide  est  trop  connu  pour  qu'il  soit  besoin  de  recommander  à 


(•)  Ce  quatrième  Volume,  comprenant  les  trois  Livres  des  Éléments  sur  les 
solides,  parait  avant  le  troisième  que  remplira  le  Livre  X  {Sur  les  irration- 
nelle* ). 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  1'  série,  t.  X.  (Septembre  1886.)  i\ 
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nouveau  ici  rcxccllente  publication  entreprise  par  le  savanl  philo- 
logue danois,  il  n'en  est  pas  de  même  de  Pauteur  dont  rillustre 
érudit  de  Dresde  vient  de  tirer  le  texte  des  manuscrits  où  il  restait 
négligé.  Je  crois  donc  devoir  entrer  dans  quelques  détails  à  son 
sujet. 

Autolycus,  de  Pitane  en  Éolide,  doit  être  considéré  comme  un 
contemporain  d'EucIide  et  c'est  à  tort  que  Th. -H.  Martin  a  voulu 
établir  qu'il  enseignait  vers  822  et  se  trouvait,  par  conséquent, 
antérieur  à  l'auteur  des  Eléments.  Son  erreur  vient  de  ce  qu'il 
a  admis  la  date  donnée  par  Diogène  Laërcc  (IV,  45),  à  savoir, 
01.  CXX  =  3oo  —  297  avant  J.-C,  comme  celle  où  florîssait  le  phi- 
losophe Arcésilas,  qui  fut  concitoyen  d'Autolycus  et  suivit,  dans 
sa  première  jeunesse,  les  leçons  de  ce  dernier.  Diels  a  montré  que 
cette  date  est  fautive  et  qu'il  faut  probablement  lire  01.  126  =  27b' 
ayant  J.-C.  En  effet,  il  ressort  d'autres  données  de  Diogène  Laërce 
(IV,  59,60)  qu' Arcésilas  mourut  en  241,  en  laissant  son  école  à 
Lacyde,  et  qu'il  vécut  yS  ans  (IV,  44)*  ïl  est  donc  né  en  3 16,  date  qui 
concorde  d'ailleurs  parfaitement  avec  toutes  les  circonstances  con- 
nues de  sa  vie.  C'est  donc  vers  3oo  environ  qu'il  suivait  les  leçons 
d'Autolycus,  d'abord  à  Pitane,  puis  à  Sardes,  et  nous  devons  croire 
que  cette  même  date  correspond,  à  très  peu  près,  aussi  à  l'âge 
mûr  d'Euclide. 

Nous  savons,  d'autre  part,  qu'Autoljcus  soutint  une  polémique 
contre  le  mathématicien  Aristhéros,  qui  fut  maître  du  poète  Aratus, 
contemporain  d' Arcésilas  (')•,  cette  seconde  donnée  confirme  donc 
la  première. 

Il  nous  reste  d'Autolycus  deux  petits  Traités  de  Géométrie  sphé- 
riquc  appliquée  à  l'Astronomie  :  l'un  Sur  la  sphère  en  mouvement 
(12  théorèmes),  l'autre  en  deux  Livres  Sur  les  levers  et  couchers 
des  étoiles  (i3  et  i<S  théorèmes)  (2). 


(')  SiMPLicics,  Comment,  in  Arist,  de  Cœlo.  —  Autolycus  dcfcndait  le  syslèmc 
des  sphères  concentriques  d'Eudoxe  et  cherchait  à  expliquer»  néanmoins,  les  va- 
riations d'éclat  des  planètes,  tandis  qu'Arislothéros  voyait  là  une  preuve  de  la 
variation  de  leur  distance  à  la  Terre. 

(»)  aMohammed  ben  Ishâk  {Wenrich,  p.  209)  lui  attribue  des  commenlaires 
sur  les  Éléments  d'Kuclide  et  sur  les  catégories  d'Aristote.  Cette  assertion  isolée 
n'a  pas  une  grande  valeur,  et  un  véritable  commentaire' sur  Euclide  est  bien  im- 
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e  traduction  lalioe  incomplète  et  sans  le  nom  d'Autoljcus  m 
lien  i5oi  dansTOiivraj^e  de  George  Valla,  Df  r-.r/?c/(Vnf/(s  cf 
gientiis  lebtts  ;  une  aiitic,  i'aile  sur  l'arnhc,  a  i^li;  Joniue  |>ai' 
Uurolyciis,ea  i558;  enfin  une  troisième,  sur  six  ritanuscriis grecs 
B  Rome,  par  Auria,  en  i58^. 

[  Quant  au  texte  grec,  ou  ne  connaissait  encore  que  celui  des 
l^lînilions  et  des  énonc<S  des  tlit'rorémes,  publié  par  Dasvpodius 
1  i5^a  et  Richard  Iloclie  en  187^.  On  sait  que  c'était  au  xvi° siècle 
!  opinion  courante  que  le  véritable  Euclide  ne  comprenait 
:  les  énoncés,  el  que  les  démonstrations  avaient  été  rédigées 
œt  siècles  après  lui  par  ïliéon  d'Alexandrie;  une  erreur  ana- 
:  s'accrédita  pour  Aiitolycus,  et  il  appartenait  à  F.  Ilultseli, 
s  l'avoir  reconnue  le  premier  (<),  de  la  dissiper  entièrement, 
i  l'on  fait  abslraciion  de  certaines  traces  de  corruption  par- 
tie du  texte  primitif,  il  est  en  elTet  maintenant  facile  de  constater 
nous  nous  trouvons  bien  en  présence  d'une  œuvre  aussi 
fltiqiie  que  celle  d'EuclitJe,  et  qui  d'ailleurs,  si  elle  n'atteint  pas 
la  perfection  des  Eléments,  peut  très  bien  être  mise  à  cûlé  des 
Phénomènes. 

Une  des  causes  qui  ont  pu  faire  douter  de  l'aulhenticité  des 
Umonstrations  est  que  les  scolies  sur  le  premier  Traité  renvoient 
■x  Sphériques  de  Tliéodose,  auteur  du  1"  siècle  avant  l'ère 
Lrétienne.  Mais  cela  tient  simplement  à  la  façon  dont  les  œuvres 
uloljcus  nous  ont  été  conservées;  elles  faisaient  partie  d'un 
teueil,  déjà  constitué  au  temps  de  Pappus  et  connu  plus  tard 
s  le  nom  de  Petite  Astronomie,  par  opposition  à  la  Grande 
'^imposition  de  Ptolémée.  Ce  Recueil  s'ouvrait  par  les  Sphériques 
î  Théodose,  suivies  du  premier  Traité  d'Autolycus. 
Cependant  l'Ouvrage  de  Théodose  ne  peut  représenter,  pour 
pus,  qu'une  nouvelle  rédaction  d'une  Sphérique  ancienne,  anlé- 
lewre  à  Autoljcus;  car  on  ne  peut  traiter  de  la  sphère  en  mouve- 
,  s'il  n'a  pas  été  traité  de  la  sphère  fixe.  Il  n'y  a  donc  rien 
nnant  à   voir  Autolycus  admettre   comme   démontrées  des 


t  crette  date.  Toutefois   iJ   n'»t  nultcmcnt  Jmpossîlilc  t]ii'\iitolycu«  ail 
t  «ur  la  géométrie  de  son  conlcmpuraïn,  nu  Iiicn  ^ur  Ira  ÉUmeiiU  qui  avaient 
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propositions  que  nous  retrouvons  plus  ou  moins  textuellemenl 
dans  Théodose,  de  même  qu'il  n'y  a  rien  de  surprenant  à  le  voir 
admettre,  sans  citer  Euclide,  des  théorèmes  des  Eléments, 

F.  Hultsch  a,  au  reste,  rigoureusement  démontré  rexîstence  de 
cette  ancienne  Sphéricité  sur  laquelle  se  sont  appuyés  Euclide  et 
Archimède,  aussi  bien  qu'Autolycus  ;  sans  se  prononcer  sur  Fau- 
teur, il  a  bien  voulu  me  citer  à  côté  d'Heiberg  comme  attribuant 
cet  Ouvrage  à  Eudoxe.  Mais  je  puis  ajouter  aujourd'hui  que,  si  j'ai 
émis  cette  opinion,  ce  n'est  pas  uniquement  parce  que  l'on  ne 
peut  guère  penser  à  un  autre  mathématicien. 

J'ai  déjà  essayé  de  montrer  (Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  V2,  p.  287 
à  258)  que  la  méthode  exposée  par  À  ris  targue  de  Samos  pour 
la  détermination  des  distances  du  Soleil  et  de  la  Lune  appartient 
en  réalité  à  Eudoxe;  j'essayerai  de  même,  à  bref  délai,  de  montrer 
que  les  données,  conservées  par  Geminus,  sur  les  dates  assignées 
par  Eudoxe  aux  levers  et  couchers  des  étoiles  fixes,  prouvent  que  le 
Cuidien  fut  le  premier  à  ébaucher  la  théorie  exposée  par  Autolycus 
dans  son  second  Traité  (*).  Il  me  paraît  difficile,  dans  ces  condi- 
tions, de  douter  que  la  théorie  de  la  sphère  ne  fût  déjà  très  avancée 
au  temps  d'Eudoxe  et  qu'il  n'y  ait  consacré  de  sérieux  travaux. 

Ainsi  Autolycus  ne  doit  pas  être  considéré  comme  un  auteur 
absolument  original  ;  il  ne  Test  pas,  sans  doute,  plus  qu'Euclide 
pour  les  Eléments,  et  cela  doit  nous  expliquer  la  perfection  rela- 
tive des  écrits  conservés  sous  son  nom  et  que  F.  Hultsch  vient  de 
mettre  au  jour. 

Ce  nouveau  Volume  est  tel  qu'on  devait  l'attendre  de  l'illustre 
éditeur  de  Héron  et  de  Pappus;  traduction  soignée,  reproduction 
des  scolies  grecs  et  de  ceux  d'Auria,  notes  précieuses,  appareil 
critique  donnant  la  collation  de  cinq  manuscrits,  index  répondant 
à  tous  les  besoins,  le  travail  ne  laisse  rien  à  désirer  pour  les  philo- 
logues; quant  aux  mathématiciens,  F.  Hultsch  semble  avoir  mis 
une  certaine  coquetterie  à  leur  laisser  quelques  sujets  d'étude. 

Peut-être  se  souvenait-il  qu'on  lui  a  reproché  trop  (ïathétèses 


(»)  J'indiquerai  plus  loin  une  hypothèse  d'Autolycus  qui  apparlicnt,  sans  cod- 
trste,  à  Eudoxe;  on  a  déjà  vu,  au  reste,  un  indice  qui  rattache  notre  nialhéma- 
licieu  à  l'Ecole  d'Astronomie  de  Cyzique. 
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bos  BOQ  cdilioa  de  Pdpjius;  aussi  celle  fuis,  lout  en  indiquant 
c  soin  les  passages  qui  portent  des  traces  de  rédaction  posti?- 
ire,  il  s'est  moDtré  très  scrupuleux  dans  ses  corrections  cl  n'a 
s  souleva  certaines  questions  sur  lesquelles  je  désire  d'aulant 
s  attirer  l'altenlion. 
I  me  paratt  certain,  en  eiïet,  que  la  fin  du  second  Livre  du  der- 
'  Trailf^'  a  sulii  un  inalenconlreus  remaniement,  d'où  sont 
^sultres,  d'une  part,  des  altérations  de  lexle  qui  défigurent  la 
ibéorie,  de  l'autre  l'interpolation  d'au  moins  trois  théorèmes. 

Mais,  pour  expliquer  ce  dont  il  s'agit,  il  est  nécessaire  que  j'ana- 
lyse complètement  ce  second  Traité  d'Aulolycus  ;  le  premier  peut 
j  considéré  comme  un  préambule  qui  ne   nous  offre  que  des 
•opositions  Lien  familières  pour  nous;  l'Ouvrage  Sur  les  levers 
t  couchers  est,  au  contraire,  particulièrement  remarquable  en  ce 
u'il  renferme  une  théorie  complète,  faite  par  des  procédés  très 
Hîiniples,  de  pliénomènes  que  nous  traitons  au  moyen  de  calcnls 
lablenirnt  complexes.   Si   d'ailleurs  cette   théorie   se    trouve 
inexacte  dans  certaines  délcmiinations,  cela  vient  de  ce  qu'AutO- 
[ycuâ  admet,  comme  résultats  de  l'observation,  certaines  données 
19  devons  rejeter;  mais  celle  théorie,  dont  je  vais  essayer 
i'exposer  l'essence  sous  forme  moderne,  n'en  est  pas  moins  géo- 
inélnquemenl  exacte,  et  réellemenl  élégante. 

Sans  m'arréter  aux  épithètes  postérieures  et  bien  inutiles  de 
tosmique,  héltaque,  acronique  ('),  je  vais  rappeler  tout  d'abord 
s  déiSnitinns  très  claires  d'Aulolycus  pour  les  levers  el  couchers 
5  (étoiles  {ixes. 

Une  étoile  est  dite  à  son  lever  vrai  du  malin  (  /,„)  ou  du  soir(/,l 
psqii'ellc  franchit  l'borîïOn  du  levant  en  même  temps  que  le 
taleil  franchit  l'horizon  du  levant  ou  celui  du  couchant. 

Les  couchers  vrais  du  matin  (Cm)  ou  du  soir  {c,)  ont  une  déli- 

fition  correspondante. 

Une  étoile  est  dite  à  son  lever  {L,»)  ou  coucher  {C^)  apparent 

tin,  lorsqu'elle  franchît  l'horizon  en  même  temps  que  se 

]  point  de  l'écliptique  en  avant  du  Soleil  (ayant  une  longi- 

Iflde  plus  grande)  d'un  certain  arc  de  relard  minimum  qui  per- 


r-.-  .» 


.r  I 
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Autolycus  admet  comme  fait  d'observations  : 

I**  Que  l'are  de  retard  est  indépendant  de  l'inclinaison  de 
l'écliptique  sur  l'horizon,  qu'il  est  le  même  pour  toutes  les  étoiles 

et  égal  à  la  moitié  d'un  signe.  On  peut  donc  poser  ri  =  r^  =  — ; 

a®  Que  l'on  peut  négliger  l'anomalie  du  Soleil  (*  ). 

Si  nous  introduisons  ces  hypothèses  dans  notre  exposé,  il  con- 
vient de  remarquer  que  l'erreur  dont  elles  sont  affectées  n'enta- 
chera pas  les  conséquences  relatives  à  la  classification  des  étoiles 
d'après  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  leurs  phases,  classifica- 
tion qui  est  l'objet  principal  de  la  théorie. 

Prenons  d'abord  l'es  étoiles  situées    sur  l'écliptique  même;  à 

partir  du  lever   apparent  du  matin,  l'année  peut  se  diviser  en 

quatre  périodes  : 

5 
A  =  Lj  —  L/n  =  ttit. 

Pendant  cinq  mois,  on  peut  voir  l'étoile  se  lever  pendant  la  nuit, 
mais  on  ne  la  voit  pas  se  coucher  : 

B  =  C//I  —  L,  =  ^  • 

Pendant  un  mois,  on  voit  l'étoile  toute  la  nuit  (sans  qu'elle  se 

lève  ou  se  couche)  : 

5 

G  =  G5  —  Cm  =  «1Î- 

Pendant  cinq  mois,  l'étoile  s'est  levée  dans  la  journée,  on  la 
voit  se  coucher  pendant  la  nuit  : 

D  =  Lm  —  ^*  ~  6  * 

Pendant  un  mois,  l'étoile  est  invisible  pendant  la  nuit;  c'est  ce 
que  les  anciens  appelaient  sa  crypsis. 

Partons  de  l'écliptique  et  passons  aux  étoiles  boréales;  pour  les 
plus  voisines,  nous  trouvons  le  même  ordre  de  phases  : 

Arrr^TT,  B  =  ^  +  8,  C  =  U,  0=^-8. 

o  6  6  6 


(*)  Celte  anomalie  était,  cepcDdant,  dès  lors  bien  reconnue;  Autolycus  garde 
ici  la  tradition  d'Eudoxe. 
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Seulement,  à  mesure  que  8  augmente,  le  temps  de  la  crypsis 
diminue,  tandis  que  croît  d'autant  la  période  où  Ton  voit  rétoile 
toute  la  nuit.  C'est  le  cas  de  celles  que  nous  appellerons  zodiaco- 
boréales. 

Lorsque  l'on  a  o  =  ^,  il  n'y  a  plus  de  crypsis  y  et  B  =  ^  (deux 

mois). 

Au  delà  (étoiles  boréales),  l'ordre  des  phases  est  différent  : 


TT 


On  voit  Tétoile  se  coucher  après  le  soir,  puis  se  relever  avant 

le  matin  : 

A'  =  L,  —  05  =  11  —  0. 

On  voit  l'étoile  se  lever  pendant  la  nuit,  on  ne  la  voit  pas  se 
coucher  : 

B  =  Cm  —  L*  =  ^  -♦- 0 

On  volt  l'étoile  toute  la  nuit  : 

C  =  hfti  —  C,rt  =  TT  —  0. 

L'étoile  s'est  levée  dans  la  journée,  on  la  voit  se  coucher  pen- 
dant la  nuit. 

Si  Ton  s'éloigne  maintenant  de  l'ccliplique  vers  les  latitudes 
australes,  on  aura  (changeant  B  en  — d)  des  étoiles  (zodiaco-aus- 
trales)  offrant  la  première  succession  de  phases  que  nous  avons 
rencontrées,  avec  cette  différence  que  la  crypsis  augmente,  tandis 
que  diminue  le  temps  pendant  lequel  on  voit  l'étoile  toute  la  nuit. 

A  la  limite  B  =  o  et  D  =  ->  la  crypsis  dure  deux  mois  et  il  y 

a  une  nuit  où  Ton  voit  l'étoile  se  lever  au  soir  et  se  coucher  au 
matin,  en  sorte  qu'on  peut  Tobserver  décrivant  toute  la  partie 
visible  de  son  parallèle. 

Passé  cette  limite,  correspondante  6?=  ^'>  on  a  (étoiles  aus- 
trales) l'ordre  suivant  ; 
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On  voit  l'étoile  se  lever  pendant  la  nuit,  mais  non  se  coucher  : 

On  voit  l'étoile  décrire  toute  la  partie  visible  de  son  parallèle  : 

C  =  C  j  —  L,  =  TT  —  dj 

L'étoile  s'est  levée  dans  la  journée,  on  la  voit  se  coucher  pen- 
dant la  nuit  : 

Il  y  a  crypsis. 

Tel  est  le  résumé  de  la  théorie  exposée  par  Autolycus. 

Si  maintenant,  dans  le  texte  admis  par  F.  Hultsch,  nous  consi- 
dérons les  énoncés  des  propositions  II,  lo,  1 1 ,  i3,  i6,  nous  voyons 
que  la  limite  des  valeurs  de  S  ou  d,  qui  détermine  la  transition  des 
étoiles  zodiacales  aux  boréales  et  aux  australes  est  fixée  non  pas  à 

^  =  un  signe,  mais  à  la  moitié  (IXarcov  #,awouç  Çco5{ou),  et  cela  d'ail- 
leurs en  contradiction  avec  les  propositions  voisines.  L'erreur, 
quoique  répétée  dans  le  corps  de  la  démonstration,  doit  être  cor- 
rigée 5  elle  provient  de  ce  que  la  jGgure  devrait  être  modifiée  si  la 

valeur  de  e/  ou  8  était  comprise  entre  r  et  — ;  le  correcteur  n'a  pas 

vu  que  le  raisonnement  n'en  était  pas  moins  valable. 

D'autre  part,  il  est  évidemment  indifférent  de  considérer  l'étoile 
sur  la  figure,  à  son  lever  ou  à  son  coucher;  et  Autolycus  paraît 
avoir  pris  tantôt  l'un,  tantôt  l'autre  des  deux  cas;  mais  le  reviseur 
a  cru  qu'il  fallait  faire  double  démonstration  et  il  a  intercalé  dans 
les  énoncés  II,  8,  10,  12-18,  les  mots  xarà  xdtç  ivaroXaç  ou  xaxà  làc 
3u<jetc  qui  n'ont  aucune  signification,  puisqu'ils  se  rapportent  seu- 
lement à  la  façon  dont  est  faite  la  figure.  Cependant  il  n'y  a  que 
trois  démonstrations  doubles.  Voici,  au  reste,  la  correspondance 
des  neuf  dernières  propositions  du  Livre  IL 

Étoiles  zodiaco-boréales,  10  et  i3;  limite  des  zodiaco-bo- 
réales,  i4;  boréales,  i5;  zodiaco-australes,  11  et  16;  limite 
des  zodiaco-australes,  12  et  17;  australes,  16.  Je  pense  que  dans 
les  démonstrations  doubles,  les  interpolées  sont  celles  qui  portent 
les  n''*  II,  12,  i3. 
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II  faut  en  outre,  dans  Fénoncé  de  lo  (p.  134^  1*  8-9),  supprimer 
les  mots  xal  toutov  tov  ypovov  xpu^tv  a^ti^f.  Il  s'agit  en  effet  (zodiaco- 
australes)  de  la  période  B.  Le  scoHe  47?  qui  prouve  qu'on  ne  voit, 
pendant  ce  temps,  Tétoile  ni  se  lever  ni  se  coucher  et  conclut  de 
là  qu'il  y  a  crypsis,  est  simplement  absurde,  comme  le  sont 
d'ailleurs  deux  ou  trois  autres. 

Dans  renoncé  de  i4  (limite  des  zodiaco-boréales),  il  convient 
de  rétablir  le  texte  de  Hoche,  car  la  crypsis  cesse  précisément  à 
cette  limite. 

F.  Hultsch  a  signalé  une  autre  trace  de  perturbation  :  Le  théo- 
rème II,  9,  a  pour  objet  de  prouver  que,  sur  un  même  parallèle, 
pour  les  étoiles  qui  ont  une  latitude  boréale,  la  crypsis  est  moins 
longue  que  pour  celles  dont  la  latitude  est  australe.  La  démonstra- 
tion suppose  que  la  crypsis  est  moins  longue  pour  les  étoiles 
boréales  que  pour  Técliptique  et  moins  longue  pour  Técliptique 
que  pour  les  australes.  Des  scolies  renvoient  au  livre  I,  10  et  i5. 

Or  le  théorème  I,  10,  a  un  autre  objet,  et  iD  n'existe  pas. 
Cependant  I,  9,  suffit  pour  le  second  point;  il  ne  manque  donc 
qu'un  théorème  pour  le  premier  point  et  il  pourrait  être  rétabli 
précisément  d'après  I,  9. 

Il  est  d'ailleurs  possible  que  les  renvois  des  scolies  aient  été 
faits  primitivement  non  pas  au  Livre  I,  mais  bien  au  Livre  II,  et  aux 
théorèmes  10  et  18  (ce  dernier  devant  reprendre  le  numéro  i5 
après  suppression  des  trois  interpolés). 

Voici  encore  quelques  remarques  critiques  que  je  crois  utiles. 

Les  figures  des  manuscrits  ne  sont  nullement  faites,  en  général, 
d'après  le  même  principe  que  les  nôtres;  F.  Hultsch  a  émis  l'idée 
ingénieuse  que  la  démonstration  se  faisait  en  réalité  sur  un  globe 
mobile  où  l'on  traçait  des  cercles,  qu'il  suffisait  donc  que  les 
figures  des  manuscrits  permissent  de  retrouver  la  disposition  à 
donner  à  ces  cercles;  en  tout  cas,  il  a  dû  restituer  des  tracés  un 
peu  plus  conformes  à  nos  habitudes.  Je  crois  devoir  faire  observer 
que  bon  nombre  des  ligures  des  manuscrits  peuvent  s'expliquer 
comme  projections  stéréographiques,  en  sorte  que  les  cercles  qui 
empiètent  sur  l'hémisphère  inférieur  dépassent  la  section  de  la 
sphère  par  le  plan  de  projection.  Il  y  a  là  un  système  auquel  nous 
pourrions  encore  recourir  parfois  dans  renseignement  élémentaire. 

Les  notations  indiquées  (p.  5,  note)  comme  existant  sur  la  pre- 
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mière  figure  du  manuscrit  A  se  rapportent  à  T'Ava^popixoç  d'Hypsi- 
clès  qui,  dans  ce  manuscrit,  précède  le  premier  Traité  d'Autolycus. 

Dans  le  scolie  x^  (p.  18,  1.  21-22),  au  lieu  de  cbç  Ix  7ropi9(xaToç, 
je  voudrais  lire  àç  Ix  tou  ôpiafxou,  car  que  les  pôles  soient  aux  extré- 
mités du  même  diamètre,  cela  ressort  d'une  définition  et  non  d'un 
porisme  des  Sphériques  de  Théodose.  Ce  scolie  me  paraît,  au 
reste,  donner  la  véritable  marche  de  la  démonstration,  mal  com- 
prise par  Auria. 

P.  49?  !•  20.  Le  scolie  (a)  me  paraît  se  rapporter  à  la  défini- 
tion 8  et  non  à  la  définition  6  du  Traité  des  Levers  et  couchers. 

Le  complément  de  la  démonstration  du  théorème  I,  4  (p«  66- 
70,  1.  10)  me  paraît  interpolé. 

Les  scolies  d'Auria  sont  traduits^  en  général,  du  grec  plus  ou 
moins  fidèlement  ;  cependant  ceux  dont  F.  Hultsch  n'a  pas  retrouvé 
les  analogues  me  paraissent  avoir  été  rédigés  par  Auria  lui-même 
et  n'avoir  par  suite  aucune  autorité.  Paul  Tànwery. 
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COMPOSITIONS  DONNÉES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS  LES 
DIFFÉRENTES  FACULTÉS  DE  FRANCE,  EN  1885. 

SESSION  DE  NOVEAIBRE. 

Grenoble. 

Analyse.  —  1®  Lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  faites 
dans  une  surface  S  par  les  plans  qui  passent  par  un  de  ses 
points  M. 

2®  Transformée,  par  rayons  vecteurs  réciproques,  de  la  surface 
précédente,  M  étant  le  pôle  de  transformation,  et  R1R2  son  mo- 
dule. (R|  et  R2  sont  les  rayons  principaux  pour  le  point  M.) 

3^  La  surface  obtenue  par  la  transformation  précédente  est  aussi 
le  lieu  des  perpendiculaires  communes  à  la  normale  en  M  à  la 
surface  S  et  aux  normales  infiniment  voisines. 
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ËfTecluer  la  quadrature  suivante  : 


u=    I 


Mécanique.  —  Une  tîge  pesante  et  homogène,  de  longueur 
donnée,  peut  glisser  sans  frottement,  par  une  de  ses  extrémités, 
le  long  d*un  axe  vertical.  Elle  est  de  plus  assujettie  à  former,  avec 
la  partie  de  cet  axe  dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  un  angle 
constant  a. 

Le  mouvement  initial  se  réduit  à  une  rotation  de  vitesse  angu- 
laire Cl)  autour  de  Taxe.  On  demande  le  mouvement  de  la  tige  et 
la  pression  qu'elle  exerce  sur  Taxe. 

Astronomie.  —  Déterminer  graphiquement  ou  par  le  calcul 
l'heure  du  milieu  d'une  éclipse  de  Lune  cl  celle  de  Tentrée  de  la 
Lune  dans  l'ombre. 

Données  : 

Le  16  février  j  Longitude  delà  Lune.  (C  =  i33.57.5i  ,3      Latitude  de  X  =  0.26.4I 

midi         (  Longitude  du  Soleil..  0  =  327.43.40,1                           » 

Le  17  février  J  Longitude  de  la  Lune.  C  =  "49-  4.16,8                        X=  — 0.36.5' 

midi         I  Longitude  du  Soleil..  0=328.44.9,5                                      » 

Parallaxe  du  Soleil. . .     F  =         8',96  Diamètre  apparent  du  Soleil. . .     3a' aS', 

»        de  la  Lune..    /?  =  6i'i9",2  u                 de  la  Lune..     33'28' 

LiUe. 

Analyse.  —  On  suppose  qu'en  un  point  d'une  courbe  plane 
dont  l'équation  est 

^(^-,7)  =  o, 

les  trois  expressions  -7-»  t">  -tt  -^t  —  (  -; — r-  I    s  annulent.  On 

^  ox     ây      âx^    oy*  \ôx dy ) 

demande  quelle  est  ordinairement  dans  ces  conditions  la  nature  du 
point  proposé. 

Evaluer,  dans  la  partie  à  coordonnées  positives  de  la  sphère 
avant  pour  équation 
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la  surface  comprise  entre  le  plan  des  zx  et  le  cylindre  droit  dont 
Téquation  est 

Mécanique.  —  1**  Principe  des  forces  vives  dans  le  mouvement 
d'un  système  matériel  libre.  Constance  de  Ténergie  totale,  dans  le 
cas  où  le  système  est  soustrait  à  Faction  des  forces  extérieures. 

a®  Un  point  pesant,  assujetti  à  se  mouvoir  avec  frottement  sur 
une  circonférence  verticale  qu'il  ne  peut  pas  quitter,  est  lancé 
avec  une  vitesse  donnée  à  partir  du  point  le  plus  bas  de  la  circon- 
férence. Déterminer,  pour  une  position  donnée  de  ce  point,  sa 
vitesse  et  la  pression  normale  qu'il  exerce  sur  la  courbe. 

Épreuve  pratique.  —  Un  triangle  sphérique  ABC  est  donné 
par 

a  =  75.23.  8,4» 
b  =  65.a4.32,6, 
C  =  59.12.17,4* 

On  demande  de  calculer  le  côté  c  : 

I**  En  se  servant  des  analogies  de  Neper,  etc.  ; 
a^  En  décomposant  le  triangle  en  deux  triangles  rectangles  par 
l'arc  de  grand  cercle  BE  perpendiculaire  au  côté  AC. 

Lyon. 
Analyse.  —  Intégrale  générale  de  l'équation 


\dx  /  dx 


-+-5  =  0. 


Supposons  tracé  sur  une  surface  un  contour  dont  tous  les  points 
soient  infiniment  voisins  du  point  O  pris  sur  cette  surface.  Si,  par 
diacun  des  points  de  ce  contour,  on  mène  des  normales  à  la  sur- 
face, leurs  traces,  sur  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  O,  dé- 
termineront un  contour  infiniment  petit. 

On  demande  de  démontrer  que  les  aires  comprises  dans  ces 
contours  sont  égales  quand  la  distance  des  deux  plans  parallèles 
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est  égale  à  la  somme  des  rayons  de  courbure  principaux  corres- 
pondant au  point  O. 

Mécanique.  —  Un  cône  droit  de  révolution  tourne  d'un  mou- 
vement uniforme  autour  de  son  axe.  On  propose  d'étudier  la 
trajectoire  du  mouvement  d'un  point  matériel  non  pesant  assujetti 
à  demeurer  sur  la  surface  du  cône  et  animé  seulement  d'une 
vitesse  initiale  donnée. 

Epreuve  pratique.  —  Le  i4  septembre  i885  (jour  astrono- 
mique), à  Santiago  du  Chili,  dont  les  coordonnées  géographiques 

sont 

Latitude 33**a6'42',5  S., 

Longitude 4**5a"3*,o3  O.  de  Paris, 

on  observe  le  centre  du  Soleil  par 

3r44'2/,3 

de  hauteur  apparente,  à  l'est  du  méridien. 

La  parallaxe  correspondante  est 7',  3 

La  réfraction i'a4',a 

La  déclinaison  du  Soleil -f-2*5o'i6',  3 

Calculer  le  temps  moyen  de  Paris  à  l'instant  de  cette  observa- 
tion, sachant  que  l'équation  du  temps  (T.  m.  —  T.  v.)  le  i5,  à 

midi  vrai  de  Paris,  est 

4"  57',  81 


et  varie  de  -|-  o%88i  par  heure. 

Marseille. 

Analyse.  —  Déterminer  une  surface  passant  par  l'origine  des 
coordonnées  et  dont  l'équation  u  =  o  satisfasse  à  l'équation  à 
difTérenlielle  totale 

du  =  {7.x  —  Sz)dx  -^  (27  —  10^)^-1-  (8z  —  Sx  ^  107  H-  2)dz. 

Les  coordonnées  étant  supposées  rectangulaires,  on  fait  passer 
par  leur  origine  un    plan  quelconque.   Déterminer  le  rayon  de 
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courbure  en  ce  point  de  la  section  faite  par  le  plan  dans  la  sur- 
face. 

Mécanique,  —  Un  point  A  se  meut  d'un  mouvement  uniforme 
sur  la  circonférence  d'un  cercle  fixe  C. 

Un  point  B,  non  pesant,  de  masse  m,  est  mobile  sur  une  droite 
fixe  X'X  située  dans  le  plan  du  cercle  C. 

Le  point  B  est  attiré  par  le  point  A  proportionnellement  à  la 
distance  ;  on  demande  de  trouver  le  mouvement  du  point  B  en 
supposant  qu'à  l'origine  des  temps  ce  point  soit  situé  sans  vitesse 
au  pied  de  la  perpendiculaire  menée  du  centre  C  du  cercle  donné 
sur  la  droite  X'X  et  en  supposant  aussi  qu'à  cet  instant  le  point  A 
soit  situé  à  l'intersection  du  cercle  avec  la  parallèle  à  X'X  menée 
par  le  point  C. 

On  discutera  la  question  selon  que  le  mouvement  du  point  B 
sur  X'X  se  fera  avec  ou  sans  frottement. 

En  désignant  par  K^/7î  l'attraction  exercée  à  l'unité  de  distance 
par  A  sur  B,  et  en  désignant  par  eu  la  vitesse  angulaire  du  rayon  CA, 
on  examinera  le  cas  particulier  où  K  serait  égal  à  co. 

Épreuve  pratique,  —  Étant  donnés  : 

a,  demi  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète  ; 

e,  son  excentricité; 

E,  anomalie  excentrique, 

on  demande  de  calculer  :  le  rayon  vecteur  r  de  la  planète  et  l'ano- 
malie vraie  r. 

Données  numériques  : 

e  =  0,0125343, 

a  =  2,651724, 
E  =  248*26'i8*,4. 

Nancy. 

Première  question.  —  Valeur  de  ff{z)dz  prise  le  long  d'un 
contour  fermé  à  l'intérieur  duquel /(>5)  est  une  fonction  mono- 
drome  et  continue,  excepté  en  un  certain  nombre  de  pôles. 

Appliquer  le  théorème  au  cas  où  f{z)  représente  une  fraction 
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rationnelle 

en  supposant  que  toutes  les  parties  du  contour  fermé  s^éloignentà 
rinfini 

Seconde  question.  —  L'équation  différentielle 

a^(i  -  ^)  ;^  -*-  l-P  -4-  (n  —  p  - 1  )t]  ^  ^  n P7  =  o, 

où  ^  est  fractionnaire  et  on  n  el  p  sont  deux  nombres  entiers  po- 
sitifs et  tels  que 

est  satisfaite  par  un  polynôme  entier  et  rationnel,  que  Ton  de- 
mande de  déterminer.  En  conclure  ensuite  que  la  solution  gêné* 
raie  de  l'équation  différentielle  peut  s'exprimer  sous  forme  finie. 
(Il  y  a  plus  :  cette  forme  est  entièrement  algébrique.) 

Mécanique.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY, 
OZ,  l'axe  OZ  étant  vertical,  et  l'on  considère  la  surface  de  révo- 
lution engendrée  par  l'hyperbole  équilatère 

y  =  o,         zx  =  a', 

tournant  autour  de  OZ.  Etudier  le  mouvement  d'un  point  matériel 
assujetti  à  demeurer  sur  cette  surface  et  sollicité  par  une  force 
perpendiculaire  au  plan  des  xy  et  proportionnelle  à  l'ordonnée  z 
du  mobile.  Réaction  de  la  surface. 

Astronomie.  —  Calculer  la  longitude  et  la  latitude  d'un  astre, 
connaissant  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  : 

Ascension  droite ;i\  =  i4*'3o™7',25, 

Déclinaison o   =  i  i**i5'46',9, 

Inclinaison  de  récliptiquc £   =  a3"27'   j*. 

Poitiers. 

Analyse.  —  Etant  donnée  l'équation 

d^y        dy        ,    ^  ,    . 

aj'^        d.r 
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chercher  ce  qu'elle  devient  quand  on  remplace  la  variable  x  par 
une  autre  t  liée  à  la  précédente  par  la  relation  x  =  'f  (0* 

Déterminer  la  fonction  cp  de  manière  à  faire  disparaître  le  terme 
contenant  la  dérivée  première. 

Donner  l'intégrale  générale  de  l'équation. 

Si  l'on  développe  par  la  formule  de  Maclaurin  la  fonction  y 
définie  par  l'équation  différentielle  proposée,  pourra-t-on  prendre 
arbitrairement  les  valeurs  initiales  de^  et  dej^^'? 

Mécanique,  —  Étudier,  au  moyen  des  équations  d'Euler,  le 
mouvement  d'un  corps  solide,  ayant  un  point  fixe,  et  qui  n'est 
soumis  à  l'action  d'aucune  force  extérieure,  dans  l'hypothèse  où 
il  commencerait  à  tourner  autour  d'un  axe  très  voisin  de  l'un  des 
trois  axes  principaux  d'inertie.  On  donnera,  dans  les  divers  cas 
qui  peuvent  se  présenter,  les  expressions  en  fonction  du  temps 
des  projections  de  la  vitesse  angulaire  sur  les  axes  pricipaux. 

Epreuve  pratique,  —  Calculer  la  distance  zénithale  et  l'azimut 
d'une  étoile  ayant  pour  coordonnées 

iR o^'a^aôVSj, 

8 6i«»3!i'4o",     S  (dist.  polaire)  : 

I**  Une  heure  après  le  passage  au  méridien, 
a**  Deux  heures  après  ce  passage. 

Latitude  du  lieu 46**34'55'. 

Rennes. 

Analyse,  —  Une  surface  est  engendrée  par  une  circonférence 
dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  XOY,  dont  le  centre  se  meut 
dans  le  plan  ZOY  et  qui  rencontre  constamment  l'axe  OZ;  quelle 
est  la  courbe  que  doit  décrire  le  centre  de  cette  circonférence  pour 
que  les  projections  sur  le  plan  XOY  des  lignes  asymptotiques  de 
la  surface  qu'elle  engendre  forment  deux  familles  de  courbes  ortho- 
gonales, et  quelle  est  alors  la  nature  de  ces  courbes? 

Les  axes  de  coordonnées  sont  supposés  rectangulaires. 

Mécanique.  —  Une  barre  pesante  et  homogène,  de  poids/?,  de 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Septembre  1886.)  ij 
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longueur  ^r/,  s'appuie  par  ses  deux  extrémités  A,  A'  sur  deux 
droites  fixes  oAy  a'  M  situées  dans  un  même  plan  vertical  et  fai- 
sant avee  l'horizon  des  angles  de  45".  Celte  barre  étant  d'abord 
placée  verticalement,  on  l'abandonne  à  elle-même  sans  lui  impri- 
mer aucune  vitesse.  On  demande  : 

I®  Quel  sera  son  mouvement? 

'aP  Quelles  tractions  ou  pressions  elle  exercera  sur  les  deui 
droites  fixes  à  une  époque  quelconque  de  ce  mouvement? 

EpreuK'c,  pratique.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cvlindre. 

Le  cône  est  de  révolution,  son  axe  est  vertical,  son  sommet  à 
o",  i5  du  plan  horizontal;  les  génératrices  du  cône  font  avec  l'axe 
des  angles  de  3o". 

Le  cvlindre  a  pour  base  une  section  du  cône  par  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  horizontal  à  o*",o8  de  ce  plan.  Les  génératrices  de 
ce  cylindre  forment  des  angles  de  3o"  avec  le  plan  horizontal, 
leurs  projections  horizontales  sont  inclinées  de  4^**  sur  la  ligne  de 
terre. 

On  représentera  le  volume  du  cône  limité  au  plan  horizontal 
en  supposant  enlevée  la  partie  de  ce  volume  intérieure  au  cy- 
lindre. 

Toulouse. 

Analyse,  —  i"  Dénionlrer  que  h's  normales  à  une  surface  réj^lée 
en  lous  h's  points  d'une  ménïc  ^énrralrire  Ibrnient  un  paraboloïde 
hy|>erl)()li(|ue. 

*>."  On  envisage  une  surface  réglée  ayant  un  plan  directeur  P; 
soil  Ça  renveh>ppe  des  projections  sur  ce  plan  des  génératrices 
rectilignes.  Déterminer  la  eourbe  Va  de  faron  que  l'un  des  deux 
plans  direeleurs  du  paraboloïde  des  normales  relatif  à  chauue  f;é- 
néralrice  d(^  la  surface  passe  par  une  droite  fixe  perpendiculaire 
au  plan  P.  Faire  voir  (pie,  dans  ce  cas,  Taxe  du  paraboloïde  en- 
gendre  un   eyllndre  de  révolution,  à  moins  (ju'il  ne  soit  fixe. 

Mécani(iue,  —  Démontrer  que  de  toutes  les  courbes  planes  qui 
joignent  deux  points  donnés  A  et  B,  celle  qui  sera  parcouruedans 


J 
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le  moins  de  lemps  possible  par  un  point  matériel  soumis  à  Faction 
d'une  force  donnée  jouit  de  cette  propriété  que  la  composante 
normale  de  la  force  est  égale  à  la  force  centrifuge. 

Application.  —  Rechercher  la  forme  de  la  courbe  brachisto- 
chrone  lorsque  la  force  qui  sollicite  le  mobile  émane  d'un  point 
fixe,  est  répulsive  et  varie  proportionnellement  au  carré  de  la  dis- 
tance. Étudier  toutes  les  circonstances  du  mouvement  sur  cette 
courbe  et  calculer  la  pression  du  mobile  sur  la  trajectoire^  dans  le 
cas  particulier  où  le  centre  de  répulsion  serait  situé  sur  la  courbe 
elle-même. 

Epreuve  pratique.  —  Sur  une  sphère  dont  le  rayon  est  8",  les 
trois  côtés  d'un  triangle  sphérique  ont  respectivement  3",  4"  et  5". 
Calculer  les  angles  de  ce  triangle  avec  toute  la  précision  que  com- 
portent les  Tables  logarithmiques  à  sept  décimales. 


HIPPOGRATE   DE   GHIOS; 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

1.  La  publication,  vers  le  milieu  du  v"  siècle  avant  notre  ère, 
des  immortelles  découvertes  de  Pythagore  devait  entraîner  une 
double  conséquence  : 

D'une  part,  l'Egypte  pourra  encore  être  regardée  par  les  Grecs 
comme  la  source  vénérée  où  il  faut  aller  puiser  les  connaissances 
traditionnelles;  mais  désormais,  pour  la  Ciéométrie  au  moins,  les 
élèves  en  remontreront  à  leurs  maîtres. 

D'un  autre  côté,  les  mathématiciens  grecs  sont  maintenant  en 
mesure  d'aborder  immédiatement  des  questions  s'élevant  déjà  au- 
dessus  des  éléments,  ou  du  moins  dépassant  le  cadre  dans  lequel 
Euclide  les  a  renfermés. 

Je  reviendrai  sur  le  premier  point;  quant  au  second,  il  suffit  de 
remarquer  que  c'est  en  effet  à  l'époque  précitée  que  remontent  les 
problèmes  de  la  quadrature  du  cercle,  de  la  construction  géomé- 
trique de  la  racine  cubique,  enfin  de  la  division  de  l'angle  dans  un 
rapport  donné. 
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C'est  sans  aucun  doute  pour  ce  dernier  problème  qu'Hîppias 
d'Llis,  sophiste  contemporain  de  Socrate,  inyenldildL  quadratrice, 
premier  exemple  d'une  courbe  différente  du  cercle,  et  qui,  con- 
trairement aux  habitudes  classiques,  doit  avoir  été  construite  par 
points  (*).  On  sait  d'ailleurs  que  son  nom  lui  vient  de  ce  que  cette 
courbe  se  trouva  conduire  également  à  une  solution  du  problème 
de  la  quadrature  du  cercle. 

Mais  cette  quadrature ,  comme  aussi  la  duplication  du  cube, 
nous  ramène  tout  d'abord  à  flippocrate  de  Chios. 

2.  Sur  ce  géomètre,  nous  trouvons  un  assez  curieux  renseigne- 
ment dans  la  Morale  (ï E iidème y  attribuée  à  Aristote,  mais  qui 
est  probablement  de  son  disciple,  Thistorien  des  Mathématiques; 
Ilippocrate  est  donné  (VII ,  1 4  )  comme  exemple  d'un  homme  d'une 
intelligence  remarquable  sous  certains  rapports,  nulle  sous  d'au- 
tres; bon  géomètre,  il  se  montrait,  pour  le  reste,  comme  hébété  et 
stupide  :  ainsi,  dans  un  voyage  commercial,  il  perdit,  par  sa  sot- 
tise, une  somme  considérable  qui  lui  fut  extorquée  par  les  percep- 
teurs du  cinquantième  (douane  athénienne),  à  Byzance. 

Aristote  {MétéoroL,  I,  6)  le  cite  d'autre  part,  avec  son  disciple 
Eschyle,  pour  rapporter  leur  opinion  sur  les  comètes,  analogue  à 
celle  des  Pythagoriciens;  c'est  une  preuve  qu'Hippocrate  cultivait 
également  toutes  les  sciences  de  son  temps. 

Le  récit  de  Jean  VWûo^on  {Comment,  in  Arist.  Phjs,,  fol.  i3), 
qu'il  faisait  le  commerce  sur  mer,  que,  pris  par  des  corsaires, 
il  vint  les  poursuivre  inutilement  à  Athènes,  et  que,  s'y  étant  mis 
à  fréquenter  les  écoles  des  philosophes,  il  devint  ainsi  un  géo- 
mètre fameux,  ne  doit  être  regardé  que  comme  une  amplifica- 
tion du  passage  de  la  Morale  d^EudèmCj  en  sorte  que  les  détails 
particuliers  qu'il  offre  n'ont  aucune  valeur.  Loin  de  supposer  qu'il 
y  avait  déjà  à  Athènes,  dès  le  milieu  du  v*  siècle,  des  écoles  scien- 
tifiques renommées,  il  est  à  croire  bien  plutôt  qu'Hippocrate,  après 
V  avoir  peul-ètre  été  amené  par  des  affaires  de  commerce,  semitày 


(')  Voir  f^e"^  Notes  pour  l'histoire  des  lignes  et  sur/aces  courbes  dans  Van- 
tiguité  dans  \c.  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  VII,,  p.  278-283;  i883. — 
M.  Allman  {/fermathcna,  IV,  7,  p.  220)  a  parlé  d'une  «  organic  motion  »  pour  le 
Irarc  <lo  la  quadratrice;  mais,  depuis  (\I,ii,  p.  428,  noie),  il  a  adopté  mon  opi- 
nion. 


i 
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professer  un  des  premiers  ce  qu'il  avait  appris  dans  sa  pairie,  auprès 
d'OEnopide.  Quoiqu'il  conni!it  d'ailleurs  la  Géométrie  p^'thagori- 
cienne  qui  venait  d'être  publiée,  rien  ne  prouve  qu'il  ait  eu  des  Py- 
thagoriciens pour  maîtres,  car  les  témoignages  tirés  de  Jamblique 
à  cet  égard  reposent  sur  une  fausse  interprétation  des  passages  que 
nous  avons  vus. 

Je  ne  trouve  pas  non  plus  que  les  anciens  emploient,  en  général , 
un  ton  défavorable  en  parlant  d'Hippocrate,  ainsi  que  le  dit  M.  AJl- 
man  {Hermath,^  IV,  7,  p.  227).  Si  l'on  écarte  pour  le  moment 
les  passages  d'Aristote  sur  la  quadrature  des  lunules,  passages  sur 
lesquels  nous  reviendrons  plus  loin,  il  est  certain  que  le  Stagirite, 
ainsi  qu'Eudème,  parle  d'Hippocrate,  en  tant  que  savant,  en 
termes  très  honorables;  de  même  Jamblique.  Eratosthène  (dans 
sa  Lettre  à  Ptolémée  (*),  ne  le  maltraite  pas  plus  que  les  autres 
géomètres.  Proclus  (p.  2i3  =  Geminus)  est  très  louangeur  : 

«  On  dit  que  la  première  ( àTrotYWYiq )  (réduction  d'un  problème 
à  un  autre)  sur  les  figures  difficiles,  a  été  faite  par  Hippocrate  de 
Chios,  celui  qui  a  aussi  quarré  la  lunule  et  a  fait  en  Géométrie 
nombre  d'autres  découvertes,  ayant  eu,  autant  que  pas  un  autre, 
un  génie  naturel  pour  ces  questions.  » 

Quant  aux  témoignages  d'Alexandre  Aphrodisias,  de  Philopon, 
d^Eutocius,  ils  ont  d'autant  moins  de  valeur  qu'ils  se  rattachent  à 
une  opinion  erronée  sur  un  paralogisme,  faussement  attribué  à 
Hippocrate  au  sujet  de  la  quadrature  du  cercle,  ainsi  que  nous  le 
verrons. 

3.  J'ai  déjà  fait  observer  que  le  témoignage  sur  Yapagoge  em- 
ployée par  Hippocrate  doit,  ainsi  que  toute  la  tradition  sur  le  pro- 
blème de  Délos,  provenir  non  pas  d'Eudème,  mais  d'Ératosthène. 
Ce  dernier,  dans  sa  lettre  à  Ptolémée,  nous  montre,  bien  avant 
l'oracle  rendu  aux  Déliens,  le  problème  de  la  duplication  du  cube 
déjà  célèbre  à  Athènes;  un  poète  tragique  (Euripide?)  l'a  mis  sur 
la  scène.  Minos,  voulant  élever  un  monument  à  son  fils  Glaucus, 
dit  à  l'architecte  : 

Four  un  tombeau  royal,  tu  le  prends  bien  petit; 
Il  faut  doubler  le  cube  et  ne  pas  t'y  tromper. 

(')  Eulocius  sur  Archimédc  {Sphère  et  cylindre^  II,  2). 
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Ératoslhène  ajoute  qu'Ilippocrale  ramena  ce  problème  à  l'in- 
venlion  de  deux  moyennes  proportionnelles,  et  prétend  qu'il  n'alla 
pas  plus  loin,  ce  dont  il  est  permis  de  douter  dans  une  certaine 
mesure  (*). 

Si  c'est  là  d*ailleurs  la  plus  ancienne  apagoge  que  constate  l'his- 
toire, il  est  difficile  de  croire  qu'elle  ait  réellement  été  la  première; 
Hippocrate  avait  dil  trouver  des  exemples  dans  la  Géométrie  pytha- 
goricienne, qui  présentait  déjà  des  démonstrations  par  l'absurde,  et 
qui  sans  doute  n*étdit  pas  astreinte  à  exposer  directement  la  solution 
de  tous  les  problèmes,  en  rejetant  la  marche  d'invention,  néces- 
sairement apagogiquCy  du  moment  où  la  question  est  un  peu  com- 
pliquée. 

Nous  touchons  ici  évidemment  à  l'invention  de  la  méthode  ana- 
lytique que  la  tradition  attribue  à  Platon.  Il  est  douteux  que  cette 
tradition  remonte  efTectivement  à  Eudème,  mais  elle  doit  déjà  avoir 
été  admise  par  Geminus;  voici,  au  reste,  le  passage  de  Proclus  sur 
ce  sujet  (p.  21 1 ,  i4-2i?.,  4)- 

«  Pour  l'invention  des  lemmes,  le  plus  important  est  une  dis- 
position spéciale  de  rinlelligcnce;  car  on  peut  voir  nombre  de  gens 
trouvant  rapidement  des  solutions  sans  se  servir  de  méthodes  :  tel 
nous  avons  connu  Kratislos,  si  capable  pour  résoudre  une  ques- 
tion avec  aussi  peu  de  principes  que  possible,  qui  cependant  ne 
s'aidait  que  de  son  naturel.  Cependant  on  donne  des  méthodes;  la 
plus  belle  est  celle  par  l'analyse,  qui  ramène  le  cherché  à  un  prin- 
cipe connu;  c'est  celle  que  Platon,  à  ce  que  Ton  dit,  fît  connaître 
à  Léodamas,  et  <;râce  à  laquelle  ce  dernier  est  connu  comme  auteur 
de  nombreuses  découvertes  en  Géométrie.  La  seconde  est  la  mé- 
thode de  division,  qui  décompose  en  ses  parties  le  genre  proposé, 
et  fournit  un  point  de  départ  pour  la  démonstration  de  la  con- 
struction du  proposé,  en  éliminant  les  éléments  étrangers;  cette 
méthode  a  aussi  été  célébrée  par  Platon  comme  un  utile  auxiliaire 
dans  toutes  les  sciences.   En   troisième  lieu  vient  la  méthode  de 


(•  )  Hippocrate  élail  certes  capable  de  ramener  ce  problème  à  une  veûai;  (inscrip- 
tion entre  deux  droites  données  d'une  droite  de  longueur  donnée  et  dont  le  pro- 
lonffcmcnl  passe  par  un  point  donné),  ce  qui  est  le  principe  de  la  solution  de  NI- 
conicde  par  la  conchoïdr. 
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réduction  à  l'impossible,  qui  ne  démontre  pas  directement  la  chose 
cherchée,  mais  réfute  la  contradictoire  et  arrive  ainsi  indirectement 
à  la  vérité.   » 

4.  De  même  que  les  autres  légendes  que  nous  avons  déjà  ren- 
contrées sur  le  rôle  de  Platon  comme  géomètre,  celle-ci  doit  nous 
inspirer  une  certaine  défiance. 

Tout  d'abord,  nous  voyons,  dans  le  passage  de  Proclus,  la  mé- 
thode analytique  associée  à  une  autre  à  laquelle  le  nom  de  Platon 
est  également  attaché.  Mais  il  est  clair  que  les  classifications  dicho- 
tomiques, telles  que  le  philosophe  en  développe  l'usage  dans  ses 
dialogues  du  Sophiste  et  du  Politique  y  n'ont  pas  grand'  chose  à 
voir  avec  la  Géométrie,  et  que  la  perfection  des  définitions  ou 
l'ordre  des  théorèmes  dans  les  éléments  n'ont  guère  de  liaison  avec 
cette  prétendue  méthode  de  division. 

Si,  d'autre  part,  nous  considérons  la  méthode  analytique  en 
elle-même,  telle  que  nous  la  voyons  pratiquée  dans  Apollonius  et 
dans  Pappus,  nous  n'y  pouvons  voir  qu'une  apagoge  successive 
du  problème  posé  à  un  autre,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  pro- 
blème connu;  il  nous  est  dès  lors  impossible  de  reconnaître  en 
quoi,  sur  ce  point,  aurait  consisté  la  découverte  de  Platon. 

La  réduction  à  Tabsurde  correspond  naturellement,  pour  les  théo- 
rèmes, à  la  marche  ^pagogique  pour  les  problèmes;  cependant 
nous  trouvons  pour  les  théorèmes,  par  exemple  dans  les  scholies 
sur  le  commencement  du  XIIP  Livre,  des  démonstrations  par  voie 
analytique;  la  relation  à  démontrer  est  supposée  vraie  et  on  la 
transforme  successivement  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  aune  relation 
admise  dans  l'énoncé.  Serait-ce  là  l'invention  de  Platon? 

Tel  est,  semble-t-il,  le  sens  dans  lequel  il  faut  entendre  ce  qu'en 
dit  Proclus  :  il  parle,  en  effet,  non  de  problèmes,  mais  de  lemmes; 
le  procédé  dont  il  s'agit  n'est  nullement  propre  à  l'invention;  il 
sert,  au  contraire,  naturellement  pour  la  vérification  et  se  trouve 
donc  applicable  à  la  démonstration  des  lemmes  que  l'on  peut  ren- 
contrer admis  par  un  auteur,  sans  que  l'on  en  reconnaisse  immé- 
diatement la  vérité.  Mais  cette  question  des  lemmes  n'a  surgi  que 
longtemps  après  Platon,  et,  en  tout  cas,  l'importance  de  la  décou- 
verte qu'on  lui  attribue  se  trouverait  singulièrement  restreinte. 

Cependant  riniroduction  d'un  personnage  d'ailleurs  aussi  peu 
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connu  que  Léodamas  de  Thasos  (*)  semble  indiquer  que  cette 
légende  est  ancienne  et  qu'elle  repose  sur  quelque  fondement  plau- 
sible. Mais  si,  comme  il  semble  convenable,  on  recherche  un  tel 
fondement  dans  les  écrits  de  Platon,  on  est  conduit  à  une  conjec- 
ture toute  différente  de  celles  qui  précèdent. 

Nulle  part,  Platon  ne  fait  allusion  à  une  méthode  géométrique 
qu'il  aurait  inventée,*  mais  il  y  a  une  méthode  philosophique  qu'il 
a  décrite  à  la  fin  du  livre  VI  de  la  République ,  et  à  laquelle  tous 
ses  disciples  ont  attaché  une  grande  importance  :  remonter  de 
rhypothèse  au  principe  non  supposé  ;  suivre  la  marche  inverse  du 
principe  à  Thypothèse  (^). 

Nous  retrouvons  là  l'opposition  constante  dans  les  démonstra- 
tions anciennes  entre  V analyse  et  la  synthèse;  c'est  par  un  sin- 
gulier abus  de  langage  que  Ton  appelle  aujourd'hui  synthétiques 
les  démonstrations  géométriques  d'Euclide;  il  n'y  a  chez  les  an- 
ciens de  synthèse  que  quand  il  y  a  eu  analyse,  que  quand  on 
recompose  en  ordre  inverse  la  suite  des  propositions  obtenues 
suivant  la  marche  opposée  ('). 

Aujourd'hui,  nous  ne  faisons  plus  de  synthèses,  parce  qu'il  est 
de  règle  de  ne  procéder  en  analyse  que  par  conclusions  immédia- 
tement réversibles.  Si  A  est  vrai,  B  est  vrai  n'est  employé  que  si 
Ton  peut  dire  :  B  est  vrai,  donc  A  est  vrai.  11  est  rare  que  les  an- 
ciens aient  été  assez  assurés  de  la  pratique  de  leurs  procédés  pour  se 
croire  dispensés  de  faire  la  contre- épreuve,  la  synthèse  après 
l'analyse  (*). 


(*)  C'est  à  un  Léodamas  qu'est  adressée  la  Lettre  XI  attribuée  à  Platon;  il  ne  s'agit 
nullement  de  Géométrie,  mais  d'une  constitution  politique  pour  une  colonie  dont 
l'ami  de  Platon  semble  un  des  fondateurs.  Le  philosophe  serait  déjà  vieux,  ce  qui 
n'est  pas  d'accord  avec  la  chronologie  du  résumé  historique  de  Proclus;  le  So- 
crate  dont  il  est  parlé  dans  la  Lettre  doit  être  Socrate  le  Jeune,  dont  parle  Aristolc 
{Afétaph.f  VI,  II);  mais  c'est  peut-être  un  personnage  fictif. 

(')  Dans  ce  passage,  Platon  s'exprime  d'ailleurs  sur  la  Géométrie  en  termes 
qui  ont  pu  servir  de  point  de  départ  à  la  lépende  sur  la  méthode  analytique,  mais 
dont  la  signification  est  en  réalité  toute  difTérenle. 

(»)  Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  la  marche  d'Euclide  ne,  suppose  nul- 
lement, en  thèse  générale,  une  analyse  préalable.  Pour  Archiméde,  la  question 
peut  être  toute  différente. 

(♦)  Et  encore,  dans  ce  cas,  ont-ils  l'habitude,  comme  Diophante,  d'indiquer  que 
la  synthèse  reste  à  faire,  mais  qu'elle  va  de  soi. 
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Ainsi ,  nous  serions  tentés  de  croire  que  l'œuvre  de  Platon  au- 
rait été  de  remarquer  la  convenance  de  la  double  marche  et  de 
régulariser  ainsi,  en  lui  donnant  une  complète  rigueur  logique,  les 
procédés  antérieurs  d'une  analyse  incertaine  et  mal  assurée.  Mais 
la  question  reste  trop  douteuse  pour  qu'il  soit  possible  de  lui 
donner  une  solution  précise. 

5.  J'aborde  maintenant  les  recherches  d'Hippocrate  sur  la  qua- 
drature du  cercle,  ou  plutôt  sur  celle  des  lunules;  mais  je  dois 
d'abord  expliquer  comment  ces  recherches  nous  ont  été  con- 
servées. 

Aristote  parle,  à  diverses  reprises,  de  la  quadrature  du  cercle 
comme  d'un  problème  non  résolu;  il  distingue,  parmi  les  fausses 
solutions  données,  deux  sortes  :  les  unes,  purement  sophistiques, 
s'attaquent  aux  principes  mêmes  de  la  Géométrie  :  telles  sont  celles 
d*Antiphon  et  de  Bryson;  il  leur  oppose  celles  qui,  tout  en  res- 
pectant les  principes  de  la  Science,  contiennent  de  faux  raisonne- 
ments, comme  celui  d'Hippocrate  ou  la  quadrature  par  les 
lunules  (Soph.,  Elench,,  1 1)  ou  bien  encore  la  quadrature  par  les 
segments  (Phjs.j  I,  2)  ('). 

On  doit  encore  remarquer  un  passage  (Analyt.  prior.y  II,  25), 
011  Aristote  fait  une  allusion  assez  claire  à  un  théorème  d'Hippo- 
crate, que  nous  verrons  tout  à  l'heure. 

<c  Ainsi  (c'est  un  exemple  S!apagoge)y  soit  A  la  quadrature, 
E  le  rectiligne,  Z  le  cercle^  si  entre  E  et  Z  il  n'y  avait  qu'un  seul 
intermédiaire,  l'égalité  à  un  rectiligne  de  la  somme  du  cercle  et  de 
lunules,  on  serait  près  de  la  connaissance  (^).   » 

Hippocrate  avait,  en  effet,  construit  une  lunule  dont  la  somme 
avec  un  cercle  est  quarrable;  Aristote  veut  dire  que  si  c'était  là  le 
seul  intermédiaire  à  chercher  pour  la  quadrature  du  cercle,  celle-ci 
serait  obtenue;  mais  il  en  faudrait  un  second,  à  savoir  la  quadra- 


(')  Dés  le  V*  siècle,  la  quadrature  du  cercle  était  à  Athènes  un  problème  aussi 
célèbre  que  la  duplication  du  cube;  Aristophane  (Oiseaux)  met  sur  la  scène 
rastronome  Méton  proposant  une  solution  (mécanique?). 

(^)  L^mploi  de  lettres  arbitrairement  choisies  pour  désigner  des  concepts, 
emploi  dont  on  voit  ici  un  exemple,  est  très  fréquent  dans  Aristote;  il  n'en  fallut 
pas  moins  deux  mille  ans  avant  que  Viéte  introduisit  cet  emploi  dans  l'Algèbre. 
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connu  que  Léodamas  de  Thasos  (*)  semble  indiquer  que  cetl 
légende  est  ancienne  etqu*elle  repose  sur  quelque  fondement  plau 
sible.  Mais  si,  comme  il  semble  convenable,  on  recherche  un  U 
fondement  dans  les  écrits  de  Platon,  on  est  conduit  à  une  coDJec 
ture  toute  différente  de  celles  qui  précèdent. 

Nulle  part,  Platon  ne  fait  allusion  à  une  méthode  géomélriqu 
qu'il  aurait  inventée;  mais  il  y  a  une  méthode  philosophique  qa*: 
a  décrite  à  la  fin  du  livre  VI  de  la  République ,  et  à  laquelle  toa 
ses  disciples  ont  attaché  une  grande  importance  :  remonter  d 
Phypothèse  au  principe  non  supposé  ;  suivre  la  marche  inverse  di 
principe  à  l'hypothèse  (*). 

Nous  retrouvons  là  l'opposition  constante  dans  les  démonstra* 
tions  anciennes  entre  Vanalyse  et  la  synthèse;  c'est  par  un  sin- 
gulier abus  de  langage  que  l'on  appelle  aujourd'hui  sjnthétiqm 
les  démonstrations  géométriques  d'EucIide;  il  n'y  a  chez  les  an- 
ciens de  synthèse  que  quand  il  y  a  eu  analyse,  que  quand  oi 
recompose  en  ordre  inverse  la  suite  des  propositions  oblenae 
suivant  la  marche  opposée  ('). 

Aujourd'hui,  nous  ne  faisons  plus  de  synthèses,  parce  qu'il  es 
de  règle  de  ne  procéder  en  analyse  que  par  conclusions  immédia 
tement  réversibles.  Si  A  est  vrai,  B  est  vrai  n'est  employé  que  s 
l'on  peut  dire  :  B  est  vrai ,  donc  A  est  vrai.  11  est  rare  que  les  an 
ciens  aient  été  assez  fissurés  de  la  pratique  de  leurs  procédés  pours< 
croire  dispensés  de  faire  la  contre-épreuve,  la  synthèse  aprè: 
l'analyse  (^). 


(*)  C'est  à  un  Léodamas  qu*est  adressée  la  Lettre  XI  attribuée  à  Platon;  il  ne  s'sç 
nullement  de  Géométrie,  mais  d'une  constitution  politique  pour  une  colonie  do 
Tami  de  Platon  semble  un  des  fondateurs.  Le  philosophe  serait  déjà  vieux,  c«q 
n'est  pas  d'accord  avec  la  chronologie  du  résumé  historique  de  Proclus;  le  S 
cratedont  il  est  parlé  dans  la  Lettre  doit  être  Socratc  le  Jeune,  dont  parle  Arisl 
{Métaph.y  VI,  II);  mais  c'est  peut-être  un  personnage  fictif. 

(»)  Dans  ce  passage,  Platon  s'exprime  d'ailleurs  sur  la  Géométrie  en  teri 
qui  ont  pu  servir  de  point  de  départ  à  la  légende  sur  la  méthode  analytique,  n 
dont  la  signification  est  en  réalité  toute  différente. 

(')  Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  la  marche  d'EucIide  ne  suppose  i 
Icment,  en  thèse  générale,  une  analyse  préalable.  Pour  Archimèdc,  la  qucs 
peut  être  toute  différente. 

(*)  Et  encore,  dans  ce  cas,  ont-ils  l'habitude,  comme  Diophante,  d'indiquer 
la  synthèse  reste  à  faire,  mais  qu'elle  va  de  soi. 
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ture  de  la  lunule  parliculière  en  question;  c'est  là,  du  moins,  ce 
qu'on  doit  supposer  qu'il  sous-entend  (*  ). 

En  tout  cas,  nous  pouvons  constater  qu'Aristote  connaît  au 
moins  un  faux  raisonnement,  peut-être  deux,  conduisant  à  une 
prétendue  quadrature  du  cercle  par  les  lunules  ou  par  les  segments; 
le  texte  ajoute  une  fois  le  nom  d'IIippocrate.  Mais,  pour  accepter 
comme  pleinement  valable  l'accusation  ainsi  lancée  contre  le  géo- 
mètre de  Cliios,  il  faudrait  être  assuré  : 

1°  Que  cette  mention  d'Hippocratc  vient  bien  d'Aristote  lui- 
même  et  n'a  pas  été  introduite  dans  le  texte,  dès  une  époque  d'ail- 
leurs très  ancienne ,  à  la  suite  d'une  glose  sans  valeur,  provoquée 
par  le  terme  de  lunule; 

2°  Qu'Aristote  était  incapable  de  faire  une  pareille  accusation  à 
la  légère,  sur  un  point  qui  n'avait  pas  d'importance  pour  lui,  alors 
qu'il  lui  arrive  assez  souvent  d'attribuer  sciemment  à  Platon  et  à 
d'autres  des  erreurs  qu'il  réfute,  mais  dont  ils  ne  sont  nuUemeul 
coupables. 

6.  Les  commentateurs  d'Aristote  se  sont  préoccupés  d'expliquer 
en  quoi  consistaient  au  juste  les  quadratures  dont  parle  le  Stagi- 
rite.  Pour  Antiphcm,  il  n'y  a  guère  de  difficulté;  partant  du 
triangle  équiiati'ral  (ïliéinistius)  ou  de  tout  autre  polygone  régu- 
lier inscriptible  dans  le  cercle  (Simplicius),  il  doublait  le  nombre 
des  côtes  jusqu'à  arriver,  disait-il,  à  la  coïncidence  avec  le  cercle. 
On  doit  d'ailleurs  supposer  qu'il  ne  proposait  nullement  ce  pro- 
cédé au  point  de  vue  pratique,  mais  bien  au  point  de  vue  théorique, 
et  dès  lors  les  critiques  d'Aristote  sont  parfaitement  justes  (-). 

11  convient  de  remarquer  que  Simplicius  parle  d'après  Alexandre 
d'Aplirodisias,  mais  cite  également  Eudème;  toutefois,  comme  il 


(')  Mrmf!  ainsi,  au  reste,  l'exemple  est  assez  mal  choisi;  rar,  en  réalité,  il  n'v 
a  pas  apago^c  de  la  (ïiiadraluic  du  cerelc  à  celle  de  la  lunule,  puisque  cette  der- 
nière (|uadralurc  est,  dans  le  cas  f;énéral,  plus  compliquée  que  celle  du  cercle. 

(')  Anliplmn  parait  avoir  été  un  sophiste  athénien  contemporain  de  Socrate*. 
par  cons<'-(|uent  d'IIippocrate  de  Chios;  nrvs«>n,  fils  d'IIérodore,  d'Héraclée,  ap- 
partient à  la  génération  suivante:  s<»n  enseif;nement  semble  avoir  été  voisin  He 
celui  des  éristiques  de  M«'^are;  il  a,  d'autre  part,  composé  des  écrits  moraux  sur  le 
modèle  de  ceux  des  Pythai^oriciens  de  la  même  époque. 
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n'aJDDie  pas  qae  c'est  d'après  Vllistoire  géométrique  de  ce  der- 


DJer,  il  Taul  calcndre 


n  em 


■unie  celle  citation  h  ud  Corameii- 


laire  sur  la  Physique  d'Arislole.  Ce  GoimncnUiirc  d'Eudème  el  celui 
L d'Alexandre  d'Aphrodisias,  (^fjalement  perdu,  forment  en  ell'el  les 
[deux  sources  priucipules  auxquelles  Simplicius  emprunte  le  sien. 
Pour  Brvson,  la  question  est  moins  claire;  d'après  Alexandre 
fAphrodisîas ,  il  inscrivait  un  carri^  dans  le  cercle  el  y  circonscri- 
lit  un  autre  carré;  puis  il  construisuil  un  troisième  carré  inter- 
tédiaire  entre  les  deux  premiers  el  prétendait  qu'il  était  égal  au 
P^cle,  comme  étant,  en  même  temps  que  celui-ci,  plus  grand  ou 
Jpins  petit  que  les  premiers  carrés.  Pliilopon  rapporte  que  le  maître 
<.  Prôclus  (Svrtanus)  rejctsil   l'assertion  du    commentateur  du 
■  siècle  après  J.-C,  et  il  me  parait  en  effet  difficile  de  la  prendre 
«n  sérieux.  Mais  on  n'a,  pour  cela,  aucunement  le  droit  de  consi- 
dérer Bryson  comme  un  précurseur  d'jWcliimède  ;  car,  quel  que  fût 
son  raisonnement,  il  n'avait  certainement  aucune  portée  pratique. 
Peut-être  même  cherehait-il  seulement  à  établir  l'existence  d'un 
cerlain  carré  équivalent  au  cercle. 

Eadn,  au  sujet  d'Hippncrate,  Simplicius,  dans  son  Comroen- 
bBÎre  sur  la  Physique  d'Aristotc,  rapporte  deux  témoignages  essen- 
îellcmcnt  différents  :  l'un  d'Alexandre  d'Aplirodisias,  l'aulre  tiré 
Ve  l'Histoire  géométrique  d'Eudème. 

L'édition  d'.\lde  Maoïice  (i5a6)  est  si  incorrecte  pour  le  frag- 
ment d'Eudème  que,  malgré  son  importance  capilale,  il  a  été 
pëgligé  jusqu'à  Bretschneider;  tous  les  historiens  antérieurs  ont 
lonc  admis  ce  que  rapportait  Alexandre  d'Aphrodisias  :  Hippo- 
■ate  aurait  quarré  la  lunule,  dont  l'arc  extérieur  est  de  t8o°,  l'in- 
trieuf  de  90";  il  aurait  ensuite  prétendu  quarrer  le  cercle  comme 
lit  : 
Si  l'on  partage  une  demi-circonférence  de  rayon  R  en  trois  par- 
s  égales,  el  que,  Bur  les  cordes  égales  au  rayon,  on  décrive  des 
LemUcîrconfé renées  extérieures,  on  obtiendra  trois  lunules  telles 
K^c,  si  on  leur  ajoute  un  demi-cercle  de  diamètre  R,  la  somme 
isra  égale  au  demi-hexagnne  inscrit  dans  le  demi-cercle  de  rayon 
.  La  quadrature  du  demi-cercle  de  diamètre  R  est  donc  ramenée 
L  celle  delà  lunule,  et  cette  dernière  est  supposée  quarrable.  L'ei^ 
■  feur  consiste   eu   ce  que,  dans  cette  ligure,   la  luuule  a  sou  arc 
liolérieur  de  60"  seulement  cl  n'est  donc  aueunemeut  assimilable 
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à  la  lunule  déjà  quarrée.  Ce  serait  là  le  faux  raisonnement  auquel 
Aristote  fait  allusion. 

7.  Bretschneider  (1870)  parvint  le  premier  à  expliquer  conve- 
nablement l'extrait  d'Eudème  conservé  par  Simplicius,  et  par 
reconnaître  qu'aucun  paralogisme  n'y  est  attribué  à  Hippocrate; 
qu'au  contraire  on  trouve  dans  cet  extrait  une  suîte  de  théorèmes 
aussi  intéressants  qu'irréprochables. 

Quoique  le  document  ne  remonte  pas  à  Hippocrate  lui-même 
il  n'en  serait  pas  moins  inappréciable  pour  permettre  de  juger  des 
connaissances  géométriques  de  son  époque,  si  malheureusement 
Simplicius,  sous  prétexte  d'éclaircir  un  texte  trop  concis,  ne  s'était 
pas  avisé  d'y  introduire  des  explications  de  son  cru  et  de  malen- 
contreux développements,  qui  le  défigurent  singulièrement.  La 
restitution  du  texte  d'Eudème  devient  dès  lors  assez  difficile  pour 
que  Bretschneider  ait  été  entraîné  à  de  graves  erreurs,  notamment 
à  dénier  à  Hippocrate  la  connaissance  de  la  propriété  caractéristique 
des  segments  semblables,  à  savoir  que  tous  les  angles  inscrits  y  sont 
égaux. 

M.  Allman  {Hermathena,  IV,  n**  7,  p.  196-202;  1 881)  a,  le  pre- 
mier, donné  une  traduction  du  texte  d'Eudème,  en  le  débarrassant 
(les  interpolations  de  Simplicius,  d'après  des  règles  dont  l'applica- 
tion peut  être  discutée  dans  les  détails,  mais  dont  les  principes 
sont  hors  de  conteste.  L'année  suivante  (Berlin,  1882)  paraissait 
Tédition  critique  du  Commentaire  de  Simplicius  sur  les  quatre 
premiers  Livres  de  la  Physique  d'Aristote,  avec  un  texte  singuliè- 
rement amélioré  et  un  essai  de  distinction  des  interpolations  dans 
le  fragment  d'Eudème  (p.  61-68).  Pour  cette  distinction,  le  savant 
éditeur,  H.  Diels,  s'était  aidé  des  lumières  de  M.  Usener  de  Bonn, 
qui ,  en  procédant  suivant  des  principes  analogues  à  ceux  de  M.  All- 
man, est  arrivé  à  des  résultats  concordants  sur  divers  points,  diver- 
gents sur  d'autres.  M.  Diels  a,  d'autre  part,  inséré  dans  sa  Préface, 
à  la  suite  de  remarques  de  M.  Usener  (p.  xxiii-xxvi),  quelques 
pages  (xxvi-xxxi)  d'observations  critiques  qu'il  m'avait  demandées, 
et  dans  lesquelles,  tout  en  proposant  des  explications  ou  des  cor- 
rections particulières  pour  certains  passages  obscurs,  j'ai  soutenu 
une  partie  des  conclusions  de  M.  Allman ,  en  abandonnant  les 
autres. 
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J'ai  repris  depuis  la  question  dans  les  Mémoires  de  la  Société 
des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux  (V2,  p.  179- 
187;  i883),  où  j'ai  publié  le  texte  d'Eudème  tel  que  je  le  compre- 
nais, accompagné  d'une  traduction  et  des  observations  nécessaires. 
Enfin,  M.  ^e\hev^[PhilologuSy  XLIII,  2,  p.  337-344)  a  soumis 
ma  restitution  à  une  critique  détaillée  et  proposé  ses  opinions  sur 
divers  points  spéciaux. 

La  question  ne  peut  évidemment  être  considérée  comme  épui- 
sée; mais  les  lignes  générales  de  la  restitution  sont  désormais  faci- 
lement assurées.  S'il  m'a  paru,  au  reste,  utile  d'en  rappeler  l'his- 
torique, je  crois  sans  intérêt  de  rentrer  ici  dans  la  controverse 
particulière;  je  vais  donc  me  contenter  d'exposer  dans  le  langage 
moderne  la  théorie  que  renferme  le  texte  en  question  ;  je  ferai  seu- 
lement deux  remarques  préalables. 

Autant  qu'on  en  peut  juger,  la  forme  des  démonstrations  d'Hip- 
pocrate  était  déjà,  à  très  peu  près,  celle  d'Euclide;  il  n'ignorait 
d'ailleurs  aucun  des  théorèmes  fondamentaux  sur  le  cercle,  fait 
d'autant  plus  important  à  constater  que,  pour  cette  théorie,  nous 
avons  moins  de  données  relatives  aux  connaissances  des  Pythago- 
riciens. 

n  avait  démontré  la  proportionnalité  des  surfaces  des  cercles  aux 
carrés  des  rayons  et  des  surfaces  de  segments  semblables  aux  car- 
rés des  cordes;  malheureusement,  nous  ignorons  si  son  principe 
de  démonstration  contenait,  en  germe,  la  méthode  d'exhaustion, 
dont  l'invention  doit  donc  être  laissée  à  Eudoxe. 

8.  Du  théorème  sur  les  surfaces  des  segments  découle  immé- 
diatement le  principe  de  la  quadrature  des  lunules. 

Si  l'arc  extérieur  est  à  l'intérieur  dans  un  rapport  de  simili- 
tude — ->  qu'on  divise  le  premier  en  m,  le  second  en  n  parties  égales, 

et  qu'on  joigne  dans  chaque  arc  les  points  de  division  voisins  (y 
compris  les  extrêmes),  on  retranchera  ainsi  de  la  lunule  m  seg- 
ments, on  en  ajoutera  n,  et  l'on  passera  ainsi  au  rectiligne  formé 
jpar  les  cordes. 

Ce  rectiligne  sera  donc  équivalent  à  la  lunule,  si  les  n  segments 
ajoatés  forment  une  surface  égale  à  celle  des  m  segments  retran- 
chés. Comme  d'ailleurs  tous  ces  segments  sont  semblables  entre 
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eux ,  il  faudra  donc  que  les  carrés  des  cordes  qui  divisent  les  arcs 
extérieur  et  intérieur  (ou  bien  ceux  des  rayons  de  ces'arcs)  soient 

entre  eux  dans  le  rapport  — • 

Pour  que  la  Junule  soit  réellement  quarrablc,  il  faut,  en  outre, 
que  la  figure  puisse  être  construite  avec  la  règle  et  le  compassée 

qui  a  lieu  pour  cinq  valeurs  déterminées  de  —>  à  savoir  ->  -»  -» 

5    5. 

->  ^5  il  y  a  donc  cinq  lunules  quarrables. 

D'après  Eudème,  Hippocrate  a  donné  la  quadrature  des  trois 
premières,  et  le  fait  qu'il  passe  de  la  deuxième  à  la  troisième,  et  non 

ù  celle  pour  laquelle  —  =  - ,  montre  suffisamment  qu'il  se  proposait 

efieclivement  de  construire  les  lunules,  et,  quoique  Eudème  n'ait 
pas  conservé  ces  constructions,  sauf  pour  la  première,  quoiqu*ilait 
seulement  ramené  les  autres  à  des  problèmes  déterminés,  on  ne  doit 
pas  douter  qu*Hippocrale  n'ait  résolu  ces  problèmes  ;  le  premier  est 
en  fait  assez  simple,  le  second  suppose  la  solution  géométrique  de 
Téquation  du  second  degré;  mais  nous  avons  admis  que  cette 
solution  était  déjà  connue  des  Pythagoriciens. 

Dans  un  quatrième  théorème,  Hippocrate  a  construit  une  lonaJe 
dont  la  somme  avec  un  cercle  se  trouve  quarrable. 

1.0  coix'le  axant  R  jx>ur  rayon.  Tare  extérieur  de  la  lunule  est 

ilo  I  >o*  ol  son  rayon  R\C>,  Tare  intérieur  est  de  60**;  la  somme 
quarrablo  osl  t'^zalo  au  Iriau^lo  maximum  inscrit  dans  l'arc  exlé- 
rii'ur.  plus  rho\ai:ono  inscrit  dan<  le  cercle  1  '  ». 


^   ^  lî  t"^;  ùv-  ".-  vî."  >     r  .;j.*  U  crur^îf  <a  ^u<>iti.>Q  <«?  lr»>aTrf»  lui-même  équiva- 
>"-••',  i  *:'■  :\:-r;-:T.  — ^  1  ir:  :3::::rî':ar  cu"«>a  >cpc»3>cra  éir*  tous  denx 

^.  T.  ^  rr 

s'.->   .1  j.  :..^  x  ,L'    .s    :  -.•.•:, rf r  -f   f  i-.r-fr:;rvf<  -i  étr^  obCeaae<  avec  la  ivgle  et  k 
o;*'.\ix.  >.,♦.;  .    '•  -ix    •;  /  .    - '-'■  •  i  i;    xtfr:  oa  !•?  v»>«*traira  d'après  la  relation 


yi 


•    .1 


T»  f 


-\   .^  .  •    u     i  I .  •.'  ^i  -    :   *-.'r  •?   :i  n^  :a  î   «|mi  icra  quarrable. 
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9.  En  présence  du  témoignage  d'Eudème,  celui  d'Alexandre 
d'Aphrodisias  perd  toute  valeur^  on  doit  cependant  se  demander 
quelle  peut  en  être  l'origine,  et,  d'autre  part,  à  quelle  fausse  qua- 
drature Aristote  a  pu  faire  allusion. 

MM.  Allman  et  Heiberg  maintiennent  encore  que  cette  fausse 
quadrature  peut  être  imputée  à  Ilippocrate. 

Le  premier  admet  que  ce  dernier,  élève  des  Pythagoriciens,  aura 
publié,  sans  les  bien  comprendre,  des  travaux  dus  à  ses  maîtres, 
et  qu'il  aura  pu,  dès  lors,  y  ajouter  le  paralogisme  rapporté  par 
Alexandre  d'Aphrodisias. 

Le  second  distingue  deux  fausses  quadratures  visées  par  Aris- 
tote :  Tune,  par  les  lunules,  serait  celle  rapportée  par  Alexandre; 
l'autre,  celle  d'Hippocrate,  ou  par  les  segments,  dériverait  du  der- 
nier théorème  développé  par  Eudème,  et  auquel  Aristote,  ainsi  qu'on 
l'a  vu,  fait  allusion  ailleurs  (Analyt, prior,,  II,  25);  Terreur  au- 
rait encore  consisté  à  prendre  comme  quarrable  la  lunule  qui  figure 
dans  ce  dernier  théorème,  quoiqu'elle  diffère,  essentiellement  et  à 
première  vue,  de  chacune  des  trois  lunules  d'Hippocrate. 

Cette  conjecture  d'Heiberg  me  paraît  assez  plausible,  sauf  pour 
ce  qui  concerne  l'attribution  du  paralogisme  à  Hippocrate;  car  la 
mention  de  son  nom  par  Aristote  ne  me  paraît  nullement,  ainsi 
que  je  l'ai  fait  voir,  constituer  une  preuve  irrécusable.  Je  ne  crois 
pas  non  plus  qu'Hippocrate  ait  eu  des  Pythagoriciens  pour  maîtres, 
ou  je  ne  vois  pas  de  raison  sérieuse  pour  supposer  que  le  disciple 
n'ait  pas  égalé  ses  professeurs  anonymes. 

L'exemple  de  Grégoire  de  Saint- Vincent  prouve  certainement 
qu'un  géomètre  de  valeur  peut  se  laisser  entraîner  à  des  paralo- 
gîsmes  dans  la  recherche  d'un  problème  tel  que  celui  de  la  qua- 
drature du  cercle;  mais  encore  on  ne  peut  admettre  un  paralo- 
gisme grossier  et,  d'autre  part,  conduisant  à  des  conséquences 
dont  l'inexactitude  crève  les  yeux. 

Si  un  véritable  géomètre  a  cru  pouvoir  tirer  de  la  théorie  des 
lunules  une  quadrature  du  cercle,  il  a  dû  effectuer  la  construction; 
or,  si  l'un  des  paralogismes  que  nous  avons  vus  conduisait  à  une 
valeur  de  t:  comprise  entre  3  et  3^  (limites  pratiquement  reconnues 
avant  Archimède,  d'après  Aristarque  de  Samos),  nous  pourrions 
peut-être  croire  qu'Hippocrate,  après  avoir  commis  ce  paralo- 
gisme, ne  l'aurait  pas  reconnu.  Mais  que  dire,  quand  les  prétendues 
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quadratures  nous  amènent  pour  t:  à  des  valeurs  voisines  de  4  ou 
dépassant  ce  nombre? 

Aucun  géomètre  n'a  jamais  pu  s'y  laisser  prendre;  il  n'y  a 
jamais  eu  là  que  des  sophismes  d'école,  analogues  à  tant  d'autres 
plaisanteries  rapportées  par  Aristote,  et  dont  la  tradition  s'est 
perpétuée  jusqu'à  nous,  même  en  Géométrie.  Il  est  possible  d'ail- 
leurs qu*Euclide  ait  conservé  un  de  ces  sophismes  dans  ses  Wvjli^n, 
qu'Alexandre  d'Aphrodisias  connaissait  encore,  et  dont  il  aura  pu 
le  tirer,  en  croyant  y  retrouver  celui  que  le  texte  d'Aristote  attri- 
buait à  Hippocratc. 

Mais  ce  dernier  doit  être  hautement  reconnu  comme  bien  au- 
dessus  de  cette  accusation,  et,  loin  de  voir  dans  son  dernier  théo- 
rème une  tentative  d'arriver  à  la  quadrature  du  cercle  parcelle  des 
lunules,  il  faut  y  constater  la  conscience  très  nette  de  ce  fait  que 
la  quadrature  générale  des  lunules  dépend  de  celle  du  cercle  et, 
les  cas  singuliers  mis  à  part,  ne  peut  être  obtenue  directement. 
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FORMELN     UNO    LeIIRSATZE    ZUM    GkORAUCIIE    DER   ElLIPTISCIIEN   FUNCTIONKN. 

Rédigées  et  publiées  par  M.  H.-À.  Sc/iwarz  d'après  les  Leçons  et  les  nola- 
lions  de  M.  le  professeur  K.  ^f'eierstrass.  GSttingue,  i885  (10  feuilles  in-4"). 

Dans  un  chapilrc  de  l'Analyse  aussi  riche  en  formules  et  en 
applications  que  Test  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  la  mul- 
tiplicité des  notations  est  un  grave  inconvénient,  que  les  géomètres 
ont  depuis  longtemps  ressenti.  On  ne  pouvait  que  désirer  qu'un 
mathématicien  illustre  proposât  au  monde  savant  et  appuyât  de 
l'autorité  de  ses  propres  découvertes  un  système  de  notations  où 
l'arbitraire  n'eût  d'autre  part  que  la  recherche  de  l'élégance  et  de 
la  simplicité.  M.  Weierstrass,  dans  son  Cours  de  l'Université  de 
Berlin,  a  entrepris  cette  œuvre,  et  M.  Schwarz  a  bien  voulu  se 
charger  de  réunir  dans  un  même  tableau  les  notations,  les  for- 
mules et  l'enchaînement  des  propositions,  qui  sont  le  fond  de 
l'enseignement  de  l'éminent  professeur  de  Berlin.  M.  Schvvarz  a 
supprimé  la  plupart  des  démonstrations;  son  but  est  surtout  de 
présenter  dans  un  ordre  logique  une  suite  d'énoncés  et  de  for- 
mules. 

Le  point  de  départ  est  dans  Tétude  des  fonctions  ':*{u)  qui  pos- 
sèdent un  théorème  d'addition  algébrique,  c'est-à-dire  qui  sont 
telles  qu'une  relation  algébrique  existe  entre  ç(/^),  'f(^0  ^^ 
0(1/  -h  v).  Si  l'on  se  borne  à  celles  de  ces  fonctions  qui  sont  uni- 
formes  dans  tout  le  plan,  on  trouve  que  ces  fonctions  doivent 
être  des  fonctions  rationnelles  ou  bien  des  fonctions  périodiques. 
Elles  peuvent  dans  ce  dernier  cas  èive  simplement  ou  doublement 
périodiques.  En  s'en  tenant  aux  fonctions  uniformes  doublement 
périodiques  qui  n'ont  d'autre  singularité  essentielle  que  Tinfini, 
M.  Weierstrass  leur  donne  le  nom  de  fonctions  elliptir/ues.  On 
définit  les  couples  primitifs  de  périodes,  les  couples  de  périodes 
équivalents  et  les  parallélogrammes  de  périodes;  la  notion  du 
degré  d'une  fonction  elliptique  étant  acquise,  on  montre  que  toute 
fonction  elliptique  est  au  moins  du  second  degré. 

Laissant  alors  de  coté  ces  considérations  générales,  on  entre- 
prend de  construire  a  priori,  et  de  la  féicon  la  plus  simple,  une 
Bull,  des  Sciences  malhem.,  2'  série,  l.  \.  (Oclobro  188G.)  ifi 
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fonction  elliptique  du  plus  petit  degré  possible  et  par  conséquent 
du  second. 

Pour  cela,  M.  Weierstrass  part  de  la  fonction  tf(//), 

dans  cette  formule,  qui  définit  (i{u)  par  ses  facteurs  primaires, 
on  suppose  que  w  parcourt  toute  la  série  des  valeurs  de  la  forme 
a(JL(i>  +  2[jl'(i>',  où  (jl  et  jjl'  sont  deux  entiers  de  signe  quelconque, 
et  Cl),  Cl)' deux  constantes  imaginaires;  le  signe  prime,  dont  est 

affectée  la  caractéristique  I  1  9  avertit  que  la  valeur  iv  =  o  doit 

être  exclue.  Ajoutons  qu'on  établit  entre  co  et  co'  une  distinction, 
importante  par  la  suite,  consistant  en  ce  que  Ton  suppose  positive 

la  partie  réelle  de  — .»  ce  que  M.  Weierstrass  exprime  ainsi  : 


^ 


fé)>- 


On  fait  suivre  ces  définitions  par  l'exposé  des  propriétés  de  la 
fonction  d  et  de  sa  dérivée  logarithmique,  notamment  en  ce  qui 
concerne  le  développement  de  ces  fonctions,  soit  en  sommes  de 
puissances  de  u,  soit  en  produits  de  fonctions  trigonométriques. 

Les  coefficients  de  ces  divers  développements  sont  des  polv- 
nômes  entiers  de  deux  constantes  ga^  ffzt  qui  dépendent  de  co,  co' 
et  qui  portent  le  nom  caractéristique  d'invariants.  On  a 

la  quantité  (V  est,  comme  précédemment,  delà  forme  2[JLCi)-f-2fJL'(i)', 
et  le  signe  prime,  qui  affecte  les  sommes,  avertit  de  l'exclusion  de 
la  valeur  (V  =  o. 

A  ces  éléments  importants  ^2  et  ^3  se  joignent  les  suivants 

w 
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qui  inlervienneni  dans  les  formules  fondamen laies 

a'(w-+-2(o)  =—  c«^("^-«Jj'(a), 
a'(  M -+- 2 (1)')  =  —  c»0'{«^-w')  3'(  1^)^ 

Dans  celle  dernière  formule  on  a  posé,  p  et  q  élanl  deux  en- 
tiers, 

et  l'on  doit  prendre  le  signe  inférieur  ou  supérieur,  suivant  que 
^(ô))  est  nul  ou  non.  On  aura  remarqué  que  la  quantité  h  est 
celle  que  Jacobi  appelle^. 

Les  résultats  précédents  conduisent  aisément  à  des  formules 

analogiies  pour  la  fonction  • 

Voici  maintenant  la  fonction  doublement  périodique  que 
M-  Weierstrass  déduit  de  la  fonction  <^.  L'éminent  géomètre  ap- 
pelle p{u)  la  fonction 

Cette  fonction  est  doublement  périodique,  du  second  degré,  et 
admet  un  pôle  double  dans  chaque  parallélogramme,  à  savoir  la 
valeur  congruente  à  zéro. 

On  trouve  pourp(w)  ce  développement  simple 

*^^^       u*       2». 5  2». 7  2*. 3. 5 

La  fonction  p{u)  est  paire,  et  pour  les  coefficients  des  puissances 
Je  u  il  existe  une  loi  simple  de  récurrence  ;  ces  coefficients  ne 
[cessent  pas  d'être  des  polvnômes  entiers  en  g2^^gz  dans  tout  le 
!ours  du  développement. 
La  fonction  p{u)  vérifie  l'équation  différentielle 

|)'«(W)  =  4  pî(M)  —  gi  p(u)  -  ^3, 

)i  l'on  est  ainsi  conduit  à  introduire  trois  nouvelles  quantités  ^1, 
'25  ^3,  racines  du  polynôme  du  troisième  degré  qui  figure  au  se- 
;ond  membre. 
On  trouve  que 
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Les  relations  entre  ^i,  r?^,  ^3  et  ^2?   g^  sont  du  reçte  évidentes. 
De  la  relation 


P(w)  — P(*')=  — 


C«(a)ar«(p) 


on  tire,  par  la  diflerentiation  logarithmique,  des  formules  d*addition 

pour  la  fonction  ~- — >  desquelles  on  passe  ensuite  à  des  formules 

du  même  genre  pour  la  fonction  Jj(tt). 

Pour  compléter  l'intérêt  qui  s'attache  aux  fonctions  rf  et/),  il 
reste  à  montrer  que  ces  fonctions  suffisent  pour  la  représentation 
d'une  fonction  elliptique  du  degré  r,  quelconque.  11  suffit  pour 
cela  de  démontrer  d'abord  que,  ?p  étant  une  telle  fonction,  on  peut 
toujours  trouver  les  9.r4-i  quantités  W|,  Wa,  . .. ,  «r*»  ^o  ^'2»  ..-*>? 
C,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

entre  les  u  et  les  i'  doit  avoir  lieu  la  relation 

Ml  -f-  Wj  -i- ...  -r  Mr  =  i'i  -+-  l^î  -+-...  -i-  i'r- 


Fin  envisageant,  par  exemple,  la  fonction 


cpO/o,  Ux,  ...,//„)  = 


I      iMMo)p'(Wo)      ... 
I      P("i)|»'("i)      ••• 


p^^-^'lWo) 


,:/i-i) 


(W|) 


•    •••••     • 


•     P("«)p'(W/i)     •••      P'^"~*^(w«i 


et    la  considérant   successivement    comme    une    fonction  de  w». 
//,,  . . . ,  //,,,  on  arrive  à  cette  formule  remarquable 


n  <n  —  Il 


À    ) 

011  A  <r  ui.  et      ,>  =  (),  1 ,  9.,  . . .  ,  //. 

»  u  i 

(Irtlc  i'oiiclion  '^  conduit  à  une  autre  forme  de  représentation 
des  fonctions  rllipti()ues,  où  figure  seulement  la  fonction  J),  avec 
ses  dérivées. 

On  établit  ensuilc  ce  tliéorrmr  et  les  renïarfpies  auxquelles  i 
donne  lien  : 


j 
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Toute  fonction  elliptique  'f  (m),  aux  périodes  2(o,  2»i)',  s'ex- 
prime rationnellement  en  fonction  de  p{u)  et  de  sa  dérivée 
p'{u)  et,  inversement,  p(u)peut  être  exprimée  rationnellement 
à  l'aide  de  <p(w)  et  de  ç'(w). 

On  continue  ce  qui  a  Irait  à  la  représentation  des  fonctions  el- 
liptiques au  moyen  des  fonctions  d  et  p,  en  exposant  celle  de  la 

fonction  ^„^.    .>  ce  qui  conduit  à  des  formules  pour  la  multiplica- 

tion.  On  termine  enfin  cette  question  en  donnant  la  représentation 

d'une  fonction  elliptique  à  l'aide  de  la  fonction  -—, — l  et  de  ses 

dérivées.  La  formule  que  Ton  obtient  offre  la  plus  grande  analogie 
avec  celle  que  Ton  doit  à  M.  Hermite.  Cette  forme  de  la  représen- 
tation fournit  immédiatement  Pintégrale  d'une  fonction  elliptique 
quelconque. 

Les  développements  précédents  n'avaient  trait  qu'aux  fonctions 

<3'(w),  ^  P{^)y  considérées  en  elles-mêmes,   ou   comme  élé- 

ments simples  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  On  leur 
adjoint  maintenant  trois  nouvelles  fonctions 

qui  sont  des  fonctions  holomorphes  ainsi  que  d{u).  On  a  les  rela- 
tions 

Les  développements  de  ces  fonctions  rf,  les  formules  résultant 
d'un  accroissement  de  l'argument  égal  à  une  demi-période,  les 
relations  quadratiques  qui  relient  les  mêmes  fonctions  et  enfin  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre  que  vérifient  leurs  quo- 
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ticnts  offrent  une  transition  entre  la  théorie  de  M.  Weîerstrass  et 
celle  de  Jacobi.  C^est  à  ce  sujet  capital  que  sont  consacrés  la  plu- 
part des  paragraphes  qui  suivent.  Nous  ne  pouvons  malheureu- 
sement entrer  dans  de  trop  grands  détails  sur  ce  sujet  dont  la 
substance  est  faite  de  formules.  Citons  du  moins  les  titres  des  pa- 
ragraphes : 

Identification  des  quotients  de  fonctions  d  avec  les  fonctions 
elliptiques  de  Jacobi. 

Détermination  d^un  couple  primitif  de  périodes  de  la  fonc- 
tion p{u)  à  Taide  des  quantités  K,  K'. 

Détermination  des  radicaux  qui  figurent  dans  les  formules  de 
transformation  des  fonctions  ^,  dans  le  cas  d^un  couple  spécial  de 
périodes. 

Détermination  des  quantités  -  ,    '\  —7-^,  à  l'aide  des  deuxquan- 

tités  E  et  E'. 

Représentation  des  fonctions  «s* (w),  (3'i(a),  (3'2(tt),  <^3(M)pardes 
produits  infinis. 

Détermination,  à  Taide  de  produits  infinis,  des  radicaux  qui  6- 
gurent  dans  les  formules  de  transformation  des  fonctions  d. 

Les  radicaux  dont  il  s'agit  sont  yje^ —  ^3,  ^e^  —  eâ,  y/C|  —  ^j? 
les  quotients  du  premier  et  du  troisième  par  le  second  représen- 
tant les  modules  k  et  k\  Les  produits  infinis  à  l'aide  desquels  on 
les  exprime  sont 

/io=(i  — A5)(r  — /iM(ï  — /i')...,        /£i  =  (i-hA2)(n-A^)(n-//0..., 
et  on  a  les  formules 

/t,Aj/i3=  I, 


v/ej  — 63=  -^/jA^/iJ/iJ,         v^e,  — C3  =  -^AJA|,         )/ei  —  ej  =  -^hlh\, 

qui,  en  se  rappelant  que  h  est  la  quantité  appelée  q  par  Jacobi, 
conduisent  immédiatement  aux  relations  capitales  établies  par  cet 
illustre  géomètre  entre  les  modules  et  le  rapport  des  périodes. 
On  traite  ensuite  les  questions  suivantes  : 

Passage  d'un  couple  de  périodes  primitif  à  un  autre  équivalent; 
Introduction  des  fonctions  B.  Expression  des  quatre  fonctions^ 
à  Faide  des  fonctions  ^{\\  t)  et  H(// 1  cl),  tô'). 
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On  rappelle  à  ce  sujet  la  notation  %,y{^)  de  M.  Hermile  et 
ses  affinités  avec  la  notation  â  de  Jacobi. 

Formules  de  transformation  pour  les  fonctions  3. 

Transformations  linéaires  des  fonctions  thêta. 

Théorème  d'addition  pour  les  fonctions  d  et  6. 

Les  fonctions  E(w),  Z(w),  Û(w),  B(w),  H(w),  n(w,  a)  de 
Jacobi. 

Développements  de  K,  K',  h  suivant  les  puissances  du  mo- 
dule k. 

Développement  de  la  quantité  h  suivant  les  puissances  de  la 
quantité  /. 

Cette  quantité  /  n'est  autre  que ^» 

Passage   d'un   couple    primitif  de    périodes    (2  eux,    2(i>v)    au\ 

couples   (2C0v,    —  2  eux),  (2  eux,   1(ùy±  2(i>x)« 

Formules  pour  le  calcul  des  périodes  et  l'expression  des  fonc- 
tions d  par  les  séries  â  dans  le  cas  dMnvariants  réels. 

Calcul  de  la  valeur  de  u  qui  correspond  à  une  valeur  donnée 
de  p(u)  ou  de  p'{u)'  La  même  question  est  reprise  à  part  dans  le 
cas  spécial  des  invariants  réels. 

Le  fascicule  paru,  qui  contient  dix  feuilles,  se  termine  par  l'ap- 
plication des  fonctions  elliptiques  à  la  représentation  conforme 
sur  un  demi-plan  de  la  surface  d'un  rectangle  et  de  quelques 
autres  contours. 

Les  géomètres  sauront  gré  à  M.  Schwarz  d'avoir  réuni  en 
quelques  pages  les  notations  et  les  méthodes  si  précieuses  de 
M.  Weierstrass,  et  nous  ne  pouvons  que  souhaiter  de  le  voir 
mener  à  bonne  fin  une  œuvre  aussi  utile.  G.  K. 
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C.  RIQUIER.  —  Extension  a  l'hyperespace  de  la  méthode  de  M.  Carl 
Neumann  pour  la  résolution  dk  problèmes  relatifs  aux  fonctions  de 

VARIABLES   RÉELLES  QL'I    VÉRIFIENT   l'ÉQUATION   DIFFÉRENTIELLE   AF  =  O.   — 

Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris;  Paris,  A.  Hermann,  iSSG. 
In-4",  m  p. 

Depuis  longtemps  déjà,  les  théories  de  la  Mécanique  ralionnelle 
et  de  la  Physique  mathématique  ont  conduit  les  géomètres  à  Pé- 
tude  des  fonctions  de  variables  réelles  qui  vérifient  Téquation  dif- 
férentielle 

<)2  F       O'-F       ôi  F 

Ox^         <)y^         ôz* 

I^es  recherches  se  poursuivent  dans  la  voie  ouverte  par  Laplace, 
Green,  Gauss,  Thomson,  Dirichlet  et  Riemann,  et  parmi  les  tra- 
vaux remarquables  publiés  sur  ce  sujet  depuis  quelques  années 
il  faut  citer  au  premier  rang  ceux  de  M.  Carl  Neumann  {Unlersu- 
chungen  neber  das  Logavilhmische  und Newton! sche  Potential, 
Leipzig,  18"").  L'éminent  géomètre  s'est  occupé  des  problèmes 
auxquels  donnent  lieu  les  fonctions  dont  il  s'agit,  lorsqu'on  les 
assujettit  à  prendre  des  valeurs  données  sur  une  surface  fermée,  et 
il  est  parvenu  à  les  résoudre  dans  des  cas  extrêmement  étendus 
par  une  méthode  fort  élégante.  Préoccupé  surtout  des  applications 
physiques  de  ses  théories,  M.  iNeumann  n'a  pas  cherché  à  les 
étendre  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  M.  Riquier 
s'est  proposé  principalement  de  faire  voir  qu'elles  subsistent,  in- 
dépendamment de  ce  nombre,  et  qu'elles  s'appliquent,  avec  les 
mêmes  restrictions,  aux  surfaces  fermées  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions. 

Après  quehjues  explications  indispensables  sur  ce  que  l'on 
nomme  Yespace  à  n  dimensions,  Af.  Riquier  expose  rigoureuse- 
ment dans  le  premier  Chapitre  les  propriétés  générales  des  fonc- 
tions de  n  variables  réelles  qui  vérifient  l'équation  difTérenlielIe 

AF  =  —-;  -f-  -— -  --. .  .-i -^  =  o. 

[l  étend  également  à  un  ik  mbre  quelconque  de  variables  la  défi- 
nition des  fonctions  rrna/ierrs  à  l'infini  y  envisagées  pour  la  pre- 
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luii  analylicjue  de 
MSP,  dt^duite  de  leur  considération.  Il  «talilil  enfin  Irois  itiéo- 
i,  dont  chacun  a  pour  liul  de  faire  voir  qu'il  ne  peut  exister  plus 
d^une  fonction  satisfaisant  it  certaines  conditions,  variables  d'un 
pthéorùme  à  l'nntrc,  et  que  nous  ferons  connaître  dans  un  instant. 
ïes   théorèmes  conduisent  naturellement  à  rechercher  s'il  e\isle 
ffcctivement  une  fonction  ^^atisfuisant  à  toutes  les  conditions  in- 
diquées   par    l'un    nu    par  l'antre    de    leurs  énoncés,   et  ainsi  se 
:nl   posés    les     trois   prohièmes  si    importants    résolus   par 
.  Cari  Ncumaun  pour  l'espace  à  trois  dimensions.    Dans  le  pre- 
nïer  proLlùme  (principe  de  Dirichlet),  ou  cherche  une  fonction 
finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  a  l'intérieur 
El!ui)e  surface  fermée,  vt^ritîant  l'équation  diiTérentielle  AF  =  o,  el 
■eanat  sur  lu  surface  des  \aleurs  données  qui   forment  un  en- 
ICmlile  continu.    Dans  le  sccoud  problème,  ou  considère,  au  lieu 
Ue  l'espace  intérieur,  l'espace  extérieur  û  la  surface  fermée,  et  un 
iyoute  aux  données  précédentes  la  valeur  de  la  fonction  à  l'infini, 
fin  le  dernier  problème  préseule  avec  le  second  cette  dîfTérence  : 
c'est  que  lu  fonction  cherchée  est  assujellie  à  être  régulière  à  l'in- 
,  et  que  la  masse  do  la  fonction  est  donnée,  au  lieu  de  sa'vu- 
tenr  à  l'iufini. 

L'uuteur  expose  ensuite  les  propriétés  d'imn  intégrale  remar- 
quable, considérée  par  M.  Neumann,  et  dont  l'étude  préalable  est 
de  la  plus  haute  importance  (Chapitre  II);  puis  il  aborde  la  belle 
ini^lhode  de  la  moyenne  arit/tméft'que  {Chapitre  III),  applicable 
â  toute  surface  convexe  non  biéloîlée,  c'est-à-dire  à  toute  surface 
coovcxc  d'uae  nature  telle  qu'il  soit  impossible  d'assigner  dans 
l'espace  à  n  dimensions  deux  points  fixes  par  l'un  ou  l'autre  des- 
quels passe  nécessairement  tout  plan  tangent.  L'auteur,  en  éten- 
dant à  l'hyperespace  les  recherches  de  M,  Neumann,  s'efforce  de 
faire  ressortir  hicn  ncltement  la  nécessité  de  ces  restrictions,  po- 
sées par  l'éminenl  géomètre,  et  de  mettre  partout  en  pleine 
lumière  la  rigueur  parfaite  dont  sa  méthode  est  alors  susceptible. 
Enlin  il  indique  brièvement  les  quelques  différences  que  présente 
jvec  le  cas  général  celui  des  fonctions  de  deux  variables. 


I  '  )   HandbucK   Jer  Ihearelischtn  Ph^-sUt,   ' 
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Le  Chapitre  IV  traite  du  cas  particulier  de  la  sphère  dans  l'es- 
pace à  n  dimensions.  L'auteur  en  donne  deux,  solutions  directes, 
en  combinant  les  propriétés  de  l'intégrale  de  M.  Neumann,  tantôt 
avec  celles  du  potentiel,  tantôt  avec  le  théorème  de  Thomson, 
préalablement  généralisé,  sur  la  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques.  Il  retrouve  de  cette  manière  et  il  étend  à  l'hy- 
perespace  des  résultats  auxquels  on  était  arrivé  par  une  autre  voie 
pour  l'espace  à  deux  et  à  trois  dimensions. 

Enfin,  le  Chapitre  V  est  consacré  à  l'exposition  d'une  méthode 
fondée  en  grande  partie  sur  les  propriétés  de  l'intégrale  de  M.  Neu- 
mann, et  à  l'aide  de  laquelle  l'auteur  résout  le  problème  intérieur 
dans  quelques  cas  spéciaux  de  l'espace  à  n  dimensions  auxquels 
la  méthode  de  la  moyenne  arithmétique  n'est  pas  applicable.  Ci- 
tons entre  autres  le  cas  du  parallélépipède  rectangle. 


CAPELLI  (A.),  GARBIERI  (G.).  —  Corso  di  Analisi  algebrica.  Volume 
primo  :  Tenrie  introduttoric.  \  vol.  in-8';  5ii  p.  Padoue,  Sachello, 
188G. 

Il  est  difficile  aujourd'hui  à  celui  qui  veut  écrire  un  traité  un 
peu  étendu  sur  une  partie  des  Mathématiques  de  rester  tou- 
jours dans  le  même  ordre  d'idées;  le  développement  de  la  Science 
ne  se  fait  pas  en  li^ne  droite;  les  diverses  théories  s'embranchent 
et  se  mêlent,  et,  pour  arriver  à  un  point  quelque  peu  éloigné  du 
point  de  départ,  il  est  nécessaire  d'aller  dans  bien  des  directions 
différentes. 

L'élonnement  que  le  lecteur  ne  peut  manquer  d'éprouver  en 
rencontrant  dans  le  volume  dont  nous  rendons  compte  des  sujets 
aussi  différents  que  ceux  qui  y  sont  traités  cessera  s'il  se  dit  que 
les  auteurs  ont  voulu  sans  doute  écrire  un  traité  quelque  peu  dé- 
veloppé d'Analvse  algébrique,  et  le  sous-titre  du  volume  Teorie 
introduttorie  justifie  suffisamment  l'assemblage  des  matières 
assez  hétérogènes  qui  s'y  rencontrent. 

L'Ouvrage  commence  par  l'introduction  de  la  notion  de  nombre 
irrationnel,  dans  toute  sa  généralité.  Cette  introduction,  faite 
dans  le  sens  des  idées  de  M.  Dedekind,  m'a  paru  simple  et  rigou- 
reuse. Sans  doule,  on  peut  dire  que  cette  notion  générale  dépasse 
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Ip  cliamp  de  l'Algèbre;  mais,  là-mémc,  elle  est  assurément  d'un 
emploi  commode;  d'ailleurs,  l'ensemble  de  choses,  assez  mal  dé- 
fini, (jue  l'on  enlend  sous  le  nom  d'Analyse  algébrit/iie,  s'étend 
au  delà  des  limites  de  la  pure  Algèbre  et  comporte  des  notions 
mscendanles  :  telle  est  sans  doute  la  pensée  de  MM.  Capelli  et 
Garbieri,  puisfjne,  dès  le  début,  ils  introduisent  les  exposants 
irrationnels  el  les  logarithmes.  La  notion  de  nombre  une  Cois  gé- 
lisér,  l'introduction  de  la  notion  de  limite  ne  soulTre  pas  de 


lifficulté;  les  auteurs  établis 


prop< 


§ition  deCanchv  relative 


ft  la  condition  nécessaire  et  siiflisante  pour  qu'une  suite  infin 


lette  u 


?  lir 


et  fundei 


ce  théorème,  une  lliéurie  des 
;  propositions  Condamentules. 


ries,  <{ui  est  d'ailleurs  lim 

Ils  introduisent  ensuite  la  notion  de  nombre  complexe  ;  cette 
iatroduction  me  semble  laisser  quelque  obscurité;  nous  introdui- 
rons, disent-ils,  «  un  nombre  qui  s'appellera  tiniié  imaginaire, 
iqoi  s'iDdique  par  la  lettre  (',  et  qui  satisfait  par  délinitioD  à  l'équa- 
jliou 


•  l-a 


qu'un  étudiant  puisse  jamais  arriver  à  com- 
dre  cette  phrase  et  il  me  paraîtrait  préférable,  pour  rester  au 
point  de  vue  des  auteurs,  de  dire  qu'un  nombre  imaginaire  est 
l'ensemble  de  deux  nombres  réels  «,  b  rangés  dans  un  ordre  dé- 
terminé :  la  lettre  ('placée  après  l'un  d'eux  indique  que  ce  nombre 
doit  être  regardé  comme  le  second.  Sans  doule  une  pareille  défî- 
nilioQ  n'éclaire  en  aucune  façon  sur  le  rôle  si  considérable  que 
les  nombres  imaginaires  jouent  dans  l'Analyse,  mais  elle  ne  con- 
tient aucune  contradiction  ;  elle  a  seulement  besoin  d'être  complé- 
tée par  les  délinilions  relatives  à  l'égalité  et  aux  opérations  arith- 
métiques, (|ue  l'on  placera  immédiatement  aprfs.  Est-il  besoin  de 
que  la  critique  que  je  viens  de  faire  est  purement  verbale  et 
ne  porte  en  aucune  furon  sur  le  reste  de  l'exposition?  Après  les 
définitions,  les  auteurs  développent  la  représentation  géométrique 
et  Irigon  orné  trique  des  nombres  imaginaires,  et  les  propositions 
fondamentales  sur  les  séries  absolument  convergentes,  à  termes 
■  imaginaires. 


■  ne 
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Ils  passent  ensuite  à  des  sujets  d^un  ordre  tout  diiTérent,  ren- 
fermés sous  ce  titre  :  Opérations  combinatoires, 

Cest  d'abord  une  théorie  des  combinaisons  à  laquelle  la  for- 
mule du  développement  de  la  puissance  m*^"*^  d'un  pol}^nôme  sert 
de  conclusion.  C'est  ensuite  la  théorie  des  substitutions,  limitée 
aux  notions  indispensables  pour  l'étude  algébrique  des  équations, 
produit  de  deux  substitutions,  décomposition  d'une  substitution 
en  cycles,  puissances  d'une  substitution,  groupes,  transitivité, 
primitivité,  etc. 

Dans  les  deux  Chapitres  qui  suivent,  les  auteurs  exposent  la 
théorie  des  déterminants  et  des  systèmes  de  formes  linéaires. 

Puis  vient  la  théorie  des  polynômes  entiers,  et,  en  particulier, 
de  la  divisibilité,  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables. Enfin  le  Volume  se  termine  par  les  premières  notions  sur 
les  dérivées. 

On  peut  prévoir,  par  ce  premier  Volume,  l'intérêt  que  présen- 
tera l'Ouvrage  entier.  Partout,  ces  théories  préliminaires  ont  élé 
poussées  assez  loin  pour  que  le  lecteur  puisse  désormais  aborder 
les  parties  élevées  de  la  Science,  et  cependant  les  auteurs  ont  eu 
le  difficile  mérite  de  se  restreindre  aux  choses  essentielles. 

J.  T. 


BONGOMPAGNÏ  (E.).  —   Sir  l'histoire  des  Sciences  mathéuatiques  et 
PHYSIQUES  DE  M.  Maximilien  Marie.  In-12,  10  p.;  Slockholrn,  1886. 

Le  prince  Boncompagni,  avec  sa  sûreté  et  sa  richesse  habituelles 
d'informations,  relève  dans  ce  petit  travail,  inséré  dans  la  Biblio- 
tlieca  mnthematica,  diverses  erreurs  échappées  à  M.  Maximilien 
Marie. 


MATHIEU  (E.).  —  Théorie  du  potentiel  bt  ses  applications  a  l'élec- 
TROSTATiQiE  ET  AU  MAGNÉTISME.  Sccondo  Partie  :  Électrostatique  et  Ma- 
gnétisme, In-4*»  ^35  p.;  Paris,  Gauthier-Villars,  1886. 

Le   Chapitre  I  contient  les  principes  généraux  de  l'Électrosta- 
tique;   Tailleur  y  reproduit,  en   la  complétant,  la  démonstration 


ï 


l'.OMI'TKS   lUiNriUS   ET  ANALYSES. 


jiy 


\"i\  avait  donnée  dans  le  Journal  rie  Borchardt  (1878)  Je  la 

bililé  de  l'équilibre  stati(|iie  sur  les  corps  i:onducteiirs. 

Dans  le  Chapitre  II,  après  avoir  irallédu  potentiel  d'une  couche 

rîque  el  des  problèmes  classiques  qni  s'y  rapportent,  M.  Ma- 

I  s'occupe  du  pouvoir  des  pointes,  pour  lesquelles  il  calcule 

t  LensioTi  électrostatique.  Le  cas  de  deux  conducteurs  coniques 

mdéfînis  qni  se  touchent  par  leurs  sommets  donne  des  résultats  par- 

uculièrement  simples;  mais  ie  plus  intéressant,  au  point  de  vue 

ivsique,  des  problèmes  traités  par  l'auteur  est  celui  de  la  distri- 

Hilion  de  l'éleclriciti^  sur  un  conducteur  conique  placé  dans  un 

lilieu  suffisamment  résistant.   lU.  Matliieu  développe  ensuite  le 

-oblème  des  deux  sphères  qui  s'influencent  mutuellement;  le  cas 

i  les  sphères  sont  en  contact,  celui  où  elles  sont  reliées  par  un 

1  conducteur  sont  traités  avec  détail.  L'exposition  de  la  méthode 


nages  de  \V.  Tliomson,  son   application  au  cas  de  la  calotte 

phérique  terminent  ce  Chapitre. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  au  rûle  des  diélectriques  dans 

éieclrostalique.  Le  poînl  de  départ  de  AL  Matiiieu  est  le  même 

liai  de  Maxwell.  Ainsi  que  ce  dernier,  il  admet  comme  évi- 

mlque  deux  corps  conducteurs  chargés  d'électricité  ne  peuvent 

fluencer  que  par  le  milieu  diélectrique  qui  existe  entre  eux; 

somme  lui,   il  cherche  à  préciser  le   rôle  que  joue  ce  milieu,  à 

lérodicr  les  forces  élastiques  qui  s'y  développent  et  montre  que 

)es  forces  satisfont  aux  mêmes  équations    que  les  forces  qui  se 

téveloppt'nt  drtns  un  corps  solide  sous  l'inlluence  des  pressions 

jnercées  i  la  surface,  mais  il  se  sépare  de  Maxwell  en  montrant 

la  déformation  du  diélectrique  ne  peut  être  assimilée  à  celle 

^un  corps  solide  isotrope  cl  rejette  le  déplacement,  au  sens  que 

Kllustre  physicien  donne  à  ce  mot  :  le  milieu  est  incompressible, 

!t formé  de  molécules  qui,  par  suite  de  l'électrisation  des  con- 

[ncleurs,  s'orientent  suivant  les  lignes  de  force.  M.  Mathieu  s'oc- 

tape  ensuite  de  la  distribution  de  rélectricité  sur  deux  conduc- 

■urs   qui    s'iniluencenl.  et    sont   placés  dans   deux    diélectriques 

EfTéreots;  puis  il  étudie  les  condcns.i leurs  el  donne  une  théorie 

paveile  du  chargement  et  de  la  décharge. 

[La  Ihéorie  générale  du  magnétisme  est  fxpnsée  dans  le  Clia- 
■ire  IV;  raulcur  rend  lin  juste  liommaRe  »  Poi-ison,  dont  il 
HopU-  la  ihroric.  en  b  .....dilianl  i,   k.  v'nlé  ;,i.  poinl  de  vue  dr. 
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hypothèses  physiques,  mais  de  façon  à  ne  pas  changer  la  forme 
des  éqiialions  fondamenlales.  La  partie  la  plus  nouvelle  de  ce 
Chapitre  se  rapporte  à  l'induction  magnétique  d'un  corps  cris- 
tallisé. M.  Mathieu  admet  que  les  flux  de  force  qui  proviennent 
du  magnétisme  se  propagent  de  la  même  façon  que  les  flux  de 
chaleur. 

Il  résulte  de  là  que  Taction  entre  deux  particules  magnétiques 
m,  m'  dont  les  coordonnées  sont  x^y^  z  et  x'^y^  z  est 


R 
en  posant 


—-  mm , 


R  =  /(a7-a:')«-f-(j'-y)«-h(>5-V)«, 

y  a  h  c         ' 

a,  6,  c  sont  des  constantes  qui  caractérisent  chaque  cristal.  Dès 
lors  la  théorie  se  poursuit  à  peu  près  comme  pour  les  corps  iso- 
tropes; de  même  que  pour  ces  derniers  tout  le  magnétisme  induit 
se  porte  à  la  surface. 

A  la  fin  de  ce  même  Chapitre,  M.  Mathieu  reprend,  d'un  autre 
point  de  vue,  la  théorie  du  condensateur.  La  polarisation  élec- 
trique d*un  corps  diélectrique,  influencé  par  de  l'électricité,  étant 
toute  semblable  à  la  distribution  du  magnétisme  induit  dans  le  fer 
doux,  on  peut  appliquer  à  cette  polarisation  les  raisonnemenls 
qui  ont  servi  pour  l'induction  ma<^nétiquo  :  on  établit  ainsi  direc- 
tement les  équations  qui  donnent  la  théorie  du  condensateur. 

Le  Chapitre  \  et  dernier  se  rapporte  aux  problèmes  particuUers 
de  la  théorie  du  magnétisme;  l'auteur  s'y  occupe  de  la  détermi- 
nation du  coefficient  d'induction  magnétique  d'une  substance  au 
moyen  d'une  sphère  de  cette  substance  influencée  par  l'action  ter- 
restre, de  l'induction  magnétique  d'une  sphère  pleine  ou  creuse, 
du  magnétisme  terrestre,  du  magnétisme  induit  dans  un  cylindre 
de  rayon  très  petit  par  une  force  constante  parallèle  à  son  axe,  de 
l'aiguille  cylindrique  d'acier  aimantée  à  saturation,  de  la  sphère 
crislallisée  placée  dans  un  champ  magnétique  uniforme,  enfin  de 
la  détermination  des  constantes  magnétiques  d'un  cristal  par  des 
expériences  semblables  à  celles  de  Pliicker.  J.  T. 


i:()Mi'TKs  iiuMius  i:t  analyses. 


SAUBENTiH.).- 
k  tmalflii/iief  el , 


s  \t,ïf-B  Tiime  I  :  Catriil  diJIViviilicI,  Àppliealiimt 
.  -  .  vol.  in-S-  ;  3i|a  p.  Paris,  Giimliicr-Villar?, 


M,  Laurent  publie  le  |iiTitiicr  Volume  d'un  Traité  li' Analyse; 
>  plan  dp  l'Ouvrage  complet,  qui  comprcudra  sejit  Volunips,  esl 
Wtaillé  dans  la  Préface.  Cet  Ouvrage  rendra  certainemeiil  des  ser- 
s  par  la  quanlin'  dp  matières  el  de  fails  qu'il  contiendra  :  on 
t  être  assuré,  après  la  lecture  du  première  olunte,  d'v  trouver, 
un  grand  nombre  de  points,  les  démonstrations  les  plus  simples 
.  les  plus  élégantes.  Nous  sommes  obligés,  à  la  vérité,  de  faire 
[lies  réserves  sur  quelques  principes,  déiïnitions  ou  démon- 
ralîons  ;  mais,  comme  il  s'agit  de  questions  que  l'auteur  pense  ap- 
lir  encore  au  domaine  de  la  Métaphysique,  ofi  l'on  ne  s'en- 
J  point,  il  vaut  mieux  n'en  pas  parler.  Ces  réserves,  d'ailleurs, 
tvîendronl  sans  doute  inutiles  à  mesure  qu'on  s'éloignera  davan- 
Ige  du  point  de  départ. 

Kioi  qu'il  en  soit,  voici  l'ordre  adopté  dans  ce  premier  Volume, 
leux  Chapitres  sont  consacrés  à  la   théorie  des  séries;  deux 
■es,  à  la  théorie  des  dérivées  et  i\  celle  des  différences,  qui  est 
BÎtée  avec  quelques  détails.  L'auteur  introduit  ensuite  les  notions 
blalivcs  aux  infiniment  petits  et  aux  diflérenticlles;  il  traite,  dans 
^  Chapitre  suivant,  des  funclions  de  plusieurs  variables.  Au  dé- 
bt  du  Chapiti'c  Vil,  il  donne  quelques  théorèmes  sur  les  mineurs 
1  déterminant  et  du  déterminant  adjoint,  puis  il  expose  les  pro- 
priétés principales  des  déterminants  fonctionnels;  il  traite  ensuite 
des  fonctions  implicites  et  termine  par  la  formule  de  Lagrange. 
Dans  le  Chapitre  VIII,  il  est  question  des  fonctions  monogènes 
d'une  variable  imaginaire,  cl  de  la  formule  de  Tavlor  relativement 
à  de  telles  fonctions.  M.  Laurent  développe  ensuite  la  théorie  du 
langement  de  variable  ;  il  donne  en  particulier  les  formules  fon- 
limentalea  relatives  aux  coordonnées  orthogonales  quelconques 
i,  spécialement,  aux  coordonnées  elliptiques.  Dans  le  Chapitre  X, 
ftraite  des  substitutions  linéaires,  comme  application  du  change- 
lent  de  variables  el,  à  leur  propos,  de  la  réduction  dune  ou  deux 
irmes  quadratiques  à  une  somme  de  carrés;  on  trouvera  aussi, 
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covariants,  émanants,  conlrevarlanls,  divariants,  éveclanls  et  com- 
binants. Le  Chapitre  XI  est  consacré  à  la  théorie  de  l'élimination, 
à  laquelle  M.  Laurent  a  ajouté  quelques  développements  nouveaux. 
Enfin,  les  deux  derniers  Chapitres  du  Volume  se  rapportent  l'un  à 
la  théorie  des  maxiraa  et  des  minima,  l'autre  à  la  recherche  des 
vraies  valeurs  des  expressions  qui  se  présentent  sous  une  forme 
illusoire. 

Chaque  Chapitre  est  suivi  d'exercices.  J.  T. 


MELANGES. 

SOLUTION  DUN  PROBLÈME  DE  STEINER  (); 
Pau  m.  p. -h.  SCHOUTE. 

1.  Problème  général.  —  Par  un  point  donné  O  situé  dans 
le  plan  (Tune  courbe  algébrique  C'J^  de  V ordre  n  et  de  la 
classe  ni  on  mène  une  sécante  l  à  la  courbe  et  aux  n  points  où 
cette  sécante  l  coupe  la  courbe  on   trace  les  tangentes  à  la 

courbe.  Trouver  le  lieu  engendré  par  les  — points  d^ in- 
tersection niutuvUe  de  ces  n  tangentes,  quand  la  sécante,  l 
tourne  autour  du  point  O. 

Sur  une  droite  donnée  d  située  dans  le  plan  d' une  courbe 
algébrique  C^,^  de  l'ordre  n  et  de  la  classe  m  (m  choisit  un 
point  V  d^oit  l'on  mène  les  m  tangentes  à  la  courbe.    Trouver 

.,  .  ,    ,  f      m{ni  —  ï  )    ,      . 

/  enveloppe  engendrée  par  les    -  — droites  qui  passent  par 

deux  des  m  points  de  contact,  quand  le  point  V  parcourt  la 
droite  d  {-). 


(  '  )  Jour  mil  (1er  reinen  und  angewandten  Afathemaltk,  l.  \LV,  p.  3-;j,  d 
\.  XLVII,  p.  io6;  ou  Jacob  Steiner's  gesammette  Wcrke^  l.  Il,  p.  4^9,  problèmes  12, 
13,  14,  cl  p.  r)()9,  probiriiic  .'). 

('j  <^)uan(l  d  est  la  droite  à  l'inliiii,  on  trouve,  comme  le  remarque  Steiocr,  If 
point  (U;  eoiilact  de  l'enveloppe  avee  une  quelconque. de  ses  tangentes  /  roninie  le 
poinl  fl'inlerserhon  de  ciM le  tansento  cl  dr  la  droite  (|ui  joinl  les  rentres  do  rour- 
hurc"  (\v  la  rniiil»'-  (",'',   .111  \    (\v\\\  pniiits  dont  riinion  a    menr    à    la    tangenl^  t  iW 
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2.  Réciprocité,  —  Les  deux  parties  du  problème  sont  évidem- 
ment réciproques  Tune  de  l'autre,  quand  on  échange  mutuelle- 
ment m  ei  n  dans  une  des  deux  parties.  Mais  il  est  curieux  que, 
même  en  conservant  les  notations  données,  Tordre  du  lieu  de  la 
première  partie  est  égal  à  la  classe  de  l'enveloppe  de  la  seconde 
partie.  En  effet,  le  nombre  des  points  d'intersection  du  lieu  de  la 
première  partie  et  de  la  droite  d  de  la  seconde  partie  indique 
précisément  le  nombre  des  points  P  de  rfqui  fournissent  une  tan- 
gente de  l'enveloppe  passant  par  le  point  O,  c'est-à-dire  la  classe 
de  l'enveloppe.  C'est  pour  cette  raison  que  nous  ne  nous  occupe- 
rons dans  la  solution  générale  que  de  la  première  partie  du  pro- 
blème. 

Nous  remarquons  que  l'échange  mutuel  de  m  et  n  dans  les  deux 
parties  à  la  fois  n'affecte  ni  l'ordre  du  lieu  ni  la  classe  de  l'enve- 
loppe. Mais  les  cas  particuliers  nous  montreront  qu'en  général  la 
classe  du  lieu  n'est  pas  égale  à  l'ordre  de  l'enveloppe,  de  manière 
que  l'échange  mutuel  de  m  et  n  comporte  celui  des  valeurs  de  ces 
deux  quantités. 

3.  Première  solution.  —  Soient 

(^  {Jig-  i)  la  courbe  donnée; 

A  un  des  n  points  d'intersection  de  la  transversale  /  par  O  et  de  la 

courbe  ; 
a  la  tangente  en  A  à  la  courbe  C; 
A|  le  point  d'intersection  de  la  tangente  a  et  d'une  droite  fixe 

quelconque  d\ 
Oi  un  point  fixe  de  cette  dernière  droite. 

Référons  la  transversale  /à  un  svstème  d'axes  rectangulaires  Ox 
et  Oy  à  origine  O  par  l'équation  y  =z  tx^  le  point  A,  au  point 
fixe  Oi  par  la  distance  0|  A|  =  5  et  cherchons  réquation/(^,  5)=:  o, 
qui  exprime  la  relation  de  dépendance  entre  t  et  z.  Parce  qu'une 


Tenveloppe.  On  a  donc,  pour  une  position  quelconque  de  la  droite  d^  une  con- 
slraction  analogue  où  les  deux  centres  de  courbure  sont  remplacés  par  des  quasi- 
centres  de  courbure  par  rapport  à  une  conique  absolue  qui  se  compose  de  deux 
points  situés  sur  la  droite  d.  Et  même  cette  remarque  peut  mener  à  une  con- 
struction de  la  tangente  en  un  point  donné  à  la  courbe,  chcrclicc  dans  la  première 
partie,  au  moyen  du  principe  de  dualité. 

Bull,  des  Sciences  mat/tcm.,  a-  série,  t.  \.  (Octobre  i8H(j.)  ij 
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même  transversale  /  procure  n  points  A|,  l'cqualion  y(^,  z)  =  o 
est  de  rordre  n  en  z\  parce  que  du  point  A|  on  peut  mener 
m  tangentes  à  la  courbe  C,  Téquation  est  de  l'ordre  m  en  t.  Donc 
celle  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

Ao5'»-f-  Ai^'»-*-!-. .  .-h  An-i^  •+■  A«=  o, 

où  les  coefficients  A  représentent  des  fonctions  algébriques  réelles 
et  entières  de  l'ordre  m  en  t.  Or  le  discriminant  de  cette  équation, 
c'est-à-dire  la  condition  que  celle  équation  en  z  ait  une  racine 

Fig.  I. 


double  (et  cette  condition  exprime  évidemment  en  général  qu'un 
des  points  du  lieu  cherché  se  Irouve  sur  d)  est,  comme  on  sait,  de 
l'ordre  a(n  —  i)  dans  les  coefficients  A,  c'est-à-dire  de  l'ordre 
2(/î  —  i)//i  eu  /;  il  y  a  donc  vt{n  —  i)m  transversales,  qui  donnent 
un  point  d'intersection  du  lieu  en  question  et  de  la  droite  rf,  do 
manière  que  le  nombre  de  ces  points  d'intersection  ou  l'ordre  du 
lieu  serait  '^.{/t  —  i)//?,  si  ce  nombre  ne  devait  pas  subir  des  cor- 
rections. 


i.    Srcondr  soin f ion.  —  D'un  autre  coté,  réquation/(^  ;)  =  <> 
peut  être  mise  sous  la  lorme 

où  les  eoeflieients  R  représentent  des  fonctions  algébriques  réelloî^ 
et  entières  de  l'ordre  //  en  :;.  Et  la  condition  que  cette  équation 
en  f  ait  une  racine  double  ^^ laquelle  condition  exprime  tout  aussi 
bien  qu'un  des  points  ilu  lieu  se  lrou\e  sur  la  droite  rf,  parce 
qu'elle  exprime  que  ileux  des  points  de  eontaet  des  tangentes  par 
un  même  point  de  la  droiti*  </  à  la  courbe  (l  sont  en  ligne  droite 
avec  O  »  est  de  l'ordre  n  nt  —  i  i  d«ui<  les  coeflieients  B  et  conlienl 
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donc  la  variable  3  à  la  puissance  2(m  —  i)/?,  de  manière  que 
Tordre  du  lieu  cherché  serait  2(m  —  i)n,  si  ce  nombre  ne  devait 
pas  subir  des  corrections. 

5.  Concordance  des  résultats.  —  En  général,  les  deux  résultats 
que  nous  venons  d'obtenir  ne  sont  pas  d'accord.  Cela  tient  à  ce 
que  nous  n'avons  pas  tenu  compte  des  solutions  impropres  des 
équations  dans  les  coefficients  A  et  dans  les  coefficients  B.  D'a- 
bord, parmi  les  racines  de  Téquation  de  Tordre  2(n  —  i)m  en  f  on 
trouve  les  m  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  tangentes  de  C 
par  O  et  parmi  les  racines  de  Téquation  de  Tordre  2(m  —  i)/i 
en  z  on  trouve  les  n  valeurs  de  z  qui  correspondent  aux  points 
d'intersection  de  C  et  de  la  droite  d.  Et  il  est  évident  que  ces 
deux  systèmes  de  valeurs  sont  également  à  rejeter.  Ensuite  chaque 
point  de  rebroussement  de  C  diminue  le  nombre  trouvé  dans  la 
première  solution  d'une  unité  et  chaque  point  d'inflexion  a  la 
même  influence  sur  le  nombre  trouvé  dans  la  seconde  solution.  Les 
deux  nombres  deviennent  donc  (a/i  —  3)m  —  ret(am  —  3)/i  —  e, 
quantités  évidemment  égales  en  vertu  de  la  relation  connue 
r  —  e  r=  3(/2  —  m)  de  Pliicker  entre  Tordre  /^,  la  classe  m,  le 
nombre  r  des  points  de  rebroussement  et  le  nombre  /  des  points 
d'inflexion. 

6.  Correction  Jinale  des  résultats  concordants.  —  L'ordre  du 
lieu  cherché  dans  la  première  partie  du  problème  n'est  que  la 
moitié  des  deux  nombres  égaux  trouvés  plus  haut.  En  eflet,  chaque 
racine  de  Téquation  dans  les  coefficients  A,  qui,  dénuée  des  fac- 
teurs impropres,  est  de  l'ordre  (2 /i  —  Z)m  —  r  en  ^,  est  racine 
double  de  cette  équation;  car,  suivant  le  caractère  spécial  de  la 
correspondance  entre  t  et  z^  la  supposition  qu'on  ait  deux  fois 
z=^  Zq  pour  t  =  to  amène  qu'on  a  deux  fois  t  =  to  pour  z  =  Zq, 
de  manière  que  dans  Téquation  deux  valeurs  égales  to  de  t  se 
rapportent  à  la  coïncidence  de  deux  valeurs  égales  -^o  de  z.  On 
trouve  donc  que  le  nombre  de  ces  racines  doubles  de  Téquation 
en  t,  qui  fournissent  des  points  du  lieu  situés  sur  la  droite  rf,  est 

représente  par  -^ ht  1  on  ucmontrc  de  la  même  ma- 
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nierc  que  la  seconde  solution  mené  an  nombre  égal  ^^ ('). 

7.  Réduction  de  l^ ordre  du  lieu  et  de  la  classe  de  V enve- 
loppe, —  Quand  la  courbe  donnée  C"^  passe  par  O,  la  tangente  t^ 
en  O  à  celle  courbe  fait  parlic  un  nombre  de  m  —  i  fois  du  lieu 
cherché,  parce  qu'on  peut  mener  par  un  point  quelconque  de  U 


(')  Voici  une  question  bien  évidente,  qui  montre  l'influence  de  celte  propriété 
caractéristique  de  ia  correspondance. 

Considérons  deux  coniques  C*  et  T,  situées  dans  un  nriéme  plan  et  rapportons 
les  points  P  de  C*  à  une  variable  /  et  les  tangentes  /  de  T,  à  une  variable  z  de 
manière  qu'à  un  point  P  de  C»  et  à  une  tangente  /  de  T,  corresponde  une  seule 
valeur  de  ^  et  de  s  et  réciproquement,  ce  qui  est  possible  d'après  la  génération 
des  coniques  par  faisceaux  de  rayons  projectifs  et  par  ponctuelles  projectives. 
Cela  posé,  la  condition  que  le  point  P  déterminé  par  /  se  trouve  sur  la  tangente/ 
déterminée  par  z  peut  être  mise  sous  les  deux  formes 

A.r-h  jA,/-f-  A,  -  o        et        B,-»+  3B,5  +  B,  =  o, 

où  les  A  sont  des  formes  algébriques  du  second  ordre  en  z  et  les  B  des  formes 
algébriques  du  second  ordre  en  /.  Ht,  dans  ce  cas  général,  la  condition 

A.A.-AÎ  =  o 

de  l'égalité  des  deux  racines  de  l'équation  en  /  se  rapporte  aux  tangentes  com- 
munes des  deux  coniques  qui  sont  distinctes  les  unes  des  autres,  tandis  que  la 
condition  B„Bj —  Bî=  o  de  l'égalité  des  deux  racines  de  l'équation  en  z  se  rap- 
porte aux  points  communs  des  deux  coniques  qui  également  sont  distinctes  les 
unes  des  autres.  Eh  bien,  (]uand  la  supposition  que  pour  /  =  ^^  on  a  deux  fois 
z  —  z^  amène  qu'on  a  deux  fois  /  ^  /,  pour  z  —  z^,  chaque  tangente  commune 
des  deux  coniques  tonrlic  ces  deux  courbes  au  même  point;  ce  qui  prouve  que 
dans  ce  cas  les  deux  coniques  ont  double  contact.  Mais  alors  les  deux  conditions 

n'admettent  que  des  racines  doubles,  etr. 

Dans  une  première  tentative  j)(»ur  déterminer  la  classe  de  l'enveloppe  {Gesam- 
melte  Werke,  t.  II,  p.  5><(|,  note),  Sleiner  trouva 

Cela  prouve  que  Stoiner  lui-même  a  eu  égard  à  la  réduction  en  question:  mai-, 
parce  qu'il  n'a  pas  fait  attention  aux  points  singuliers  de  la  courbe  CJi,  son  ré- 
sultat n'est  pas  général. 

Plusieurs  des  résultats  généraux  trouves  par  Steiner  dans  le  Mémoire  cèKbrf 
sur  les  courbes  à  centres  exigent  une  ariiplifiration  qui  se  rapporte  aux  point"' 
singuliers  de  la  cnurlu;  «nitilnab*  (\','„  . 


J 
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lin  nombre  de  m  —  i  tangentes  qui  diffèrent  de  /o-  Dans  ce  cas 

1  ordre  du  lieu  est  donc •  De  la  meiae  manière 

2 

on  trouve  que  la  classe  de  l'enveloppe  s^abaisse  à > 

quand  la  courbe  donnée  C^,  est  touchée  par  la  droite  d, 

8.  Particularités  du  lieu  et  de  V enveloppe  dans  le  cas  par- 
ticulier /i  =  3,  m  =  6  (*  ).  —  Le  lieu  C*  a  trois  points  triples  Q 
situés  sur  une  droite  q. 

Les  points  d'intersection  de  C*  et  de  la  courbe  donnée  G*  se 
composent  : 

1°  De  six  points  R  situés  sur  une  conique  r'\ 

2'*  De  si\  points  de  contact  situés  sur  une  conique  s^^  qui 
comptent  doublement  comme  point  d'intersection; 

3"  De  neuf  points  3T,  3U,  3V  situés  sur  trois  droites  ^,  m,  v. 

Les  coniques  r^  et  5^  ont  double  contact  sur  la  droite  q. 

Les  droites  y,  /,  w,  v  passent  par  un  même  point  W. 

Quand  le  point  O  se  déplace  le  long  d'une  droite  donnée  rf,  les 
droites  <jr,  /,  w,  v  enveloppent  quatre  coniques  ^^^  ^2^  ^^2^  ç2^  dont 
chacune  des  trois  dernières  touche  la  courbe  donnée  C  en  trois 
points. 

Le  lieu  G*,  qui  correspond  au  cas  d'une  courbe  donnée  G'  qui 
passe  par  O,  a  trois  points  doubles  situés  sur  G'  ;  quand  O  est  un 
point  d'inflexion  de  G',  la  courbe  G*  se  compose  d'une  droite 
simple  et  d'une  droite  triple. 

L'enveloppe  F»  a  six  tangentes  triples  q' ,  qui  forment  les  six 
côtés  d'un  quadrangle  complet  <I>. 

Les  tangentes  communes  de  F»  et  de  la  cubique  donnée  se  com- 
posent : 

1®  De  trois  tangentes  simplement  communes  ; 
2"  De  douze   tangentes   doublement   communes,    qui   passent 
quatre  à  quatre  par  trois  points  de  G^  en  ligne  droite; 
3"  De  neuf  tangentes  triplement  communes. 


(*)  Nous  surpassons  le  cas  simple  n  =  2,  où  le  lieu  n'est  autre  chose  que  la  po- 
laire du  point  O  et  l'enveloppe  le  pAIe  de  la  droite  d  par  rapport  à  la  conique. 

Ce  cas  bien  simple  montre  tout  de  suite  la  nécessité  de  la  correction  indiquée 
dans  l'article  5. 
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Quand  la  droite  d  tourne  autour  d'un  point  O',  les  sommets  du 
quadrangle  complet  <I>  engendrent  une  conique  et  les  côtés  enve- 
loppent une  courbe  de  la  sixième  classe. 

L'enveloppe  1%,  qui  correspond  à  une  tangente  rf  de  C',  a  trois 
tangentes  triples. 

L'enveloppe  Fs,  qui  correspond  à  une  tangente  d'inflexion  d 
de  C^,  n'a  qu'une  seule  tangente  triple. 

9.  Démonstration  des  particularités  du  lieu,  —  Nous  démon- 
trerons dans  ce  qui  suit  les  propriétés  intéressantes  du  lieu  C*  et 
de  l'enveloppe  Fq,  indiquées  pour  la  plus  grande  partie  par  Steiner 
quand  il  posait  le  problème  pour  le  cas  particulier  d'une  courbe 
donnée  CJ,  d'une  manière  tout  à  fait  indépendante  de  Fétude  du 
problème  généralisé.  En  ne  nous  occupant  tout  de  suite  que  du 
lieu,  nous  commencerons  par  l'exposé  d'une  déduction  nouvelle 
de  son  ordre. 

Quand  la  transversale  /  coupe  C^  en  trois  points  A,  dont  les 
tangentes  a  passent  par  un  même  point  A»,  elle  fait  partie  de  la 
première  polaire  du  point  A|,  de  manière  que  A|  se  trouve  sur  la 
droite  ])olaire  du  point  O  et  sur  la  courbe  bessienne  H'  de  C'. 
Donc  le  lieu  cbercbé  a  trois  points  triples  Q,  les  points  d'intersec- 
tion de  la  droite  j)olair(î  (j  du  point  O  et  de  la  bessienne  H^  de  O. 

Le  lieu  cbercbé  est  du. neuvième  ordre,  parce  que  la  droite^ 
n'en  (îonticnl  cpuî  les  trois  points  triples  Q.  En  effet,  la  première 
pohiiro  d'un  point  quelconque  de  //  passe  par  O,  ce  qui  prouve 
que  deux  de  ses  six  points  (Finterseclion  avec  C"*  ne  sauraient  se 
IrcMiNcr  <'n  li^ne  droite  avec  O  sans  qu'elle  dégénérât  en  deux 
droites.  J'.t  cela  arrive  seulement  (juand  le  point  de  q  se  trouve  sur 
la  bessienne. 

Parmi  les  points  (rinlersecllon  du  lieu  C^  et  de  la  cubique  don- 
née, les  six  |)oints  \\  sont  les  points  de  contact  des  tangentes deC^ 
(|ui  passent  par  O  et  les  six  points  S  sont  les  troisièmes  points 
eoninnins  à  (1*  et  à  ces  tanf;('ntes,  c'est-à-dire  que  les  six  points  S 
sont  les  points  tangentiels  des  six  points  11.  Cbaque  point  R  compte 
une  fois  |)armi  c(.'s  points  d'intersection,  parce  qu'il  est  le  point 
(Fintcisection  de  i\vu\  tan;i;('ntes  consécutives  de  (v*  et  que  le 
lieu  C*  touclie  en  ce  j)oint  la  première  polaire  du  point  O;  chaque 
j)oinl  S  compte  deux  fois   [)aruii   ces   points  d'intersection,  paae 


i 
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qu'il  est  le  point  d'intersection  de  la  tangente  s  en  S  avec  deux 
tangentes  consécutives  en  R.  Et,  tandis  que  les  six  points  R  sont 
sur  une  conique  r^,  la  première  polaire  du  point  O,  les  six  points 
S  sont  aussi  sur  une  conique  5^,  le  satellite  (conica  satellite  de 
M.  Cremona)  (*)  du  point  O.  Donc  les  coniques  r^  et  s^  se  tou- 
chent en  deux  points  situés  sur  la  droite  polaire  q  de  O,  de  ma- 
nière que  les  tangentes  communes  passent  par  O. 

La  position  d'un  autre  point  d'intersection  T  de  C®  et  de  C  est 
indiquée  dans  la  Jlg.  2;  un  tel  point  T  se  présente  donc  aussitôt 


que  la  transversale  /  passe  par  deux  points  conjugués  A  et  A',  dont 
les  tangentes  a  et  a'  se  rencontrent  sur  la  courbe.  Si  donc  nous 
considérons  la  courbe  G^  donnée  comme  la  hessienne  d'une  autre 

courbe  C  [et  l'on  sait  (-)  que  cela  est  possible  de  trois  manières, 
qui  correspondent  aux  trois  systèmes  de  points  conjugués  de  C'], 


(')  Cremo'ia,  Introduction  à  la  tfiéorie  géométrique  des  courbes  planes^ 
Chap.  ni,  §  22. 

Salmom,  Théorie  des  courbes  planes  d'ordre  supérieur. 

Voici  un  ihéorèmc  nouveau,  qui  découle  immédiatement  de  la  dcmoostration 
analytique  : 

Il  y  a  une  cubique  nouvelle  G'^  qui  touche  les  six  tangentes  par  O  à  G'  aua; 
points  d'intersection  de  ces  tangentes  avec  r»,  qui  diffèrent  des  points  R  ;  elle 
coupe  ces  tangentes  aux  points  d'intersection  de  ces  tangentes  avec  *',  qui 
diffèrent  des  points  S.  Cette  cubique  nouvelle  passe  par  les  trois  points  d'in- 
tersection de  G*  et  de  la  droite  q,  de  manière  que  les  six  autres  points  d'inter- 
section de  O  et  G'*  se  trouvent  sur  une  conique  w*.  Cette  conique  iv'  a  double 
contact  avec  r'  et  s'  sur  la  droite  q  et  un  des  six  rapports  anharmoniques  de 
/•*,  s'y  iv'  et  la  droite  q  comptée  doublement  est  3.  Et  l'homologie  involutive  à 
centre  O  et  à  axe  d'homologie  q,  qui  fait  correspondre  les  coniques  r',  *^,  w* 
à  elles-mêmes  transforme  O  en  C'^  et  réciproquement. 

Il  saute  aux  yeux  que  ce  théorème  d'origine  analytique  se  démontre  géométri- 
quement en  deux  mots,  quand  on  commence  par  la  fin. 
{')  Grlmoxa,  loc.  cit.,  §  23. 
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la  transversale  /  fait  partie  de  la  première  polaire  de  ï  par  rapport 

à  celle  de  ces  trois  cubiques  nouvelles  C'  pour  laquelle  les  points 
A  et  A'  sont  des  points  conjugués  de  la  hessienne  C*;  car  les  tan- 
gentes a  et  a'  de  la  hessienne  aux  points  conjugués  A  et  A' de 
cette  courbe  se  coupent  en  un  point  T  de  cette  courbe,  qui  est  con- 
jugué au  troisième  point  d'intersection  de  /et  de  cette  courbe,  de 

manière  que  la  première  polaire  de  T  par  rapport  à  la  courbe  C 
en  question  se  compose  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  /.  El 
cette  première  polaire  passe  par  A  et  A',  parce  que  af  est  la  droite 
polaire  de  A  et  a  la  droite  polaire  de  A'  par  rapport  à  la  courbe  C'. 
Donc  /  est  une  des  deux  droites  qui  forment  la  première  polaire 
de  T  par  rapport  à  C  Mais,  quand  O  est  un  point  de  la  première 
jH>laire  de  1\  T  est  sur  la  droite  polaire  de  O.  Donc  les  neuf  points 
d'intersection  restants  se  rangent  en  trois  groupes  de  trois  points 
on  ligue  droite  et  ces  trois  droites  /,  u.  c  sout  les  droites  polaires 
de  O  par  rapport  aux  trois  cubiques  nouvelles  C^. 

Les  trois  cubiques  C*,  dont  la  cubique  donnée  C*  est  la  hes- 
sienne^  appartiennent  à  un  même  faisceau  qui  contient  également 
lu  courbe  donnée  elU^mOme,  le  faisceau  s\zvgélJque  dont  les  neuf 
points  d'inllexion  de  C^  t'orment  la  base  •  '  ►.  Donc  les  droites  po- 
laires ♦/,  /,  «,  c  de  i^  par  rapport  à  ces  quatre  cubiques  passent 
par  u!i  mémo  point  \\  .  et  t|uand  O  se  déplace  le  long  d  une 
di>>ile  </  les  tIrvMles  y.  /,  //.  *'  en\olv»pprnt  des  coniques  //-,  /*, 
(i-.* -»  lt>  pv»lvHOïiique>  -  .io/p.ir  ra|»p*^rl  aux  quatre  cubiques. 
t-iMum**  la  pv'loconi'jue  «i  un»^^"  dn>it'?  <■/ par  rapport  à  une  cubique 
loucha*  Li  lio<<iomie  tu  lr»,>i<  pv>int>.  K  >  trois  coniques  /-,  «-,  s:- 
tvHioKcnl  la  oubique  vl-niti->;  en  Idms  pants. 

i^uatul  i^  se  IrouNo  sur  K\'  les  points  Je  contact  des  quatre  tan- 
genU's  vie  la  courbe  vjui  pjs^n at  par  O  sont  les  sommets  dun 
qu.utran^U'  C'^vp'-.t.  1  ii-,  i-^  t:  .  :>  points  diagonaux  se  trouveol 
>ur  îa  oourbc^  l.\  i.:>  :r  is  i-  :Us  O  ont  a\ec  O  le  même  point 
lançon :ie[.  çt.  c  :ii:ii-;  v'iJviîii  -ît  v^-es  trois  points  O  est  le  point 
viiutcr^-.v:  o:i  vio  J- .;\  î.v  >>  ri  r  jssrnt  par  deux  points  àc 
vv-iiiav!  .i:  <   :.:.»•-' t'  :j:'^    ■  '  —^    :-  *    *   r.»r  «  K  r>ciproquement  <^  e>l 


I  ■  » . -* .      .  .  :      '  .         .'   ^  :•>»'-:'    ':^ 
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point  d'intei-seclion  des  dpiix  droitrs  qui  passenl  par  deux 
^points  de  conlact  des  qiialre  ttingentes  dt-  (j'  par  un  quelconque 
trois  points  O';  en  d'autres  termes,  les  trois  points  O'  sont 
points  donblos  du  lien  0'  (*)  qui  correspond  au  point  O 
le  C".  Les  dour.e  points  d'intersection  de  cette  courbe  C  et  de  la 
xiliique  donni^e  sont  les  quatre  sommets  du  qnadrangle  complet 
mentionna,  les  trois  points  diag:ooau\  O' de  ce  quadrungle  comptés 
leux  fois  et  le  point  tangcnliel  de  O  compté  deux  fois. 

Quand  O  est  un  point  d'inilexion  de  la  cubique  donnée,  les 
angentes  menées  à  C'  «tix  points  d'intersection  avec  une  transver- 
nle  quelconque  par  O  se  coupL^nt  toujours  sur  une  même  droite, 
t  droite  barmonique  du  point  d'inflexion,  et  par  un  même  point 
le  cette  droite  passent  les  tangentes  à  C  aux  poiuts  d'intersection 
wec  trois  transversales.  Parce  que  la  coïncidence  de  la  transver- 
«de  /  avec  la  tangente  d'inflexion  ne  correspond  pas  à  un  seul 
toinl  du  lieu  cherclié,  mais  ù  celte  tangente  tout  enii/re,  le 
jeu  C*  correspondant  à  un  point  d'inflcvioo  se  rompo*r  de  la 
vngenle  d'inflexion  et  de  la  droite  harmonique  du  point  d'în- 
lexion,  la  dernière  droite  comptée  trois  fois. 

i(i.  Dêmonstrniion  lies  /"irlicutarilés  de  l'enveloppe.  — 
Chaque  point  d'intersection  do  la  droite  rf  et  de  la  hessienue  H', 
ayant  une  première  polaire  par  rapport  à  C  qui  dégénère  c» 
deux  droites,  donne  lieu  â  deux  tangentes  triples  de  l'enveloppe; 
car  cbaciine  des  deux  droiies,  dont  se  compose  celte  première  po- 
laire, est  trois  fols  droite  de  jonction  de  deux  points  de  contact  des 
tangentes  à  G',  qui  passent  par  le  poiot  d'intersection  de  H"  et 
il«  d.  L'enveloppe  possède  donc  six  tangentes  triples,  et  les  trois 
,pretnit>res  polaires  dégénérées  des  trois  points  d'intersection 
H*  et  de  d  passent  par  les  quatre  pûles  de  la  droite  d  par  rap- 

rt  à  C*,  e'est-i'i-dii-e  que  tes  six  tangentes  triples  de  l'enveloppe 
it  les  d'îles  d'un  quadrongle  complet  '!>  dont  les  qualrc  pôles 
l'es  d  sont  les  sommets. 

Par  un  quelconque  des  quatre  sommets  du  quadrangle  com- 
Ici  ♦,  on  ne  peut  tnener  à  l'enveloppe  d'autre  tuugenle  que  les 
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trois  tangentes  triples  que  nous  venons  de  trouver;  car  la  supposi- 
tion que  deux  des  six  points  de  contact  des  tangentes  de  C',  qui 
passent  par  un  autre  point  P  de  d,  soient  en  ligne  droite  avec  ce 
sommet,  qui,  comme  point  de  base  du  faisceau  des  premières  po- 
laires correspondant  aux  points  de  d  se  trouve  également  sur  la 
première  polaire  de  P,  ne  mène  qu'à  un  point  P  à  première  polaire 
dégénérée,  c'est-à-dire  à  un  des  trois  points  communs  à  H^  et  à  d. 
Donc  l'enveloppe  est  de  la  neuvième  classe. 

La  tangente  à  C'  en  un  point  d'intersection  P  de  C'  et  de  d  est 
tangente  à  Tcnveloppe,  parce  que  cette  droite  est  la  droite  de  jonc- 
tion des  points  de  contact  des  deux  tangentes  consécutives  de  C' 
au  point  P  considéré,  et  Ton  voit  tout  de  suite  que  cette  tangente 
ne  louche  pas  l'enveloppe  au  même  point  P;  car  le  remplacement 
de  C'  par  la  conique,  qui  a  au  point  P  avec  C'  le  contact  le  plus 
intime  possible  (et  ce  remplacement  ne  change  que  les  éléments 
de  C'  qui  n'ont  aucune  influence  sur  la  question  à  décider), 
montre  que  le  point  de  contact  de  la  tangente  en  question  et  de 
l'enveloppe  est  le  pôle  de  la  droite  d  par  rapport  à  la  conique 
remplaçante. 

La  tangente  à  C  en  un  des  douze  points  P',  dont  le  point  tan- 
gcnliel  se  trouve  sur  rf,  est  tangente  à  l'enveloppe  au  même 
point  P';  car  l'enveloppe  est  touchée  par  les  deux  droites  consé- 
cutives, (jui  joignent  le  point  P'  aux  deux  points  de  contact  consé- 
cutifs des  tangentes  par  P,  qui  coïncident  avec  la  tangente  en  P 
à  C•^  Ces  tan';cnles  coniplcnl  donc  doublement  parmi  les  tan- 
gentes communes  de  (^^  cl  de  Ty. 

La  tangente  à  (^^  en  un  point  d  inflexion  touche  1  enveloppe  au 
point  d'inflexion  même  et  compte  donc  pour  trois  tangentes  com- 
munes des  deux  courbes,  quoique  le  point  d'inflexion  n'en  repré- 
sente que  deux  points  communs.  Les  neuf  tangentes  d'inflexion 
de  C^  comptées  triplement  complètent  donc  le  svstème  des  cin- 
quante-quatre tangentes  communes  à  C**  et  à  l'enveloppe. 

Quand  d  tourne  autour  d'un  point  O'  les  sommets  du  quadrangle 
complet  0  engendrent  la  conique  qui  est  la  première  polaire  du 
point  O'  par  rapport  à  C'^;  et  les  cotés  de  ce  quadrangle  envelop- 
pent dans  ce  cas  la  courbe  de  Cayley  (  '  )  de  la  sixième  classe.  Si 


(')  Cremoma,  Introduction  à  la  théorie  géométrique  des  courbes  planes,^  V.. 
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la  droite  rf  louche  la  cubique  donnt^e  au  point  D  et  que  l'enveloppe 
proprement  dite  soit  de  la  septième  classe,  à  cause  de  la  suppression 
de  la  partie  impropre  qui  consiste  du  point  D  compté  deux  fois, 
ce  Ti  ne  possède  plus  que  trois  tang'entes  triples;  car  des  deux 
droites  qui  composent  la  première  polaire  d'un  quelconque  des 
trois  points  communs  à  H'  et  à  d,  celle  qui  passe  par  D  perd  son 
caractère  de  tangente  triple  à  cause  de  la  suppression  du  point  D 
compté  deux  fois,  etc.  Le  système  des  tangentes  communes  à  T,  et 
à  C*  se  compose  de  la  droite  d  comptée  une  fois,  des  quatre 
autres  tangentes  par  D  et  des  trois  tangentes  de  C^  qui,  comme  d, 
coupent  la  courbe  au  point  tangenliel  de  D,  ces  sept  tangentes 
comptées  deux  fois,  et  des  neuf  tangentes  d'inflexion  de  C^  comp- 
tées trois  fois. 

Quand  la  droite  d  est  tangente  d'inflexion  de  C,  le  point  d'in- 
flexion D  représente  le  point  de  contact  de  deux  des  six  tangentes, 
qu'on  peut  mener  à  C  par  un  point  quelconque  de  la  droite  d. 
Donc  on  aura  à  supprimer  deux  fois  deux  points  consécutifs  D  et 
l'enveloppe  proprement  dite  est  de  la  cinquième  classe.  Mais,  dans 
ce  cas,  la  droite  d  coupe  H'  en  deux  points  différents  de  D,  dont 
les  premières  polaires  par  rapport  à  C*  se  composent  de  droites 
par  D,  c'est-à-dire  de  droites  qui  ont  perdu  leur  propriété  de  tan- 
gente triple  de  l'enveloppe  ;  seulement  le  point  D  lui-même  mène 
à  une  tangente  triple  persistante  de  l'enveloppe  la  droite  harmo- 
nique du  point  d'inflexion  en  D,  et  les  trente  tangentes  communes 
à  C*  et  à  Fj  sont  les  trois  tangentes  de  C'  qui  coupent  C'  en  D 
comptées  deux  fois  et  les  huit  autres  tangentes  d'inQexîon  de  C 
comptées  trois  fois. 

Il,  Genre  du  lieu  C"  et  de  l'em-eloppe  r,,.  —  On  établit 
une  correspondance  point  par  point  entre  iV  et  le  lieu  C"  quand 
on  adjoint  à  chaque  point  P  de  C  le  point  d'intersection  P  des 
tangentes  à  C'  ans  deux  autres  points  d'intersection  de  C'  cl  de  la 
transversale  OP.  Donc  le  genre  du  lieu  C*  est  égal  à  celui  de  C, 
c'est-à-dire  l'unité. 

Une  courbe  du  neuvième  ordre,  dont  le  genre  est  l'unité,  doit 
avoir  -^  —  i ,  ou  a^  points  doubles.  Donc  le  lieu  C  possède  à 
KÙté  des  trois  points  triple»  Q  Mtoxe  dix-huit  points  doubles  or- 
L  dinaires;  et,  comme  WJBJÉÉMBMfcflBÎt.Poiiils  doubles  n'est 
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en  général  un  point  de  rebroussemeni,  les  formules  de  Plûcker 
nous  mènent  aux  caractéristiques  suivantes,  oùd  et  t  représentent 
le  nombre  des  points  doubles  et  des  tangentes  doubles 

L'enveloppe  Fq,  ne  possédant  d'autres  tangentes  multiples  que 
les  six  tangentes  triples,  est  du  genre  28-18  ou  dix;  donc  elle  a  les 
caractères  suivants  : 

/i  =  36(M,         m  =  9,        </=5o4,         «  =  i8,         r=8i,         t  =  o. 

Nous  remarquons  que  les  points  S  sont  des  points  d'inflexion 
de  C*  et  les  douze  points  de  C'  dont  les  points  tangentiels  se 
trouvent  sur  d  des  points  de  rebroussement  de  F^. 

12.  Indices  des  séries  de  courbes  C*  e^  F7.  —  Cherchons  les 
indices  de  la  série  des  courbes  C*  qui  correspondent  aux  diflerents 
points  O  de  C,  c'est-à-dire  le  nombre  p  de  ces  courbes  qui  pas- 
sent par  un  point  donné  et  le  nombre  o- de  ces  courbes  qui  touchent 
une  droite  donnée. 

Quand  la  courbe  C*  du  point  O  de  C  passe  par  le  point 
donné  P,  le  point  O  est  le  troisième  point  d'intersection  de  C'  et 
d'une  des  quinze  droites  de  jonction  de  deux  des  six  points  de 
contact  des  laiigenles  de  C'^  par  P.  Donc  p  =  i5. 

()uand  la  courbe  C*  du  point  O  de  G'  touche  la  droite  don- 
née (I^  le  point  O  est  sur  renveloppc  Fg  qui  correspond  à  la 
(Iroile  (I.  Kii  général,  il  y  a  donc  autant  de  courbes  G*  qui  touchent 
la  droite  d  (ju'il  y  a  de  points  d'inlerscclion  de  G'  et  de  Tenve- 
loppe  Fy  correspondant  à  d.  Mais  le  système  total  des  cent-huit 
points  communs  à  ces  deux  courbes  contient  plusieurs  groupes  de 
solutions  impropres.  D'abord  les  points  d'inflexion  de  C^,  qui  v 
(igurent  deux  fois,  ne  sont  pas  des  points  O  dont  les  courbes  C* 
touchent  la  droite  rf  de  la  manière  ordinaire,  ces  courbes  se  com- 
posant d'une  droite  simple  et  d'une  droite  triple;  ensuite  les  neuf 
points  conjugués  aux  points  d'intersection  de  G"*  et  de  d  niènenl 
à  des  courbes  G*  qui  ont  un  point  double  sur  la  droite  d.  Déplu?, 


O  !>onc  \r  douif  df  Slfinfr  par   rapport   à  l'exactitude  du  résultat  n  -  %  t^^ 
disMpf  {Gfsammette  Werke.  t.  II.  p.  53^). 
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les  douze  poinls  de  C,  que  nous  avons  reconnus  comme  des 
points  de  rebroussement  de  l'enveloppe  Fg  correspondant  à  rf, 
diminuent  le  nombre  des  solutions  de  vingt-quatre,  parce  qu'ils 
figurent  deux  fois  parmi  les  cent-huit  points  d'intersection  et  que 
leurs  courbes  C*  ne  touchent  pas  du  tout  la  droite  d\  et  enfin  les 
points  de  contact  des  tangentes  de  C^  qui  passent  par  le  point  d'in- 
tersection de  d  avec  une  des  tangentes  d'inflexion  de  C,  sans 
qu'elles  coïncident  avec  cette  tangente  d'inflexion,  se  trouvent 
sur  Fq  comme  point  d'intersection  de  deux  tangentes  consécutives 
de  Fenveloppe  coïncidées  avec  la  droite  qui  joint  ce  point  au  point 
d'inflexion,  sans  que  leurs  courbes  C4  touchent  la  droite  d.  Donc 
le  nombre  des  courbes  C*  qui  touchent  la  droite  d  de  la  manière 
ordinaire  est 

108  — 18  —  9  —  i\  —  36    ou    21. 
Donc 

ff  =  2l(»). 

Procédons  à  la  série  des  enveloppes  V^  qui  correspondent  aux 
tangentes  t  de  C^. 

Quand  l'enveloppe  F7,  qui  correspond  à  la  tangente  t  de  C, 
passe  par  le  point  donné  O,  cette  tangente  t  est  tangente  com- 
mune à  C'  et  à  la  courbe  C°  correspondant  au  point  O.  Mais  le 
système  des  cent-huit  tangentes  communes  à  ces  deux  courbes  Go 
et  C«8  contient  un  groupe  de  solutions  impropres;  car  ce  système 
admet  deux  fois  les  tangentes  à  C  aux  six  points  S  qui  mènent  à 
des  enveloppes  F7  qui  ne  passent  pas  par  O.  Donc  p  =  96. 

Quand  l'enveloppe  F7,  qui  correspond  à  la  tangente  t  de  C^, 
touche  la  droite  donnée  rf,  la  tangente  t  passe  par  un  des  trois 
points  d'intersection  des  tangentes  à  G'  aux  points  d'intersection 
de  G'  et  de  rf,  ces  tangentes  prises  deux  à  deux.  Gela  prouve  im- 
médiatement que  (T  =  1 2. 

Nousp  remarquons  qu'il  y  a  225  courbes  G®  qui  passent  par  deux 
points  donnés  et  i44  courbes  Fg  qui  touchent  deux  droites  don- 
nées. 


(')  Stciner  trouve  a  =  3o*  {Gesammelte  Werke,  t.  II,  p.  490)'  Cela  tient  à  ce 
qu'il  ne  fait  pas  attention  au  contact  extraordinaire  des  neuf  courbes  C%  dont  un 
des  trois  points  doubles  se  trouve  sur  la  droite  d  (on  compare  Gesammelte 
Werke.  t.  II,  p.  538). 
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13.  Remarques  finales,  —  Nous  finissons  noire  petite  étude 
par  quelques  remarques  sur  les  probJèmes.  Il  est  évident  que 
Steiner  les  a  rencontrés  en  rédigeant  son  Mémoire  célèbre  sur  les 
courbes  à  centre.  En  effet,  ce  Mémoire  contient  la  solution  de  plu- 
sieurs problèmes  de  la  même  série  qui  s'y  rattachent.  Ainsi  la  ca- 
ractéristique de  la  conique  E  des  problèmes  4,  7,  8  de  la  série  est 
révélée  dans  ce  Mémoire,  de  date  postérieure  (*),  comme  la  polo- 
conique  de  la  droite  à  l'infini  par  rapport  à  C'.  Le  problème  IS 
s'occupe  du  lieu  des  centres  des  cubiques  qui  passent  par  six  points 
donnés,  comme  on  l'aperçoit  plus  tard  (2)^  nous  l'avons  généralisé 
ailleurs  (').  Le  problème  16  s'occupe  du  lieu  des  points  de  rebrous- 
sement  des  cubiques  passant  par  six  points  et  le  problème  17  du 
lieu  des  points  doubles  des  cubiques  passant  par  sept  points 
donnés. 

Voici  une  généralisation  du  problème  17  : 

Le  lieu  des  points  multiples  d^ ordre  n  —  i  des  courbes  C",  qui 
passent  par  a/i+i  points  donnés^  est  une  courbe  de  tordre 
n{n  —  i),  dont  les  2/1  -h  1  points  donnés  sont  des  points  mul- 
tiples de  l'ordre  n  —  i . 

23  février  i88(). 


(»)  Jacob  Steiner' s  Gesammelte  Werke,  t.  II,  p.  53 1. 

(»)  Ibid.,  5o8,  §  7. 

(')  Bulletin  de  la  Société  Matheniatiijue  de  France,  l.  \,  p.  ->>o,  où  adroite 

est  imprimé  ^—  (/?i  -h  i). . .  au  lieu  de   --   (m  -r  3). . . . 

Nous  signalons  en  même  temps  les  eorrertions  suivantes  dans  une  petite  rom- 
munieation  insérée  dans  le  même  tome.  Les  deux  théorèmes  {e)  el  {g)  de  1<» 
page  223  doivent  être  eorri;.;és  «le  la    manière  suivante  : 

(e)  La  parabole  qui  a  en  un  point  donné  un  contact  du  troisième  ordre  ma' 
une  hyperbole  équilatère  donnée  a,  ete. 
{g)  Construire  la  directrice  et  les  foyers  de  la  parabole,  qui  a  ////.  (le. 
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NOTE  SUR  LA  MÉTHODE  DES  TANGENTES  DE  ROBERVAL  ; 

Par  m.  DEWULF. 

On  donne  une  droite  Ox,  un  point  fixe  O  sur  cette  droite  et 
un  autre  point  fixe  F  en  dehors  de  cette  droite.  Par  le  point  F 
on  trace  une  droite  quelconque  qui  coupe  la  droite  Ox  en  m; 
puis  on  porte  sur  F  m,  de  part  et  d'autre  du  point  m,  une  lon- 
gueur égale  à  mO  :  on  obtient  ainsi  deux  points  M  et  M'  dont  le 
lieu  géométrique  est  une  focale  de  Quetelet. 

Il  est  facile  de  tracer  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  de  ses 
points  M  en  appliquant  la  méthode  de  Roberval.  Le  but  de  cette 
Note  est  de  démontrer  que  cette  construction  permet  de  prouver 
que  le  point  F  est  un  foyer  de  la  courbe. 

Représentons  la  vitesse  du  point  m,  sur  Oo:,  par  /;iO. 


La  vitesse  du  point  M,  sur  la  droite  F  m,  est  évidemment  égale 
à  la  somme  des  vitesses  du  point  m  sur  ce  même  rayon  et  sur  Ox; 
elle  est  donc  égale  à  Mm  -h  mK  ou  MK,  K  étant  la  projection  du 
point  O  sur  F  m,  La  vitesse  normale  à  F  m  du  point  m  est  m^  (voir 
la  figure);  donc  la  vitesse  normale  à  F  m  du  point  M  est  MM^. 


„  \rr  .!••  '«'•""*,  "!1ZZ^'  cherchée.  ^„ 

•^^'f  ,:  » Jon-^tr"'»""  *\Zl^V.  étant  ^-<^^;',    .  prendreVm- 
■:  ;  "^^'•»^  '  '''■  ^Tn  d    OM  avec  ce-  P^f^/oF.  co...e 

„,,r.l.o««  '<  *'"  r\c  r'"^  ^'       J  OH'  a^'«*^  *''^\'      point 

'^       ,,  ao»«W<-^   *^'        Vnfini  ^-'    'V»«*'      ...  en  ces  poinl*- ^^' 

ï- -r:::  ;::  >:  ::^- ^^^^  "  '"■•°' 
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IONaRU  de  VINCI.  —  Makcscdits  B  bt  D  db  u  Bibliotiièqdb  de  l'Is- 
[  BTiTCT,  publiés  en  fac-similés  (procédé  Arosa)  avec  transcription  littorale, 
r  traduction  francaiso,  préface  et  lalile  méthodiquo  par  M.  Cliarle.t  RavaUtaii- 
I  MaUien.  Taris,  A.  Qaantin,  i8S3,  in-folio. 


H  esl  inutile  de  renouveler,  à  propos  du  second  Volume  des 
jniiscrits  de  Léonard  de  Vinci,  les  éloges  que  mérite  à  tous 
irds  cette  magninquc  publication  et  dont  nous  avons  payé  le 
jpstc  tribut  en  parlant  du  Manuscrit  A  (');  qu'il  nous  suffise 
donc  de  dire  que  ce  Dotivcau  Volume  est  encore  plus  intéressant 
que  le  premier. 

Des  deu\  maunscrîts  qu'il  reproduit,  le  second  (lo  folios)  est 
un  Traité  presque  achevé  {De  l'œil)  qui,  dans  la  pensée  de 
I^onard,  <Ievait  sans  doute  former  une  partie  intégrante  de  son 
rand  Ouvrage  Sur  la  Peinture;  le  premier  (8.^  folios)  n'est  au 
ootraire,  comme  le  manuscrit  A,  qu'un  recueil  de  noies  et  de 
wquis;  mais  ce  recueil  est  beaucoup  mieux  lié  et  présente  des 
BsemMes  beaucoup  plus  complets,  notamment  en  ce  qui  concerne 
Architecture  el  le  Génie  militaire. 

J'ai  remarqué  que,  dans  A,  on  ne  trouverait  pas  une  seule  cita- 
;  tout  an  contraire,  dans  B  et  particulièrement  pour  ce  qui 
Duche  à  l'histoire  des  armes  offensives,  non  seulement  Léonard 
lîte  plusieurs  fois  des  auteurs  anciens,  mais  encore  il  fait  montre 
l'une  singulière  érudition  que  je  dois,  pour  le  moment,  me  con- 
tnler  de  signaler,  mais  qui  mériterait  d'être  l'objet  d'une  étude 
ipprofondie. 

Sans  doute,  cette  érudition  parait  souvent  bien  peu  sûre;  il 
l^en  serait  pas  moins  intéressant  de  déterminer,  s'il  était  possible, 
I  quelles  sources  elle  était  puisée  en  réalité,  quelle  part  de  fan- 
Ûsie  le  grand  artiste  a  pu  y  mêler,  quelle  valeur  traditionnelle  on 
«ut,  au  contraire,  attribuer  à  certaines  de  ses  affirmations,  qui 
ie  s'appuienl  sur  aucun  témoignage  connu  :  par  exemple,  à  celle 


(■)  Voir  le  numi!ro  du  Bulletin  de  jaa*î«r  18B6,  p.  iJ. 

Sidl.  dea  Setencet  mathém.,  i'  adrlc,  \.  X.  (NovcmLic  iSâtJ.) 
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qui  donne  on  canon  &  vapeur  (architonitro)  comme  inventé  par 
Archimède  et  comnie  lançant  à  six  atades  (plus  d'un  kilomètre) 
un  poids  d'un  uUbt(96''i). 

Celle  énidiiioQ,  toute  spéciale,  il  est  vrai,  est  d'autant  plus 
étrange  que  l'on  ue  peut  se  diasiniuler  qu'une  forte  t-ducation  avait 
manqiii^  à  Léonard.  Si,  par  suite  de  cette  circonstance,  ses  idées 
n^ont  été  que  plus  indépendantes  et  son  originalité  plus  marquée, 
il  faut  aussi  avouer  que  son  génie  qui,  au  premier  abord,  apparaît 
comme  si  complet,  n'en  présentait  pas  moins  des  lacunes  sen- 
sibles. 

La  publication  intégrale  de  ses  cahiers  de  notes,  pour  indispen- 
sable qu'elle  soit,  est  certainement  plut6t  de  nature  à  affaiblir 
qu'A  renforcer  l'auréole  dont  qd  se  platt  &  l'entourer,  je  ne  dis  pas 
en  tant  qu'artiste  ou  ingénieur,  mais  en  tant  que  théoricien  pré- 
curseur des  grands  savants  du  xvii*  siècle.  On  pouvait  le  prévoir; 
qui  donc  voudrait  de  nos  jours  voir  sa  future  renommée  soumise 
i  une  pareille  épreuve?  qui  consentirait  à  voir  ainsi  publier  ses 
brouillons  de  notes,  avec  leurs  erreurs  matérielles,  à  voir  mettre 
an  grand  jour  les  éléments  inféconds  de  recherches  vainement 
poursuivies  et  qui  ne  pouvaient  aboutir? 

Tant  qu'on  s'est  borné  à  extraire  des  manuscrits  de  I^éonard 
quelques  rares  aperçus  de  génie,  quelques  sentences  d'une  em- 
preinte moderne,  l'illusion  était  possible;  aujourd'hui,  elle  doit 
s'évanouir.  Pour  la  théorie,  Léonard  est  bien  un  homme  de  son 
temps;  si  puissant  remueur  d'idées  qu'il  soit,  il  s'attache  plus 
souvent  encore  à  l'erreur  qu'à  la  vérité,  et  en  tout  cas  il  n'arrive 
guère  à  donner  à  sa  pensée  ni  à  son  langage  une  précision  scienti- 
fique. S'il  essaye  de  définir  la  force,  par  exemple,  ce  sera  dans  le 
jargon  métaphysique  qu'on  parlait  alors  (  '  ).  11  sait  bien  que  toul 
a  sa  raison  nécessaire  et  doit  trouver  son  explication;  mais  il 
ignore  l'art  de  faire  une  démonstration  rigoureuse,  et,  s'il  sent  la 


(')  Fol.  63,  R.  —  0  Je  dia  que  la  force  est  une  puissance  spîritaelle,  incorpo- 
relle, invisible,  qui,  avec  une  courle  ïie,  se  cause  dans  les  corps  qui,  par  uM 
violence  accidentelle,  se  trouvent  hun  de  leur  ilrt  cl  repos  naturels.  J'ai  dit  : 
spirituelle,  parce  que  dans  celle  force  il  y  a  une  vie  active;  incorporelle,  parce 
que  le  corps  où  elle  nall  ne  croît  ni  en  poids  ni  en  forme;  de  peu  de  vie,  parce 
que  iDujoars  elle  désire  vaincre  sa  cause,  et,  celle-là  vaincue,  se  tue.  > 
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isité  de  recourir  à  l'cxpéricDcc,  il  ne  sait  guère  Ja  conduire  ni 
I  véritables  conclusions.  En  somme,  ce  qu'il  a  de 
remarquable,  c'est  bien  moins  la  rectitude  que  l'indépendance 
I  idées. 

Ë  le  terrain  de  la  pratique,  Léonard  doploie,  au  contraire, 

Kéniosité  tout  à  fait  exceptionnelle  et  fait  preuve  d'un  acquis 

cliercheurelunlrouveur;  néanmoins,  nombre 

inveulions  ue  soat  évidemment  susceptibles  d'aucune  réali- 

A  son  rare  talent  s'est  souvent  dépensé  en  pure  perle. 

hreiix  cllcr  comme  exemple  que  ses  recherches  relatives  à 

rulante,  qui  occupent  de  nombreuses  pages  du  ma- 

i-MoUien,  je 


I  Quoique  paraisse  en  penser  M.  R: 


!OÎr  que  la  poursuite  d'une  chimère  par  les  moyens  les 
ktioabtes  et  en  partant  du  principe  le  plus  faux;  car 
I  de  celte  machine  se  réduit  en  fait  au  tour  de  force  du 
■nncbhauscn  qui,  comme  on  sait,  s'enlevait  de  terre  en 
pies  cheveux. 

Kmple  surfit  pour  montrer  ce  qu'on  peut  s'attendre  à 
iomme  Mécanique  théorique  dans  les  manuscrits  de 
etence  n'existe  pas,  et  ce  n'est  nullement  à  lui  qu'il 
S'en  élever  une  assise  inébranlable. 

}  nous  le  montre  surtout  préoccupé,  dans  ce  do- 
fBndre  deux  questions  : 

ot  varie  l'efTet  du  choc  (mesuré  par  l'enfoncement 
tnin  de  résistance  uniforme)  d'un  corps  pesant  tombant 
9  ou  d'un  projectile  lancé  avec  une  même 
rcutes  distances  du  point  de  départ?  quelle  est  l'in- 
|riu-mc  du  projectile? 

i  nièce  de  bois,  soit  AB,  inclinée,  repose  par  une  de 
R  £  sur  le  sol,  s'appuie  par  l'autre  A  sur  un  mur, 
diargc  en  B  et  la  poussée  en  A? 

pier  point,  Léonard  indique  les  expériences  à  faire, 
\  aucun  résultat;  sur  le  second,  il  donne  une  solu- 
sur  une  expérience  insuffisante,  là  sur  un  rai- 
.  D'après  cette  solution,  il  faut  prendre,  comme 
I  poids  <le  la  poutre  diminuée  d'une  longueur  égale 
a&  projection  horizontale. 
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En  regard  d'une  insuffisance  aussi  palpable  de  conDaissances 
théoriques,  les  dispositions  pratiques  des  mécanismes  dessinés 
par  Léonard  n'en  sont  que  plus  remarquables;  il  est  vrai  que 
toute  la  mécanique  de  rantîquité  présente  les  mêmes  caractères. 

Mais  c'est  un  sujet  qu'il  serait  hors  de  propos  d'aborder  ici  ;  je 
n'ai  pas  non  plus  à  faire  de  remarques  nouvelles  à  propos  des  con- 
naissances géométriques  de  Léonard,  le  manuscrit  B  n'offrant 
guère  que  quelques  constructions  exactes  ou  approximatives  de 
polygones  réguliers,  analogues  à  celles  du  manuscrit  A. 

Je  me  bornerai  donc  désormais  aux  observations  suivantes  : 
M.  Ravaisson-Mollien  a  ajouté  à  son  Volume  un  errata  considé- 
rable, indiquant  nombre  de  corrections  à  apporter  soit  aux  leçons, 
soit  à  la  traduction  tant  du  premier  manuscrit  que  des  deux  autres 
dont  la  publication  a  suivi.  Il  est  clair  que,  dans  un  travail  aussi 
ardu  que  celui  qu'il  a  entrepris,  les  fautes  sont  inévitables,  et  loin 
de  lui  en  faire  un  reproche,  on  ne  peut  que  le  louer  de  la  con- 
science avec  laquelle  il  essaye  de  les  corriger.  Il  ne  faut  pas  se  dissi- 
muler, toutefois,  que  la  parfaite  correction  exigera  encore  des 
efforts  longs  et  répétés,  et  que  le  travail  d'un  seul  sera  impuissant 
pour  l'atteindre  pleinement.  Mais  ce  n'est  pas  un  des  moindres 
attraits  de  la  publication  telle  qu'elle  est  poursuivie,  que  de  per- 
mettre à  chacun  de  formuler  ses  conjectures  sur  la  Leçon  à  adopter, 
sur  le  sens  à  donner  aux  passages  souvent  énigmatiques  des  noies 
de  Léonard  de  Vinci. 

Voici  quelques  corrections  nouvelles  que  j'indiquerai,  pour  ma 
part,  après  une  lecture  rapide  : 

Fol.  8,  Vferso.  —  (l.  5)  Saetta  che  non  si  po  trare  se  là  piaca 
(?  pianla?)  non  e  cresciuta. 

Je  lirais  piaga  et  traduirais  \  flèche  qui  ne  peut  se  retirer  sans 
agrandir  la  plaie;  traduction  en  parfait  accord  avec  la  figure 
donnée  au  projectile. 

FoL  14,  verso.  —  Français  (I.  lo)  :  u  remettre  le  feu  à  ».  Lire: 
«  rattacher  )>  (rapicare). 

Fol.  24,  verso.  —  Français  (I.  12  suiv.).  —  Dans  la  descrip- 
tion du  canon  se  chargeant  par  la  culasse,  la  rocc/ia  est  évidem- 
ment, d'après  la  figure,  une   lanterne  d'engrenage  ayant  le  même 
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ae  que  ta  culasse.  Les  fuseaux  de  cette  lanterne  sont  actionnés 

e  vis  sans  fin  transversale,  tandis  que  là  culasse,  qui  fait 
|Dr[)s  avec  la  lanterne,  s'adapte  au  canon  par  un  pas  de  vis,  comme 

S  fermetures  modernes. 

Pol.  39,  recto,  1.  7,  «  una  urte  «,  on  lit  :  «  sur  le  ».  —  Traduire  : 
des  navires  qui  te  tiendraient  quelque  port  assiégé  ". 

Fol,  48,  recto.  —  Français  (I.  5).  —  Traduire  :  "  Parce  que 
quelqu^uu  qui  voudrait  prendre  une  tour  en  mer  fera  qu'un  de 
ses  (îdèlcs  se  mette  au  service  du  châLelain  et  que  quand  [cefi- 
déle]  montera  fa  garde,  il  tirera  aux  créneaux  l'échelle  de 
orde  "...,  de  mâine  fol.  5o,  recto.  —  Français  (1.  6,  7)  «  et 
land  il  sera  de  garde,  il  tirera  en  haut,  avec  ledit  fil,  une  licellc 
ui  lui  sera  donnée  par  celui  qui  escalade  n. 

Fol.  66,  recio  (ligne  dernière).  —  Le  "  gietto  di  scarpa  »  est  le 
ruil  àa  mur.  P.  T. 


,-G.  ZECTHES.  —  Dis  Lerhë  von  dkx  Kegelscunitten  iu  Altbutduu, 

erstcr  Ilalbbacd.  Cupenbague,  Andr.  Fred.  Ilii^t  and  Solin,   188G,  in-8", 


Ce  Volume  est  la  première  Partie  de  la  traduction  allemande, 
ilte,  sous  la  direclion  de  l'auteur,  par  K.  von  Fischer-Benzon, 
'un  Ouvrage  considérohle  que  M.  Zeulhen  a  publié,  l'année  der- 
iëre,  eo  danois,  sur  la  théorie  des  sections  coniques  dans  Tunti- 
[aité. 

Le  travail  du  savant  professeur  de  l'Universilé  de  Copenhague 
ira  époque,  et  ce  n'est  pas  assez  de  dire,  pour  le  louer,  qu'il  y  a 
mgtemps  que  le  sujet  qu'il  a  choisi  a  donné  lieu  h  une  élude  aussi 
ri^inaie;  il  faut  reconnaître  que  jusqu'alors  l'Iiisloirc  des  co- 
iques  dans  l'antiquité  était  incomprise,  et  que  M.  Zcullien.  nun 
talement  en  donne  lu  clef,  mais  nous  guide  de  façon  à  ne  plus 
DUS  laisser  nous  égarer. 

Il  sera  donc  impossîMe,  d'ici  longtemps,  de  parler  ifcs  coniques 
kos  l'antiquité  sans  avoir  eu  recours  ù  ce  Livre  ma^^istrul;  qu'il 
le  soil  permis  dç  le  dire  d'aulaul  plus  hauleuient  que  ce  u  est  pas 
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d*aujourd'hui  que  moi-même  je  me  suis  rendu  compte  de  l'insuf- 
(isance  complète  des  expositions  qui  ont  été  faites  jusqu'à  présent 
sur  cette  matière  et  que  je  me  proposais  de  l'aborder  après  avoir 
terminé  la  série  d'articles  que  j'ai  entrepris  dans  le  Bulletin  sur 
la  Géométrie  élémentaire.  Je  puis  avoir  dès  lors  quelque  scru- 
pule à  affirmer  la  parfaite  justesse  des  vues  de  M.  Zeuthen,  soit 
dans  l'ensemble,  soit  dans  le  détail  (car  ses  vues  se  trouvent  être 
exactement  les  miennes);  mais,  en  tout  cas,  je  dois  m'incliner  de- 
vant la  profondeur  de  ses  recherches  et  devant  l'importance  des 
résultats  auxquels  il  est  parvenu,  surtout  en  ce  qui  concerne  la 
comparaison  avec  les  théories  modernes. 

Je  ne  puis,  bien  entendu,  donner  ici  qu'un  aperçu  très  incom- 
plet sur  le  Volume  qui  vient  de  paraître;  il  comprend  treize  Sec- 
tions (la  quatorzième  ne  sera  complétée  que  dans  le  fascicule  sui- 
vant) que  je  vais  rapidement  passer  en  revue. 

I.  Prémisses  et  moyens  employés;  proportions  et  algèbre 
géométrique.  —  L'étude  élémentaire  des  coniques  se  fait  aujour- 
d'hui à  l'aide  d'artifices  spéciaux  qui  suppléent  à  l'emploi  de  sys- 
tèmes coordonnés  :  le  point  de  départ  des  anciens  était  tout  diffé- 
rent; sans  posséder  d'ailleurs  aucune  langue  de  signes,  analogue 
à  notre  Algèbre,  ils  n'en  avaient  pas  moins  des  procédés  très  com- 
plels  pour  représenter  gcomctriquemcnt  les  quantités  en  général, 
ainsi  que  les  opérations  effectuées  sur  ces  quantités.  Dès  le  temps 
d'Euclide,  cette  algèbre  géométri(|uc  était  assez  développée  pour 
remplacer  complètement  nos  notations,  tant  qu'il  ne  s'agissait  pas 
d'expressions  supérieures  au  second  degré,  les  produits  étant,  en 
principe,  représentés  par  des  surfaces.  II  était  donc  loisible  aux 
anciens  d'employer  immédiatement  pour  l'étude  des  coniques  des 
systèmes  coordonnés,  comme  nous  le  faisons  en  Géométrie  ana- 
lytique, et  c'est  ainsi  (ju'ils  ont  procédé  de  fait. 

M.  Zeuthen  expose  très  complètement  et  très  clairement  les 
principes  et  les  règles  de  cette  algèbre  géométrique,  en  insistant 
sur  ce  point  qu'au  point  de  vue  pratique,  et  tant  qu'on  reste  dans 
les  limites  de  la  théorie  des  coniques,  ces  procédés  ne  sont  nulle- 
ment inférieurs  aux  nôtres,  comme  commodité  et  rapidité,  soit 
dans  l'enseignement  oral,  soit  pour  le  travail  personnel;  mais,  s'il 
s'agit  d'une  exposition  écrite,  elle  sera   beaucoup  plus  longue  et 
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Ifeaucoup  moins  claire,  pur  suite  de  la  nécessité  de  se  repuricr 
iOnstammcnt  de  IV'crit  aiiic  lellres  de  la  figure.  C'est  là  la  raison 
[ui  nous  rend  insoutenable,  par  exemple,  la  lecture  des  démon- 
Irations  d'Apollonius;  ]iour  les  comprendre  vraiment  daus  leur 
tssence,  il  faut  les  refaire  sur  la  figure  senle,  après  sV'tre  cxerc»!  à 
|l  pratique  des  règles  restituées  par  M.  Zeuthen. 

II.  Définition  plan! métrique  des  sections  coniques.  Forme  de 
définition  chez  Archiméde.  —  Delà  dL-Iinilion  des  coniques 
e  sections  planes  d'un  cdne  (supposées,  à  l'origine,  faites  anus 
i^rtaines  conditions),  les  anciens,  d^s  le  début  de  leurs  études, 
lonl  immédiatement  passifs  ù  une  définition  planimétrique,  c'est- 
iirc  H  une  véritable  équation  de  Géométrie  anal;ytii|uc  à  deux 
bniensions.  Dès  a vnnt  Apollonius,  chez  Arc liimède,  nous  irouvons 
telle  équation  correspondani  à  un  système  de  directions  conjuguées 
buelconques,  et,  quoique  Arclumède  désigne  les  trois  coniques 
s  sections  de  cûne  osygone,  orlliogone  on  amblygone  (c'esl- 
k-dire  comme  si  elles  étaient  supposées  faites  perpendîculaire- 
h  une  génératrice  d'un  cône  droit  donné),  il  n'ignore 
ptdlemeot  que  les  sections  obliques  ù  la  génératrice  jouissent 
ibsolument  des  mêmes  propriétés,  au  moins  lorsque  leur  plan 
Ht  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  du  cûne.  Ses  connaissances 
(ans  la  théorie  des  coniques  sont  d'ailleurs  très  étendues,  et,  sî  on 
S  compare  avec  les  théorèmes  d'Apollonius,  on  reste  absolument 
lonvaincu  que  ce  dernier  n'est  nullement  le  créateur  de  cette 
li^orie,  ui  comme  fond,  ni  comme  (orme;  que  dans  les  quatre 
u-emîers  Livres  de  ses  coniques,  il  est  à  peine  plus  original  qu'Eu- 
tlide  n*a  dû  l'élre  dans  ses  Eléments.  La  même  conclusion  s"im- 
Kise  d'ailleurs  à  la  lecture  des  préfaces  d'Apollonius;  il  a  simple- 
llcnt  refait  les  quatre  Livres  des  coniques  d'Kuclide,  sans  changer 
I  méthode,  mais  en  généralisant  les  théorèmes;  pour  les  derniers 
Ijivres  d'Apollonius,  la  question  est  au  contraire  tout  à  fait  dilTé- 
fenle;  là  il  a  ouvert  de  nouveaux  horizons  et  s'est  montré  vérita- 
blemenl  créateur. 


.  Le  premier  Li 
pc  la  part  de  iM.  Zciilli 
kipal  but  de  montrer  la  raison  de  l'ordi 


des  coniques  d'Apollonius 
ilysc  détaillée,  qui  i 


esl  l'objel 
pour  |)iiii 
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la  porléc  des  théorèmes  successifs.  C'est  un  commentaire  indispen- 
sable pour  qui  voudrait  étudier  directement  Apollonius,  mais  dans 
le  détail  duquel  je  ne  puis  mallieureusement  entrer,  quelque  inté- 
ressant qu'il  soit.  Je  rappelle  seulement  qu'il  s'agit  dans  ce  Livre 
d'établir  que  les  coniques  obtenues  en  coupant  d'une  manière 
quelconque  un  cône  oblique  sont  identiques  avec  celles  qu'on  ob- 
tient par  la  section  d'un  cône  droit.  C'est  dans  cette  thèse  que 
consiste  la  principale  généralisation  apportée  par  Apollonius  ;  mais, 
je  le  répète,  il  n'y  arrive  que  par  des  moyens  bien  connus  de  ses 
précurseurs. 

Une  autre  importante  généralisation  qui  paraît  due  également  à 
Apollonius  est  la  considération  des  deux  branches  de  l'hyperbole 
comme  formant  un  tout  auquel  on  peut  appliquer,  sous  certaines 
modifications,  les  théorèmes  établis  pour  l'ellipse  ou  pour  une 
seule  branche.  Une  preuve  de  la  nouveauté  de  cette  considération 
est  qu'Apollonius,  qui  a  d'ailleurs,  comme  on  sait,  employé  le 
premier  les  noms  d'ellipse,  parabole  et  hyperbole,  réserve  ce 
dernier  mot  pour  désigner  une  seule  branche,  et  qu'il  dit  sections 
opposées,  alors  que  nous  disons  simplement  hyperbole, 

IV.  Transformation  des  équations  des  caniques;  change- 
ments de  coordonnées. —  Ce  Chapitre  est  des  plus  importants  pour 
l'intelligence  des  procédés  de  l'analyse  des  anciens.  M.  Zeuthen 
montre,  sur  des  exemples  empruntés  à  Apollonius,  avec  quelle  faci- 
lité l'Algèbre  géométrique  se  prèle  aux  changements  de  coordon- 
nées. 11  l'étudié  particulièrement  pour  le  passage  de  l'équation  au 
sommet  à  Tcquation  au  centre  et  pour  le  passage  d'un  système  de 
diamètres  conjugués  à  un  autre. 

V.  Deuxième  Li^'re  d^ Apollonius.  —  Ce  Livre,  consacré  à  la 
liaison  de  la  théorie  des  diamètres  conjugués  avec  celle  des  asym- 
ptotes, est  aussi  soigneusemenl  analysé  que  le  premier;  il  en  est 
de  même  du  : 

VI.  Troisième  Livre  d^  Apollonius  y  en  excluant  toutefois  le 
groupe  de  théorèmes  relatifs  aux  foyers,  groupe  dont  l'examen  est 
différé.  M.  Zculhcn  met  en  lumière  le  caractère  général  des  re- 
cherches du  géomètre  de  Pcrgcj    II  montre  dans  Apollonius  le 


\ 


COMPTKS  KENDUS  ET  ANALYSES.  aO; 

b^orâmc  dit  de  Alewton  (')  el  j  étudie  la  théorie  des  polaires, 
UDsi  que  la  productioD  des  coniques  par  des  faisceaux  projeclifs. 

Vil.  Le  lieu  à  trois  ou  quatre  droiles.  —  Avec  noire  symbo- 
lisme algébrique,  la  Tormc  générale  de  l'équalioD  des  coniques  cor- 
■  tespond  surtout  à  IV'quatioa  complète  du  second  degré  entre  deux 
■AOordoDiiées  cartésiennes.  Quoique  les  anciens  eussent  également 
\\  traiter  en  fait  cette  équation,  le  problème  se  posait  autrement 
■pour  eux,  eu  égard  à  la  mobilité  de  leurs  coordonnées. 

Soient  x,  y,  z,    u   les  distances  d'un   point  mobile  à  quatre 
ïiles  fixes  ;  le  lieu  à  quatre  droites  défini  par  la  relation 


(présentait  pour  eux  la  définition  la  plus  générale  ('). 
'  M.  Zcuthen  a  résolu  l'énigme  que  présente  à  ce  sujet  la  Préface 
4u  Livre  lij  d'Apollonius,  où  celui-ci  déclare  que  ce  lieu  ne  pou- 
jusqu'à  lui,  être  traité  que  partiellement.  Le  géomètre 
igrcc  n'a  pas  traité  de  fait  ce  problème,  qui  devait  rentrer  dans 
le  cadre  des  Lieux  solides  d'Aristée  el  non  pas  apparicnir  aux 
Coniques  proprement  dîtes;  mais  il  a  exposé  tous  les  théorèmes 
nécessaires  pour  la  discussion  complète  de  tous  les  cas,  et  il  res- 
sort de  l'ensemble  de  ces  théorèmes  que  la  grande  difficulté  venait 
;de  ce  que  ses  précurseurs  n'avaient  pas  considéré  la  seconde 
"ibranche  de  l'hyperbole. 

Le  savant  professeur  de  Copenhague  restitue  très  heureusement 
la  marche  générale  de  la  solution  du  problème  chey.  les  anciens; 
ii  examine  d'abord  le  cas  des  trois  droites,  puis  celui  où  les  quatre 
droites  forment  un  trapèze;  eolin  : 


VIIL  Le  lieu  à  quatre  droites  (suilc);  liaison  avec  lespo 


(']  Si  d'un   poiul  arbitraire  7.   un    mène  auiTant 
droites  sur  lesquelles   une  cuaii|ue   intercepte   les 

j^— -T.j   est  constant,   Ncwlnu  n'a  nullement  douai  ci 
de  hii;  M.  Zculhen  r4ppelk  PoUnzsalt. 
(')  Pour  le  lieu  A  iroii  diuiies,  il  faut  supjiuiier  x  = 
K  de  deux  lies  druilcs  ùxa. 
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d^Euclidc.  Il  arrive  ainsi  au  cas  géDéral.  Il  montre  comment  la  so- 
lution avait  pu  être  obtenue  de  la  sorte  dès  Aristée,  et  comment 
elle  restait  toutefois  incomplète  avant  le  trait  de  génie  d'Apollo- 
nius. 

En  rapprochant  de  cette  solution  ce  que  Ton  connaît  des  Po- 
rismes  d'Ëuclide,  il  arrive  à  conclure  que  le  but  réel  de  cet  Ou- 
vrage était  d'ouvrir  la  voie  à  une  théorie  des  coniques  plus  élevée 
que  l'ordinaire,  et  que,  sans  avoir  formé  le  concept  général  de 
projectivité,  Euclide  connaissait  parfaitement  la  génération  des 
coniques  par  des  faisceaux  projeclifs. 

Suit  une  discussion  très  substantielle  sur  l'origine  et  l'histoire 
du  mot  porisme^  que  la  conclusion  précédente  éclaire  d'un  jour 
tout  nouveau. 

IX.  Détermination  d\ine  section  conique  par  cinq  points; 
quatrième  Livre  des  Coniques  d* Apollonius;  son  Livre  de  la 
section  déterminée,  —  Si  ici  M.  Zeuthen  n'analyse  pas  le  qua- 
trième Livre  des  coniques  avec  le  même  détail  que  pour  les  pré- 
cédents, ce  Chapitre  n'en  est  pas  moins  des  plus  importants;  on 
y  touche  du  doigt  les  difficultés  qui  se  présentaient  avec  les  mé- 
thodes anciennes  pour  la  solution  complète  du  problème  dont  il 
s'agit,  et  l'on  y  voit  en  même  temps  comment  le  Livre  perdu 
d'Apollonius  sur  la  section  déterminée  devait  correspondre  à  la 
théorie  moderne  de  Finvolution  dans  les  mêmes  conditions  que  les 
porismes  d'Euclide  correspondaient  à  la  théorie  de  la  projectivité. 

X.  Sur  la  délcrmination  des  lieux  solides.  —  Examen  de  la 
marche  suivie  par  les  anciens  pour  la  discussion  des  dilTcrenle» 
formes  de  l'équation  du  second  degré  en  coordonnées  rectangu- 
laires ou  obliques.  Le  théorème  fondamental  sur  les  foyers  et 
les  directrices  était  connu.  Retour  au  problème  du  lieu  à  quatre 
droites;  démonstration  de  la  thèse  énoncée,  que  ce  problème 
avait  ])Our  les  Grecs  la  même  signification  (jue  possède  pour  nous 
la  détermination  d'une  conique  par  une  équation  du  second  degré. 
Comparaison  avec  les  méthodes  modernes. 

XI.  Problèmes  solides.  —  Ce  nom  a  dû  être  originairement 
donné  au\  problèmes  déterminés  concernant  les  solides  et  con- 
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,  natiirellemCDt  dès  lors  à  une  équation  du  troisième  degré, 
on  parvint  à  résoudre  ces  problèmes  avec  les  coniques,  le 
sens  originaire  du  mot  se  perdit  et  l'on  entendit  eu  gt^néral  par 
solû/es  les  problèmes  pouvant  être  résolaa  avec  les  courlies  pro- 
vensnt  de  la  section  plane  du  eûne. 

La  considération  des  coniques  pour  ces  problèmes  avait  d'nil- 
iJeurs  une  importance  philAt  théorique  que  pratique;  car,  en  fait, 
dans  la  plupart  des  cas,  on  pouvait  obtenir  graphiquement  la  so- 
lution par  des  procédés  beaucoup  plus  commodes  que  te  tracé 


^el  de 


coniques 


.Mais 


rurbes  étaient  celles  qui 


prêtaient  le  mieu\  à  la  discussion  des  problèmes,  et  qui  pouvaient 

mie  mieux  permettre  de  déterminer  les  conditions  nécessaires  à 

Ijl'exiKtence  d'une,  deux  ou  trois  solutions,  de  résoudre  enfin  les 

oroblèmes  de  maximum  et  de  minimum  qui  se  présentaient  acces- 

|loirement  relativement  à  ces  conditions. 

M.  Zeuthen  montre  comment  procédaient  les  anciens,  et  il 
Hétudie  particulièrement  les  méthodes  d'Archimède.  Le  géomètre 
fie  Syracuse  était  en  mesure  de  discuter  facilement  une  équation 
Pdu  troisième  degré  à  une  inconnue,  en  la  ramenant  à  èlre  privée 
Bidu  terme  du  premier  degré.  Ce  procédé  pouvait  d'ailleurs  être 
bdéjà  conau  avant  lui;  en  tout  cas,  la  théorie  dont  on  a  fait  hon- 
neur aux  Arabes  appartient  sans  conteste  aux  Grecs. 

L'examen  des  autres  solutions  de  problèmes  analogues  qui  nous 
l<«nt  élé  conservées  et  un  aperçu  très  suggestif  sur  l'histoire  du  dé- 
Uloppemenl  de  la  théorie  terminent  le  Chapitre. 


I  XIL  Problèmes  solides  (suite);    intercalations  {ivjzv.:^).  — 

Hprès  les  solutions  théoriques,  M.  Zeuthen  parle  des  solutions 

ratïqucs  et  notamment  dclavEOT*.;,  intercalât  ion  entre  deux  lignes 


hccs   d'une   droite  de  longueur  donnée,    passant 


1  pomt 


l4onDé.  Il  montre  que  ce  procédé,  qui  permet  des  constructions 
Ijjraphiques  au  moyeu  d'un  tâtonnement  facile,  remonte  presque  A 
l'origine  de  la  Géométrie;  il  en  indique  les  diverses  applications 
■ft  s'étend  sur  la  théorie  qui  en  fut  faîte,  ainsi  que  sur  la  fa^'on  de 
I  discuter  les  problèmes  solides  en  employant  cette  méthode. 


XIII.  Problèmes  solides  (suite);  cirtf/utème  Livre  d'Apol- 
ioniits.  —  Le  cinquième  Livre  des  Coniques,  où  Apollonius  traite 
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le  problème  de  mener  une  normale  à  une  conique  par  un  point 
extérieur,  est  sans  contredit  la  plus  brillante  application  qui  ait  été 
faite  dans  Tantiquité  de  la  méthode  de  solution  des  équations  du 
troisième  degré  par  l'intersection  des  coniques.  Lorsqu'on  voit 
Apollonius  arriver,  en  définissant  simplement  les  normales  comme 
lignes  de  longueur  minima,  à  déterminer  effectivement  leur  en- 
veloppe pour  les  coniques,  on  ne  peut  se  refuser  à  reconnaître 
la  pleine  justesse  de  l'expression  d^  Algèbre  géométrique  appliquée 
à  l'ensemble  des  procédés  transmis  au  géomètre  de  Perge  par  ses 
précurseurs  et  développés  par  lui. 

Si  tout  autre  que  M.  Zeuthen  pouvait  non  seulement  inventer, 
mais  encore  justifier  de  la  sorte  cette  expression,  à  lui  seul  appa^ 
tient,  en  tout  cas,  l'honneur  d'avoir  restitué  et  exactement  précisé 
les  méthodes  qu'elle  doit  désigner,  d'avoir  en  môme  temps  marqué 
leurs  avantages,  leurs  inconvénients  et  leurs  limites. 

Il  faut  bien  reconnaître  avec  lui  que  du  moment  où  la  figura- 
tion n'est  plus  possible,  c'est-à-dire  où  l'on  dépasse  le  troisième 
degré,  l'algèbre  géométrique  des  anciens  ne  peut  plus  servir;  ou 
bien  il  faudrait  la  transformer  complètement  pour  la  rapprocher 
de  notre  Algèbre  :  elle  perdrait  alors  le  caractère  qu'elle  a  tou- 
jours conservé. 

Son  principal  défaut  est  le  manque  du  concept  des  quantités 
négatives;  d'où  la  multiplicité  des  cas  dans  chaque  théorème  un 
peu  général.  Mais  il  est  évidemment  possible  de  corriger  ce  dé- 
faut. 

Le  Livre  de  M.  Zculiien  est,  en  somme,  moins  un  livre  d'histoire, 
qu'un  véritable  Traité  exposant  une  ancienne  méthode  qu'il  a  re- 
trouvée. Or  il  est  certain  (ju'avec  (juclques  modifications  cette  mé- 
thode pourrait  être  encore  reprise  pour  l'élude  des  coniques  et  ap- 
pliquée non  dans  les  expositions  écrites,  mais  dans  l'enseignement 
oral  et  pour  les  recherches  personnelles.  11  y  a  là  une  manière  d'exer- 
cer rintelligence  qui  n'est  pas  à  dédaigner,  si  le  but  de  l'enseigne- 
ment des  Mathémati(jues  pour  la  majorité  des  élèves  doit  être  non 
pas  d'apprendre  telle  ou  telle  théorie  d'après  telle  méthode  déter- 
minée, mais  bien  d'habituer  à  raisonner  suivant  les  méthodes  les 
plus  diverses. 

M,  Zeulhea  s'est  exercé  lui-même  assez  longtemps  pour  arrivtT 
à  pénétrer  tous  les  secrets  des  procédés  anciens;   mais  il  n'avait 
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pas  (1g  guide  et,  comme  il  l'indique  lui-même,  il  a  perdu  du  temps 
dans  divers  essais  infructueus.  Avec  son. livre,  il  est  au  contraire 
facile  d'arriver  rapidement  à  une  habitude  de  ces  procédés,  sufll- 

tnle  pour  trouver  à  leur  emploi  un  intérêt  riîel.  Je  ne  puis  que 
uhailcr  de  voir  les  jeunes  géomètres  s'y  essayer  sèricuscmeni. 
Piui.  Tahheby. 

M.   AIJ.iBHET.  —   ItECHEnCHES  CHROmtOCIQUES  SCB  LES    FASTES   DE  LA  RÉ- 

PLBUQUE  Romaine  et  slh  l'ancien  cai-endrieh  de   Nima  Poupilils.   Lu 

.  i  l'Académie  des  Scîeaces,  ficlles-Leltros  et  Arts  de  Lyoïi,  dans  la  séance 
L  du  16  mai  1881.  Lyon,  Association  lypognipliique,  i885.  Gr.  in-B",  1S8  p. 

I  Sur  le  calendrier  romain,  avant  la  réforme  de  Jules  César,  ou 
iBe  possède  que  des  documents  vagues,  confus  et  contradictoires, 
eu  desquels  on  démêle  à  peu  près  ce  qui  suit.  Ce  calendrier 
Kétait  réglé  par  les  pontifes  d'uprès  un  système  passalilemeul  bi- 
■  ^rrc  et  compliqué,  qu'on  attribuait  au  roi  Nuuia  et  qui  laissait 
d'ailleurs  une  certaine  part  à  l'arbitraire.  La  durée  normale  de 
inée  était  environ  celle  d'une  année  lunaire,  divisée  en  douze 
15  de  vingt  neuf  et  trente  et  un  jours;  les  pontifes  semblent 
ir  eu  la  faculté  de  clioisir  au  commencement  de  chaque  moi.s  et 
Câ«  proclamer  aux  calendes  lequel  de  ces  deux  nombres  de  jours 
T'devuil  Être  adopté.  Ils  fixaient  à  cet  effet  ù  quatre  ou  à  sis  jours 
[des  calendes  les  noncs,  c'est-à-dire  le  huilicnio  jour  avant  les  ■ 
pides,  lesqueUes  devaient  être,  à  leur  tour,  le  dis-septième  jour 
tàvant  les  calendes  suivantes  (*).  En  outre,  ils  avaient  à  décider 
Ewr  une  intercalation  d'un  mois  supplémentaire  {le  mcrcedînus), 
li^ui  se  faisait  ordinairement  tous  les  deux  ans,  mais  en  tout  cas 
lavant  mars  et  en  supprimant  les  derniers  jours  de  février,  de 
n  que  l'année  fût  augmentée  de  vingt-deux  ou  vingt-trois  jours. 
Il  est  clair  qu'une  année  réglée  de  la  sorte  ne  pouvait  être,  à 
broprement  parler,  ni  lunaire  ni  solaire,  et  l'opinion  générale  est 


n  lies  deux  ternies;  les  Romains,  c 
I  dis'ance  des  l<tcs  aux  calendes  su 
iiois  du  calendrier  de  Jiiles  Cfisar. 
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que  le  calendrier  romain,  en  suite  des  désordres  amenés  par  l'a- 
veuglement de  la  routine  et  les  conflits  politiques,  se  trouvait 
depuis  très  longtemps  dans  une  confusion  indigne  d'un  grand 
peuple,  lorsque  Jules  César  se  décida  à  le  réformer. 

M.  Allégret,  dans  un  Mémoire  où  il  a  condensé  les  résultats  de 
longues  et  fastidieuses  recherches,  propose,  comme  clef  du  sys- 
tème, une  explication  simple  et  plausible  à  tous  égards.  L'année 
de  Numa  aurait  en  réalité  été  lunaire,  sauf  cette  particularité  que 
la  pleine  Lune  pouvait  se  déplacer  dans  un  intervalle  de  huit 
jours,  des  ides  aux  nones.  L'intercalation  du  mercedinus  rendait 
d'ailleurs  cette  année  lunisolaire,  en  se  faisant  de  manière  à  main- 
tenir l'équinoxe  du  printemps  aussi  près  que  possible  des  ides 
d'avril.  Le  reste  des  prescriptions  que  nous  connaissons  a  un  ca- 
ractère religieux  traditionnel;  mais  elles  ne  s'opposent  pas  à  ce 
que  le  problème  relativement  facile,  que  les  pontifes  avaient  à  ré- 
soudre, n'ait  été  soumis  à  des  méthodes  rationnelles  et  plus  ou 
moins  précises. 

A  la  vérité,  nous  ignorons  ces  méthodes,  et  nous  ne  pouvons 
rien  présumer  sur  elles  que  d'après  les  résultats  de  leur  application; 
mais  M.  Allégret  s'est  attaché  à  prouver,  en  recueillant  tous  les 
synchronismes  qu'il  a  pu  trouver  chez  les  historiens,  que,  depuis 
l'origine  de  la  République  jusqu'au  commencement  de  la  guerre 
civile  entre  César  et  Pompée,  le  calendrier  romain  a  toujours  été 
aussi  convenablement  réglé  que  possible.  Les  vingt-six  faits  ainsi 
rapprochés  sont  loin  d'être  également  probants,  mais  la  thèse  gé- 
nérale n'en  ressort  pas  moins  démontrée  de  cet  ensemble.  Les 
adulateurs  de  César  ont  certainement  exagéré,  outre  toute  mesure, 
la  confusion  antérieure  à  la  réforme  julienne;  ils  l'ont  imputée 
aux  pontifes,  alors  qu'elle  a  été  causée  accidentellement  et,  tout  à 
fait  en  dernier  lieu,  précisément  par  la  guerre  civile;  les  historiens 
ont  depuis  unanimement  répété  ces  mensonges  :  il  était  réservée 
M.  Allégret  de  détruire  cette  erreur  séculaire. 

Mais  là  ne  se  borne  pas  le  travail  du  savant  professeur  de  la 
Faculté  de  Lyon,  et  malheureusement  le  reste  n'est  pas  à  la 
hauteur  de  la  partie  que  je  viens  d'analyser. 

Tout  d'abord,  à  côté  des  synchronismes  indiquant  la  saison  ou 
l'ûge  de  la  Lune  pour  telle  date  du  calendrier  romain,  il  a  naturel- 
lement rencontré  un  certain   nombre  d'éclipsés,  et  il  a  été  amené 
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H  discuter  les  idcnlifî calions  déjà  Faites  avec  telle  ou  IpIIc  (éclipse 

du    CaUlogue    de    Piiigrt'.    U   en    a    rejeté   plusieurs    et   propo3(! 

ijiiel(|itC5  nouvelles. 

H     Quel  que  snil  l'inlér^l  de  cette  partie  du  Mémoire,  M.  Allégret 

■h  considère  sans  doute  lui-m^ine  plulAt  comme  un  recueil  de  ina- 

^  fériaux  que  comme  une  œuvre  dérinitive.  Ce  n'est  pas  d'aujour- 

d'hui  que  l'importance  chronologique  des  éclipses  est  reconnue, 

cl  les  historiens  ont  à  peu  près  tiré  du  Catalogue  de  Pingre  tout  le 

I  parti  possible.  Sans  doute,  il  y  a  encore  bien  des  pointt  incertains 

.  l'on  s'est  peut-être  trop  allacbé  aux  fastes  consulaires,  dont 

{pinsulBsance  n'est  pas  à  démontrer,   maïs,  et  tes  historiens  ne 

S'ignorent  pas,  le  Catalogue  de  Pingre  est  lui-même  insuffisant  et 

I  calculs  faits  au  siècle  dernier  n'ont  pas  eu  général  assez  de  rî- 

[ueur  pour  que  la  discussion  puisse  aboutir. 

Au  point  où  se  trouve  la  chronologie  actuellement,  la  première 
ifaose  à  faire  sérail  de  recommencer  le  Catalogue  des  éclipses  vi- 
■wblcs  dans  le  monde  ancien  pendant  les  périodes    historiques. 
L'immensité  du  travail  â  accomplir  peut  sembler  décourageante; 
laîs,  quand  ou  réfléchit  aux  avantages  qu'en  retireraient  non  seule- 
I  ment  rUisloIre,  maïs  encore  l'Astronomie,  on  ne  peut  s'empêcher 
de  dire  que  c'ast  là  une  œuvre  que  devraient  provoquer  de  préfé- 
rence les  Académies  et  les  Gouvernements.  D'ailleurs  le  travail 
peut  se  partager,  il  est  seulement  essentiel  qu'il  soit  fait  sur  un 
nême  plan  et  avec  les  mêmes  éléments  ('). 

J'insiste  d'ailleurs  sur  ce  point  que  ce  travail  doit  comprendre 
lootes  les  éclipses  et  qu'on  ne  peut  désormais  aboutir  à  aucun 
"Ogres,  en  s'attachant,  comme  on  l'a  fait  depuis  Pingre,  à  quel- 
Vit|iie  éclipse  particulière  et  en  employant  tantôt  une  valeur,  tantôt 
me  autre,  pour  les  éléments  sur  lesquels  subsiste  encore  quel- 
que Incertitude.  C'est  seulement  par  des  études  d'ensemble  compa- 
Mlives  que  l'on  pourra  juger  du  degré  d'exactitude  de  la  théorie 
iptuelle,  et  non  pas  en  s'appuyant  sur  des  documents  isolés. 
I   Un  témoignage  historique  n'a  pas  le  caractère  d'une  observation 


(•)  M.  All6grel,  dans  un  Mémoire  prtcfdcnt,  Utilité  det  périodes  dans  le  cal- 
%t dtt  éelipiei  {lUémoirctde  l'Académie  de  Lyon,  Si^cliuD  di^  Sciencrs,  t.  \XV} 
;  1*011$,  lur  les  procèdes  i  suivre  |Hjur  currijiiT  le  lr;iï.)il  de  l'iagnî,  des 
l  dont  il  ï  auMiil  lira  de  tenir  comitle. 
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astronomique,  qui,  quoique  unique,  peut  suffire,  pourvu  qu'elle 
soit  bonne.  Fût-il  aussi  circonstancié,  aussi  précis  que  possible, 
il  reste  toujours  soumis  à  quelques  doutes,  et  en  voici  une  raison 
spéciale,  à  laquelle  on  n'a  guère  fait  attention  jusqu'ici. 

Les  anciens,  eux  aussi,  connaissaient  parfaitement  Timportance 
des  éclipses  pour  la  chronologie;  eux  aussi,  ils  se  sont  servis  de 
Tables  calculées  pour  le  passé,  on  au  moins  réduites  d'après  les 
observations  réelles  des  Chaldéens. 

Mais  n'ont-ils  pas  pu  se  tromper,  tout  aussi  bien  que  les  mo- 
dernes? S'ils  donnent  l'heure  du  commencement  et  de  la  fin,  le 
font-ils  d'après  la  tradition  ou  d'après  des  Tables  inexactes  dans 
une  mesure  que  nous  ne  pouvons  connaître^  pour  la  période 
entre  Ilipparque  et  Ptolémée?  Enfin  à  quel  calendrier  appartient 
en  réalité  le  jour  qu'ils  fixent?  Autant  de  questions  aussi  embar- 
rassantes pour  l'astronome  que  pour  le  chronologiste. 

Je  reviens  à  M.  Allégret,  pour  m'arrôter  à  une  des  questions 
qu'il  examine  le  plus  complètement  et  sur  laquelle  il  se  prononce 
avec  le  plus  d'assurance.  Elle  a  d'ailleurs  une  importance  capitale 
pour  Tobjct  principal  de  son  étude. 

On  fixe  d'ordinaire  le  passage  du  Rubicon  au  commencement 
de  l'année  49  avant  J.-C.  Il  y  eut,  après  la  fuite  de  Pompée,  une 
éclipse  de  Soleil  qui,  pour  M.  Allégret,  est  celle  du  7  mars  5i. 
Pour  retrouver  les  deux  ans  de  différence  avec  le  compte  ordinaire, 
il  essaye  de  démontrer  :  1°  qu'on  a  raccourci  d'un  an  la  durée  des 
événements  depuis  le  commencement  de  la  guerre  civile  jusqu'à 
la  mort  de  César  ;  2*^  que  celle-ci  est  placée  un  an  trop  tôt  et  que, 
par  conséquent,  la  prcniière  année  du  calendrier  julien  est  46  et 
non  45  avant  J.-C. 

Sur  le  premier  point,  les  nombreux  témoignages  qu'il  a  réunis 
forment  un  ensemble  digne  au  moins  d'être  pris  en  sérieuse  con- 
sldéralion,  quoique  aucun  d'eux  ne  puisse  être  regardé  comme  dé- 
cisif. Mais  sur  le  second,  il  m'est  impossible  d'adopter  son  opinion, 
et  cela  pour  un  motif  fort  simple. 

11  est  certain,  en  effet,  que  Tan  45  avant  J.-C.  a  été  bissextile. 
Or  il  est  absolument  contraire  au  principe  même  de  l'intercalation 
qu'elle  ait  été  faite  la  seconde  année  du  cycle  de  quatre  ans.  Les 
chronologistes  ont  déjà  eu  assez  de  mal  à  expliquer  comment  elle 
a  pu  être  faite  la  première;  cependant  la  solution  de  cette  diffi- 
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Pcollc,  telle  que  Unnckh  l'a  donnt^e,  est  fort  simple.  L'année  reli- 

■  ^ietise   des    Romains   commcnçail   en   mars:    la  pieniièrc  année 

Julienne  iJnil   dune  i'Xn:  compléc  de  mars  45  ù   li-vrirr  44-  Mais 

;   annïîe   similaire,   dans  le  cycle,  suit  un  lévrier  bissextile; 

l'année  civile,  cjni  a  ouvert  le  nouveau  calendrier,  devait  dès  lors 

Etre  naturellement  construite  sur  le  mémo  tvpe  et,  par  suite,  se 

Birouver  intercalaire. 

La  démonslralion  que  M.  AUégret  essaye  de  donner  pour  sa 
^tii6se  est  loin  d'aillenrs  d'f^trc  satisfaisante. 

Il  s'appuie  sur  un  passage  liien  connu  de  Censoriiius,  passage 
l4|iiî  est  un  des  principaux  éléments  pour  la  fixation  du  commence- 
Btneiit  du  calendrier  julien.  Au  moment  0(1  Censorinus  écrivait,  on 
l-coniptait  la  gSti"  année  de  Nabonassar,  la  267'  année  d'Auguste 
i'après  le  compte  des  Egyptiens,  la  a6ii'  année  d'après  le  compte 
(des  Romains,  enfin  la  aSS*  année  julienne. 

La  986"  année  de  Nabonassar,  parfaitement  assurée  d'après  le 
Kcanon  de  Plolémée,  a  couru  du  .^5  juin  julien  338  au  ^4  j>iii>  sSg. 
■Il  s'ensuit  di-s  lors  que  la  première  année  julienne  est,  soit  44, 
■«oit  45  avant  J.-C. 

Mais,  d'après  Ploltméc,  la  première  année  d'Auguste  suivant 
es  Égyptiens  a  commencé  au  3i  aol^t  de  l'an  So  et  coïncide  avec 
fîa  719*  de  Nabonassar  et  non  avec  la  730°,  comme  il  le  faudrait 
'après  la  correspondance  que  semble  établir  Censorinus.  Il  se 
■serait  donc  trompé  sur  l'année  de  Nabonassar,  et  l'on  peut  dès 
vtors  admettre  qu'il  écrivait  en  aS^  et  non  en  338,  comme  le  disent 
(d'ordinaire  les  clironologistes. 

L'explication  de  la  difficulté  a  été  donnée  par  Ideler  ('  )  :  l'année 

■égyptienne  indiquée  par  Censorinus  est  celle  de  l'ère  alexandriue, 

|ui  est  fisc  ;  la  267'  a  couru  du  29  aoiil  33^  au  28  août  ^38,  et  il 

st  prouvé  pur  là  même  que  Ccuborinus  a  écrit  entre  le  25  juin  et 

lie  a8  août  238. 

llestsinguberqueM.  Allégrei  jiaraisse  ignorer  cette  explication, 
I  méritait  au  moins  une  discussion  de  sa  part.  Mais  il  faut  rc- 
wnnattrc  qu'en  thèse  générale,  autant  son  Mémoire  est  riche  en 
feiutîons  empruntées  directement  aux  sources,  autant  il  csl  miifl 


'   (')  Chronologie  de  Ptolemce.  p»r  II»! 
Butl.  dtt  Sciencet  matliem..  -r  tvr'tc 
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sur  les  chronologistes  postérieurs  à  Scaliger.  Leurs  opinions  sont 
citées  comme  courantes  et  sans  noms  d'auteurs,  ce  qui  ne  laisse 
pas  que  d'être  parfois  embarrassant,  car  enfin  ils  ne  sont  pas 
toujours  d'accord  enlre  eux,  et  de  fait  il  arrive  à  M.  AUégret  de 
proposer  comme  nouvelle  telle  date  admise  dans  les  Ouvrages  les 
plus  répandus  (  '  ). 

On  comprend  combien,  dans  ces  conditions,  l'argumentation  du 
savant  professeur  de  Lyon  perd  souvent  en  force  et  en  précision; 
aucune  polémique  ne  peut  être  menée  à  bien  si  elle  ne  s'attache 
pas  à  un  Ouvrage  particulier.  Il  faut  que  le  lecteur  connaisse  au 
juste  l'adversaire  visé,  et  qu'il  puisse,  au  besoin,  étudier  ses 
moyens  de  défense. 

J'ai  à  ajouter  quelques  autres  critiques  pour  justifier  le  juge- 
ment relativement  moins  favorable  que  je  porte  sur  toute  cette 
partie  du  Mémoire  de  M.  AUégret.  Elle  vaudra,  surtout,  ai-je  dit, 
comme  recueil  de  matériaux;  une  correction  parfaite,  une  scrupu- 
leuse exactitude  auraient  donc  été  indispensables.  Il  eut  fallu  que 
le  travailleur,  consultant  ce  recueil,  pût  y  avoir  une  pleine  con- 
fiance, et  ne  crût  pas  nécessaire  de  vérifier  chaque  renseignement. 

Malheureusement  il  n'en  est  pas  ainsi  :  je  ne  dirai  pas  seulement 
que  V errata  typographique  aurait  pu  être  singulièrement  aug- 
menté, j'indiquerai  quelques  incorrections  qu'il  eût  été  facile 
d'éviter.  Sans  doute  elles  ne  sont  pas  graves,  mais  il  n'en  est  pas 
moins  regrettable  (ju'elies  déparent  un  travail  dont  je  me  suis  plu 
à  signaler  la  haute  valeur. 

P.  5,  6,  18.  —  Le  commencenuMil  d'une  période  sotjiiaque  est 
indiqué  au  21  juillet  i39  après  J.-(l.  (i38,  d'après  le  système  ile 
M.  AUégret).  C'est  bien  le  quantième  correspondant  à  Tindication 
de  Ceusorinus,  mais  elle  est  rertainenient  erronée,  et  Scali^'or 
avait  déjà  corrigé  :  20  juillet. 

P.  ii).  —  L'octaélrride  f::rec(jue  était  de  29-^.2  jours  (cf.  p.  i');) 
et  non  de  29'>/î. 

P.  (il .  —  Si  Diodorc  dil  que  la  guerre  de  Jules  César  en  Oaiil»' 


(')  Ainsi,  'y^  avant  J.-C.  <'>l  l.t  dalc  <|uc  (Inniic  le  l)i(-li(>ni)aiic  de  l><.Miillct  |><tur 
la   mort  de  l'hdéinéc   Viilôlc. 
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a  commencé  la  première  année  de  la  180*  olympiade,  cela  R'in- 
dique  nullement  Tan  60  avant  J.-C.  L'année  grecque  courait  nor- 
malement de  la  nouvelle  Lune  suivant  le  solstice  d'été,  et  non  pas, 
comme  le  dit  M.  Allégret  (p.  iSg),  du  commencement  du  mois 
dont  la  pleine  Lune  précédait  ou  suivait  ce  solstice.  L'année  in- 
diquée par  Diodore  court  donc  environ  de  juillet  60  à  juin  Sg; 
et,  comme  la  guerre  des  Gaules  a  certainement  commencé  au  prin- 
temps, il  faut  prendre  le  printemps  de  Sg. 

Ce  n'est  pas  la  seule  fois  que  M.  Allégret  se  croit  en  droit  d'a- 
vancer de  six  mois  le  commencement  de  l'année  grecque  ;  il  va 
même  beaucoup  plus  loin  et  jusqu'à  un  point  qui  ébranle  toute  la 
chronologie  des  olympiades  (p.   io5). 

Ainsi  la  fameuse  éclipse,  indiquée  par  Phlégon,  auteur  du 
II®  siècle,  dans  la  quatrième  année  de  la  202®  olympiade  (82  à 
33  après  J.-C.)  et  rapportée  par  Eusèbe  à  la  mort  du  Christ,  serait, 
pour  M.  Allégret,  celle  du  vendredi  10  mai  3i,  qui  tomba  la 
deuxième  année  de  la  même  olympiade  (*).  Il  vaudrait  mieux, 
pour  soutenir  cette  thèse  invraisemblable,  admettre  au  moins  que 
le  texte  d'Eusèbe  est  fautif;  quelques  manuscrits  donnent  d'ailleurs 
ol.  202,  2. 

P.  121.  —  La  date  du  12  juillet,  au  lieu  d'août,  est  donnée  par 
inadvertance  comme  correspondant  aux  ides  de  sextile,  ce  qui 
trouble  tout  le  raisonnement. 

Enfin  il  m'est  difficile  de  concevoir  comment  M.  Allégret  s'est 
attaché,  pour  la  période  dont  il  s'occupait,  au  calcul  des  indic- 
tions, cycle  chrétien  du  iv®  siècle,  et  cela  en  suivant  le  Chronicon 
paschale,  où  la  concordance  des  indictions  avec  les  olympiades 
est  constamment  fausse.  Le  savant  professeur,  tout  en  fixant  exac- 
tement au  1®*"  septembre  49  avant  J.-C.  le  commencement  qu'assigne 
à  cette  ère  une  Icgendc  qu'il  valait  mieux  passer  sous  silence  (^), 


(')  Gomme  celle  éclipse  a  ccrlaincment  ôlc  invisible  en  Europe  et  dans  l'Asie 
occidentale,  M.  Allégret  admet  que  Phlégon  en  aura  eu  connaissance  par  des 
peuplades  orientales  en  relation  avec  la  CliinCi  dans  les  annales  de  laquelle  elle 
a  été  signalée  par  le  P.  Gaubil  (!). 

(')  L'opinion  qui  parait  aujourd'hui  la  plus  probable  est  que  le  cycle  des  in- 
dictions  a  eu  son  origine  dans  la  fixation,  pour  des  périodes  successives  de  i5  ans, 


278  PREMIÈRE  PARTIE. 

s'est  d'ailleurs  lui-même  constamment   trompé  d'un  an  pour  la 
correspondance  des  indictions  avec  les  années  de  l'ère  chrétienne. 

Paul  Tawwery. 


FAVARO.  —  Leçons  de  Statique  graphique,  traduites  do  l'italien  par  P. 
Terrier,  a  vol.  in-8**;  Paris,  Gauthier- Villars ;  1879-1886. 

Le  premier  Volume  porte  comme  sous-titre  :  Géométrie  de 
position;  c'est  un  Traité  de  Géométrie  projective,  où  sont  déve- 
loppées les  principales  propriétés  du  point,  de  la  droite,  du  plan, 
des  coniques,  des  surfaces  du  second  degré  et  des  cubiques 
gauches. 

Le  second  Volume  est  intitulé  :  Calcul  graphique;  il  est  beau- 
coup plus  considérable  que  le  Volume  correspondant  de  l'édition 
italienne;  l'auteur  a  développé  quelques  Chapitres;  le  traducteur  a 
introduit  un  grand  nombre  d'appendices  et  de  notes  consacrés  soit 
à  des  développements  théoriques,  soit  à  des  applications  pra- 
tiques. Le  Volume  contient  onze  Chapitres. 

L'auteur  traite  d'abord  de  la  construction  de  lignes  définies  par 
des  formules  rationnelles,  de  l'élévation  aux  puissances  et  de  Tex- 
traction  des  racines;  il  montre  le  parti  qu'on  peut  tirer,  pour  la 
solution  de  ce  dernier  problème,  de  courbes  transcendantes,  telles 
(jue  la  spirale  logarithmique  et  les  courbes  logarithmiques;  il  dé- 
crit quel(|ues  instruments  (échelles  mobiles,  règle  à  calcul,  arith- 
mographe  circulaire,  abaque  de  M.  Lalanne,  système  Peaucellier, 
gabarit  de  Stelner,  etc.  ),  puis  il  traite  des  problèmes  relatifs  à  la 
représentation  des  aires  par  des  segments  de  droite,  de  la  représen- 
tation graphi(|ue  des  fonctions  à  deux  ou  trois  variables,  des  sur- 
faces to])ograplii(|ues  ;  il  expose  les  principes  de  la  géométrie 
ananiorphi(|ue,  c'est-à-dire  des  modes  de  représentation  où  l'on 
suppose  que  la  graduation  sur  les  axes  coordonnés  est  faite,  non 
proportionnellement  à  la  variable,  mais  d'après  une  loi  donnée;  si. 


des  (laïcs  i\c  la  rclehialinn  de  la  l*à(pu'  rhrélicnnc.  Lr  rommcncemcut  réel  ol  le 
1"  âCpU'mbrc  .)ij. 
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par  exemple,  on  considère  la  fonction  de  x  et  àey^ 

et  que  l'on  fasse  x^=x',  y^=y^  ou  que  l'on  gradue  les  axes 
des  X  et  des  y  proportionnellement  aux  carrés  des  variables,  l'é- 
quation qui  définit  z  deviendra 

z  =  x''hy, 

et  les  lignes  de  niveau  de  la  surface  qui  représente  la  fonction 
seront  des  droites  parallèles,  au  lieu  d'être  des  cercles  concen- 
triques. Les  méthodes  de  résolution  graphique  des  équations  dues 
à  Lill  et  à  M.  Bellavitis  se  rattachent  à  ce  sujet.  Un  Chapitre  est 
consacré  à  la  construction  de  Tables  graphiques  qui  permettent  de 
calculer  les  aires  des  profils  en  travers  des  routes,  au  moyen  de  la 
cote  sur  l'axe  et  de  l'inclinaison  du  terrain. 

M.  Favaro  s'occupe  ensuite  de  la  transformation  des  aires 
limitées  soit  par  des  droites,  soit  par  des  arcs  de  courbe,  des  mé- 
thodes approximatives  de  quadrature  (Simpson,  Poncelet,  Par- 
mentier),  de  la  représentation  des  volumes  par-  des  segments  de 
droite,  de  la  détermination  des  volumes  au  moyen  des  surfaces  de 
niveau  ou  des  plans  cotés,  enfin  du  calcul  graphique  des  mouve- 
ments de  terre.  Le  dernier  Chapitre  traite  du  planimètre  polaire. 

Parmi  les  Appendices  dus  au  traducteur,  M.  Terrier,  je  signa- 
lerai particulièrement  ceux  qui  se  rapportent  aux  Chapitres  VI 
et  XL 

Le  premier  est  consacré  à  la  géométrie  anamorphique  et  à  la 
résolution  graphique  des  équations;  on  y  trouvera  des  dévelop- 
pements, d'après  les  travaux  récents,  sur  la  résolution  graphique 
de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues,  par  la  méthode 
de  fausse  position,  et  sur  la  résolution  des  équations  de  tous  les 
degrés.  L*Âppendice  au  Chapitre  XI  se  rapporte  aux  méthodes 
d'intégration  graphique.  J.  T. 
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8ÏÏR  im  PROPRitTlS  DES  HOHBUB  DE  BERBOVUl; 
Pu  H.  A.  STBRN. 

La  formule  de  SUudt 

où  B,  est  le  v'****  nombre  de  Bemoullit  A,  no  nombre  entier  po- 
sitif ou  négatif  et  a,  ^,  . . .,  X  l'ensemble  des  nombres  premien 
qui  font  «v  divisible  par  a  —  i,  ^  —  i,  ...,X  —  i,  conduit  lu 
théorème  suivant  : 

Si  V  est  plus  grand  que  6,  on  a  généralement 

Pour  V  ^  7,  on  vérifie  le  théorème  par  le.calcul,  car  on  ■ 


Pour  le  démontrer  généralement,  je  me  sers  de  l'équation  eul^ 
rienne 


Sim  désignant  la  valeur  de  la  série  infinie 
qui  conduit  à  l'équation 


Dans  une  Noie  que  M.  Lipscliits  a  mentionnée  dans  ce  Recueil 
(p.  i36,  juin  1886),  j'ai  montré  qu'on  a 
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il  s^cnsuit 

S„„     47c*       air*' 
c'est-à-dire 

>ax97,4-..     ''    B„^.>l(m  +  ,)(am  +  i)B,„. 

Mais,  comme  on  a  B7  =  ^  et  que  les  nombres  de  BernoulH  crois- 
sent toujours  dès  Tindice  4}  on  voit  que  tous  les  nombres  B,,,^!, 
m  n'étant  pas  plus  petit  que  7,  satisferont  à  Tinégalité 

3   7 
Bm+i  >  -g  g(a/w  -+-  i)(m  -f- 1) 

ou  bien 

(2m^-4-i)(m-+-i) 
B/«-Hi  > ^ 

et,  à  plus  forte  raison, 

W/w-4-1  > j — 

ou,  en  écrivant  v  au  lieu  de  m  -\-  i, 


Bv>î^^ 


Dans  la  formule 


(— l)vBv  =  AvH 1 h  5  -4-...-+-   r-, 

2        a         p  X 

le  nombre  X  ne  peut  pas  avoir  une  valeur  plus  grande  que  av  -h  i  ; 
ainsi  la  somme  -  -f-  ^  -f-. . .-[-  r  ne  peut  pas  être  plus  grande  que 

V 

la   somme  ^ —T qui  ne   peut  pas   surpasser  la   valeur  r!«  En 

substituant  -  au  lieu  de  -9  on  aura  donc 
3  2 

I        I        1  I       V  -h  a 

a        a        p  X  3 

Mais,  si  V  n'est  pas  moindre  que  6,  on  a 

^  V  I  V  -h  2 


aSa  PRBHIËRB  PARTIE. 

et  à  plus  fone  raison,  si  v  n'est  pas  moindre  qae  8, 

B.>i  +  l+...+  i. 

a       «  X 

Le  théorème  est  donc  démontré 
Si  V  est  un  nombre  pair,  on  a 

a      «  X 

et,  comme  By  est  plus  grand  que  -  H h-*<t  ù  y  s'eA  pu 

moindre  que  8,  il  faut  que  Ay  soit  alors  un  nombre  positif,  ce 
que  M.  Lipschitz  a  trouvé  à  l'endroit  cité  plus  bant,  i 
séquence  de  recherches  beaucoup  pins  profondes. 

Berne,  i5  jain  iSSfi. 
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Jules  TANNERY,  Soiis-Directour  des  études  scientifiques  à  l'École  Normale 
supérieure.  —  Introduction  a  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable. 
Hermann,  Paris,  1886;  i  vol  in-8**. 

La  Préface  du  présent  Ouvrage,  publiée  il  y  a  quelques  mois 
par  le  Bulletin  (*),  a  déjà  fait  connaître  à  nos  lecteurs  son  but  et 
son  esprit.  Nous  entrerons  ici  dans  quelques  détails  sur  le  second 
fascicule  qui  vient  de  paraître,  et  qui  complète  cette  publication 
non  moins  utile  que  savante. 

Rappelons  d'abord  que  la  partie  déjà  publiée  du  Livre  déve- 
loppait la  théorie  des  nombres  irrationnels  et  des  limites,  celle  des 
séries  et  des  produits  infinis,  et  qu'elle  contenait  les  premiers 
principes  de  la  théorie  des  fonctions,  en  ce  qui  concerne  notam- 
ment les  sens  qu'il  faut  attribuer  aux  mots /o/ic/io/i^înie^ /o/ic^/on 
continue,  fonction  croissante  ou  décroissante,  fonction  inverse^ 
ainsi  que  les  concepts  essentiels  de  limite  supérieure  et  inférieure, 
d'oscillation,  dans  un  intervalle. 

Le  Chapitre  IV  contient  la  théorie  des  produits  et  des  séries 
infinies  dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  variable. 

Pour  la  définition  de  la  convergence  uniforme,  M.  Tannery 
adopte  celle  que  Ton  doit  à  MM.  Heine  et  Weierstrass,  et  qui  est 
la  plus  avantageuse,  si  l'on  a  en  vue  la  question  ultérieure  de  l'in- 
tégration des  séries.  La  continuité  est  une  conséquence  de  la  con- 
vergence; l'auteur  observe  que  la  démonstration  classique  de  ce 
fait  repose  sur  un  principe  général  de  méthode  d'une  réelle  fé- 
condité. II  en  donne  un  exemple  immédiat,  par  la  démonstration 
de  l'identité  de  la  série 

X        x^  x^ 

IH 1 1 -4- .  .  . , 

I        1.2        i.a.i 

I  H j    >  et  finalement  avec  e^. 


(  •  )  Voir  Bulletin,  t.  V. 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  1*  série,  t.  X.  (Décembre  1886.)  20 
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La  définition  des  logarithmes  népériens  et  des  fonctions  hyper- 
boliques suit  naturellement. 

La  façon  dont  se  trouve  traitée  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires mérite  à  tous  égards  Tattention.  Il  s'agit  en  effet  de  donner 
de  ces  fonctions  une  définition  exclusivement  analytique,  sans  s'ap- 
puyer, bien  entendu,  sur  les  propriétés  des  exponentielles  imagi- 
naires. Pour  cela,  M.  ïannery  part  du  système  simultané  d'équa- 
tions fonctionnelles 

et  il  établit  d'abord  que,  si  ce  système  (i)  admet  un  système  de 
solutions,  il  en  admet  aussi  un  qui  vérifie  en  outre  la  condition 

(2)  [?(^)P-^['K^)P=I, 

avec 

(3)  {p(o)  =  i,         <j;(o)  =  o,         lim -Î-- — -=i  pourj7  =  o. 

En  partant  alors  des  équations  (i),  on  arrive  à  exprimer  y  (a)  el 

'l(a)  sous  forme  de  polynômes  entiers  en  ç(— )  et 'if  —  ),  dont 

les  coefficients  sont  aussi  des  polynômes  entiers  en  m,  11  sulBl 
ensuite  de  faire  croître  m  indéfiniment,  de  tenir  compte  des  re- 
lations (3),  et  d'appliquer  le  mode  de  raisonnement  dont  il  a  été 
parlé  plus  haut,  pour  tomber  sur  ces  expressions  de  o[a)  el  de 
^i(a)  en  séries  de  puissances, 


1.2  I  .  '2  .  j  .  i 

•M«)  ^ ^  


1         1 . 7. .  3        I .  jt .  3 . 4 . 5 

Ces  séries  sont  absolument  et  uniformément  convergentes  pour 
toute  valeur  de  a,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  montrer  que  les  fonctions 
cp(a),  i(rt)  qu'elles  représentent  vérifient  effectivement  toutes  les 
conditions  (i),  (2),  (3)  du  problème.  Ce  que  l'on  sait  sur  la  niul- 
tiplicalion  et  l'addition  des  séries  absolument  convergentes  suffit 
à  cet  objet.  Les  fonctions  'f  (^')  et  'i(x)  s'appelleront  cos.r  el 
sinx. 
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LV'qualion  cosx  =  o  admet  une  racine  unique  enlre  o  et  2;  si 

Ton  désigne  par-  cette  racine,  on  déduit  facilement  des  équations 

(i)  que  27: est  une  période  de  cosa?  et  sin:r. 

Cette  manière  de  déduire  un  développement  en  série  de  la  con- 
sidération d'une  formule  finie  de  multiplication  remonte  à  Euler: 
mais  il  manquait  encore  aux  méthodes  si  naturelles  et  si  simples 
de  l'illustre  mathématicien  ce  caractère  de  rigueur  qui  est  le 
propre  de  la  science  moderne,  au  moins  dans  ce  genre  de 
questions. 

M.  Tannery  trouve  une  autre  application  de  cette  méthode  dans 
le  développement  de 


sinâ? 


ta 


ngx  =  .x2ri 


COSJ-  ®  Jtai  (  2  A- -h  f  )'^      . 

;t  =  0  ^^ -. Tî*  —  ^* 

4 

La  série  qui  figure  au  second  membre  est  l'occasion  d'une 
double  remarque,  qui  met  en  évidence  deux  faits  importants  et 
généraux.  La  somme  des  p  premiers  termes  de  cette  série  peut  en 
eflet  s'écrire  —  (S/,  +  S^),  en  posant 

Sp=  >  -,       s;,=  >  -, 

A  =  0^  — (2A--f-l)-  i^  =  0  ^-4- (îa'-hO- 

et,  pour  p  infini,  le  symbole  S^ -h  S'^  a  pour  limite  — tango:. 
Néanmoins  les  séries  S^  et  S'^  prises  isolément  sont  divergentes. 
Une  première  remarque,  qui  a  reçu  son  entier  développement 
dans  les  travaux  de  M.  Mittag-LefQer,  consiste  en  ce  que  l'on  peut 

rendre  convergentes  ces  séries  par  l'addition  de au  terme 

(2A--+- 1)- 

général  de  la  première,  et  sa  soustraction  du  terme  général  de  la 
seconde.  De  la  sorte,  les  deux  séries 


A  =  ( 


I 


k-^\x  —  (ik-^\)-       {^k 


i\. 


sont  convergentes,  et  leur  somme  est  —  lang.r. 
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Ce  résultat  sert  à  mettre  en  évidence  le  second  fait  que  nous 
avons  annoncé.  Tandis,  en  eflet,  que  le  symbole 

tend  vers  —  tangx  si  p  et  q  croissent  indéfiniment  par  valeurs 
égales,  il  se  trouve  au  contraire  que  si  cet  accroissement  indéfini  a 

lieu  de  sorte  que  limite  —  =  i  -f-  A,  la  limite  du  symbole  S;,  + S'- 
est 

—  lanfjjr  — ^  -  lop:(i  -h  h); 

et  cette  limite  dépend  de  A. 

La  série  du  binôme  d'après  Abel,  le  développement  de 

log(i-Ha^), 

la  définition  de  la  constante  d'Euler  occupent  quelques  paragraphes, 
et  nous  pénétrons  ensuite  dans  l'importante  et  classique  théorie 
des  séries  entières.  Nous  ne  pouvons  indiquer  avec  détail  les  per- 
fectionnements nombreux  introduits  par  M.  Tannery  dans  l'expo- 
sition de  cette  théorie  :  disons  seulement  qu'au  sujet  du  second 
théorème  d'Abel  Fauteur  a  repris  la  démonstration  du  célèbre 
analyste  norwégien,  et  montré  que  quelques  développements  suffi- 
saient pour  renilro  claire  cette  démonstration,  qu'Abei  a  donnée 
en  cinq  li<^ncs.  Si<^nalons  encore  la  question  de  l'identité  de 
deux  séries  de  puissances,  et  la  détermination  d'une  limite  infé- 
rieure des  zéros  d'une  série  entière  qui  ne  s'annule  pas  avec  la 
variable. 

Le  ]>reniier  fascicule  contenait  une  théorie  très  complète  des 
séries  multiples,  qui  sont,  comme  on  sait,  un  instrument  1res 
commode  dans  une  foule  de  qucîslions  concernant  les  séries 
simples.  L'auteur  développe  la  théorie  des  séries  multiples  dont  Its 
termes  sont  fonctions  d'une  variable,  et  s'occupe  spécialement  des 
séries  doubles  dont  les  termes  sont  des  puissances  entières  posi- 
tives de  la  variable,  dont  l'exposant  va  en  croissant  avec  l'indice. 
Ces  dernières  séries  peuvent  être  réduites,  en  dernière  analyse,  à 
une  série  simple  de  même  nature,  et  la  ]>remière  application  de 
cette  proposition  qui  se  présente,  concerne  le  développement  do 
l'accroissement  d'une  srrie  entière  en  série  entière  de  l'accroisse- 
ment de  la  variable.  Les  coefficients  de  cette  nouvelle  série  sont 


i 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  287 

eux-mêmes  des  séries  entières  convergentes  de  la  variable,  et  l'au- 
teur leur  donne  respectivement  les  noms  de  première,  deuxième, 
troisième,  etc.,  dérivées  de  la  série  considérée.  On  retombe  ainsi 
sur  un  mode  de  définition  qui  remonte  à  Lagrange,  et  qui,  pour 
être  incomplet,  n'en  avait  pas  moins  un  certain  degré  de  justesse. 
M.  Tannery  donnera  plus  loin  une  définition  plus  large  du  mot 
dérivéCy  qui,  dans  le  cas  d^iine  série  entière,  se  trouvera  coïn- 
cider avec  celle  qui  vient  d'être  donnée. 

Après  quelques  applications  ou  propositions  classiques  qui 
complètent  la  théorie  des  séries  entières,  nous  voici  ramenés  à 
quelques  autres  usages  des  séries  doubles  :  par  exemple,  le  déve- 
loppement de 


lanp^j?        V^  I 


2 


A=o(2A:-t-i)«-T-— ar» 

4 

suivant  les  puissances  de  x.  L'introduction  des  nombres  de  Ber- 
noulli  dans  ces  développements  et  dans  quelques  autres  qui 
suivent  est  pour  l'auteur  une  précieuse  occasion  de  Taire  connaître 
ces  nombres  célèbres,  ainsi  que  quelques  autres  qui  s'y  rattachent 
et  qui  ont  été  l'objet  des  recherches  de  MM.  Catalan  et  D.  André. 

Ce  sujet  se  termine  par  la  question  de  la  substitution  d'une 
série  entière  à  la  place  de  l'argument  dans  une  autre  série  entière, 
et  du  développement  en  série  entière  de  la  fonction  qui  résulte  de 
celte  substitution. 

La  théorie  des  produits  infinis  est  toute  parallèle  à  celle  des 
séries  de  sommes;  les  méthodes  et  les  applications  même  ofi'rent 
un  complet  parallélisme. 

Mais  ce  qui  constitue  une  question  nouvelle,  c'est  le  passage  des 
produits  infinis  aux  séries  entières.  Cette  question  se  trouve 
traitée  avec  détail.  Pour  la  question  inverse,  c'est-à-dire  pour  la 
transformation  des  séries  entières  en  produits,  c'est  dans  les 
travaux  de  M.  Weierstrass  et  dans  la  théorie  des  quantités  com- 
plexes qu'il  faut  nécessairement  chercher  une  solution  complète; 
néanmoins,  M.  Tannery  a  eu  soin,  à  propos  du  développement  de 

"- en  produits,  de  donner  l'exemple  le  plus  simple  où  les  fac- 

leurs  primaires  ne  soient  pas  compliqués  d'imaginaires.  L'exemple 
que  nous  venons  de  citer  confine  aux  fonctions  eulérienncs,  et 
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plusieurs  paragraphes  sont  consacrés  à  l'étude  de  ces  fonctions. 
Le  Chapitre  V  traite  des  dérivées.  La  définition  précise  qu'on  y 
donne  ne  fait  pas  apparaître  Texistence  de  la  dérivée  comme  un 
corollaire  nécessaire  de  la  continuité,  et  du  reste  l'existence  de 
fonctions  continues  dépourvues  de  dérivée  ne  fait  plus  de  doute, 
depuis  les  exemples  donnés  par  MM-  Darboux,  Dini  et  Weier- 
strass.  La  recherche  des  dérivées  des  séries  entières  conduit  aux 
séries  déjà  désignées  par  ce  nom.  Les  règles  de  dérivation,  des 
sommes,  des  produits,  des  fonctions  de  fonction,  des  fonctions 
inverses,  des  fonctions  comparées  sont  démontrées  avec  tous  les 
développements  nécessaires.  Pour  la  dernière  de  ces  questions, 
M.  Tannery  fait  appel  aux  formules  suivantes,  pour  lesquelles  il  a 
suivi  la  démonstration  de  M.  O.  Bonnet, 

fib)-f{a)   _ 

OÙ  a  •<  Ç  <C  ^'  Ces  formules  servent  encore  très  utilement  dans 
l'étude  de  la  variation  d'une  fonction  à  l'aide  de  ses  dérivées,  dans 
l'étude  des  maxima  et  des  minima,  ainsi  que  dans  la  recherche  des 
vraies  valeurs  des  expressions  indéterminées.  Le  Chapitre  se  ter- 
mine par  une  étude  approfondie  de  la  règle  de  L'Hospital. 

Nous  arrivons  aux  intégrales  définies.  Peu  de  notions  ont  exigé 
de  la  part  des  géomètres  autant  de  tact  et  de  pénétration  :  l'auteur 
a  fort  savamment  résumé  les  recherches  relatives  à  ce  sujet. 

Soit/(x)  une  fonction  dont  on  sait  seulement  qu'elle  est  finie 
dans  l'intervalle  (a„,  a);  on  dira  que/(j:)  est  intégrable  dans  cet 
intervalle,  s'il  existe  un  nombre  J  jouissant  de  la  propriété  sui- 
vante. 

A  chaque  nombre  positifs  correspond  un  nombre  positif  r,,  tel 
que,  si  l'on  partage  l'intervalle  (ciq^  a)  en  intervalles  partiels  d'une 
étendue  moindre  que  r,,  la  différence  entre  J  et  la  somme 

(  fil  —  «o.)/i  -f-  («2—  «1  )/i^"  .(a  —  an-i  )/,,, 

soit  moindre  que  £,  où  /,,/*;,,  .  .  . ,  /,/  désignent  des  nombres  com- 
pris entre  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  la  fonction  f{x)i 
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dans  les  intervalles  respectifs 

(«0,  «1)»    («I,  «î)-..(«/i-i»  «)» 

et  pouvant  atteindre  ces  limites.  Lorsque  toutes  les  limites  supé- 
rieures ou  inférieures  sont  supposées  atteintes,  on  obtient  ces 
deux  sommes 

(«t  —  «0)  ^ï|  -^  («î—  «I  )M,-i-. .  .-T-  (a  —  a«_i)M«, 
(ai  —  ao)'^i-+-  (<^î — «1  )mj-t-. .  .-H(a—  an-t)nin, 

où  les  M/  sont  les  limites  supérieures,  et  les  /n/ les  limites  infé- 
rieures, les  deux  sommes  sont  appelées  somme  supérieure  et 
somme  inférieure.  Ceci  posé,  la  condition  nécessaire  et  sufiisante 
pour  que  /{x)  soit  intégrable  peut  d'abord  prendre  la  forme 
suivante. 

I.  Il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre  positif  s  en  corresponde 
un  autre  positif  r,,  tel  que  la  différence  entre  deux  sommes  re- 
latives à  deux  modes  de  décomposition  soit  moindre  que  e,  sous 
la  seule  condition  que,  dans  l'un  et  l'autre  mode,  les  intervalles 
partiels  soient  d'étendue  moindre  que  r,.  Cette  condition  est  équi- 
valente à  la  suivante. 

II.  Pour  que  /(^)  soit  intégrable  dans  l'intervalle  («o,  a),  il 
faut  et  il  suffit  que,  à  chaque  nombre  positif  e,  on  puisse  en  faire 
correspondre  un  autre  f\,  de  sorte  que,  pour  toute  décomposition 
dont  les  intervalles  partiels  sont  inférieurs  à  r,,  la  difi'érence  entre 
les  sommes  supérieure  et  inférieure  soit  moindre  que  e. 

Cette  seconde  forme  peut  encore  être  simplifiée  et  se  réduire  à 
l'énoncé  de  Riemann. 

III.  Pour  que  la  fonction  /{x)  soit  intégrable  dans  l'intervalle 
(«oj  «)>  il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre  positif  s  corres- 
ponde un  mode  de  décomposition  de  l'intervalle  («q,  a),  tel  que 
la  difiercnce  entre  les  sommes  supérieure  et  inférieure  soit  moindre 
que  £. 

On  peut  enfin  donner  une  quatrième  forme  à  la  condition. 

IV.  Pour  que  la  fonction  finie  /(x)  soit  intégrable  dans  Tinter- 
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valle  (uq,  a),  il  faut  cl  il  suffît  qu'à  chaque  couple  de  nombres 
positifs  K,  a  réponde  un  mode  de  décomposition  tel,  que  la 
somme  des  étendues  des  intervalles  partiels  pour  lesquels  l'oscil- 
lation est  égale  ou  supérieure  à  K  soit  moindre  que  a. 

L'auteur  rappelle  aussi  que  M.  Darboux  a  prouvé  que,  si  la 
fonction  y(j;)  reste  finie,  les  sommes  supérieure  et  inférieure  ten- 
dent chacune  vers  une  limite  lorsque  l'on  divise  l'intervalle  {a^,  a) 
en  un  nombre  infini  d'intervalles  infiniment  petits  ;  si  ces  deux 
limites  sont  égales,  la  fonction  est  intégrable  dans  l'intervalle 
(«0,  a). 

La  notion  d'intégrale  définie  acquise,  la  question  des  fonctions 
qui  ont  une  dérivée  donnée  n'offre  plus  de  difficultés.  L'intégra- 
tion des  sommes,  des  produits,  des  quotients  suit  naturellement, 
ainsi  que  quelques  remarques  sur  l'importance  du  Calcul  intégral 
pour  la  définition  de  nouvelles  fonctions.  Signalons  aussi  la 
formule 

OÙ  [JL  est  compris  entre  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  la 
fonction /(x)  dans  l'intervalle  (a,  6),  et  la  formule 

ç(«^(0)[/(X-4-  h)  -fiX)]  --:         k     [9'«-i    (  I  )f{X  -  A)  -  ?'«-»'(0)/(j-)] 

—  /i2[o^«-2;(i)/"(j._f-  /j)_o«-ï(o)/-'(Tll... 

—  (—  I  )"  h''['^{\)f"\x  -r-  h)  —  ^(o)/"(x)]  -^  Rn, 
où  '^{t)  rcprésenle  un  polvnômc  en  ^  du  degré  /i,  et 

•    0 

Dans  la  démonstration  de  cette  dernière  formule,  Fauteur  a  adopté 
la  méthode  due  à  M.  Darboux.  Citons  l'application  de  celte  lor- 
ninle  au  cas  où  cp(/)  =  (i  —  /)";  on  trouve  ainsi  cette  formule 
classique 

f{x-\- II)  =^-f{X)-^  -f'(x)    ■    -—/"(.r) -+-... 


h'* 


f'i'^r). /      il  —  f)"  p'i-^i'(T  -^  /it)Ht. 

[  .  7. .  . .  //    /„ 


!•".  •••'»  ■•^«•■•••y.. 
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Il  est  encore  deux  formules  d'une  grande  utilité,  savoir 


où  l'on  suppose  f{x)^  ?(^)  ^^  'fC-^)  intégrables,  et  où  ^{x)  ne 
devient  pas  négative  entre  cIq  et  a;  [x  est  une  quantité  comprise 
entre  la  limite  supérieure  et  la  limite  inférieure  de  f{x)  dans  l'in- 
tervalle («0,  a). 

La  seconde  formule  dont  nous  voulons  parler  s'écrit 

Ao©(ao)5  /    /(ar)cp(a7)ûte<Ao(ao), 

où  l'on  suppose  que,  dans  tout  l'intervalle  {a^j  a),  on  a 

Ao<  f  /(x)dxSA, 

que/(j:)  est  finie  et  întégrable,  et  que  ç(^)  n'est  jamais  négative. 
L'auteur  donne  aussi  la  généralisation  que  M.  Weierstrass  a  in- 
diquée pour  cette  seconde  formule 

f    f{x)^{x)dx —  ^{a^->ro)  I    /{x)dx-ho{a  —  o)  /    /{x)dx. 


««  "0 


ç(ao-f-  o)î  ?(<^  —  o)  représentent,  d'après  une  notation  de  Diri- 
chlet,  les  limites  de  <p(ao-l-  £)j  'f  (^  —  £)>  quand  £  tend  vers  zéro 
par  valeurs  positives. 

Après  avoir  établi  ces  formules  utiles,  employées  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  O.  Bonnet,  M,  Tannery  entreprend  l'étude  des 
cas  exceptionnels  où  la  fonction  f{x)  devient  infinie  entre  les 
limites,  et  celui  où  les  limites  deviennent  infinies. 

A  l'égard  de  cette  dernière  question,  l'auteur  ne  manque  pas 
d'observer  l'analogie  entre  les  règles  qu'il  obtient  et  celles  de  la 
convergence  des  séries,  et  d'en  donner  pour  raison  le  beau  théo- 
rème de  Cauchy,  qui  rend  solidaires  l'une  de  l'autre  la  convergence 
de  la  série 

/(i)-H/(2)-H/(3)-i-... 
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et  celle  (le  riiilétirrale 

/    f(x)cLr, 

lorsque  Ç  croît  indéfiniment. 

M.  Tannery  fait  à  ce  sujet  une  remarque  qui  nous  paraît  nou- 
velle,  et  qui   est  pleine  d'intérêt;   si  Ton  représente  par  S»  la 

somme 

/(i)-f-/(2)-^...-+-/(n), 

et  par  J„  Tintégrale 


f  f{x)dx. 


la  difierence  J„ —  S,,  tend  vers  une  limite  pour  n  infini,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  que  S,,  et  J,,  convergent,  et  cela  sous  Punique  con- 
dition que/(^)  reste  positive  et  ne  croisse  pas  avec  x. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'en  faisant /(j:)  =  -,  on  trouve  la 

constante  d'Eulcr. 

La  question  du  changement  de  variables  est  ensuite  abordée,  et 
il  en  est  donné  des  applications  variées.  Le  Chapitre  se  termine  par 
l'étude  des  fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies,  et 
parles  règles  de  dérivation  de  ces  fonctions. 

Le  Chapitre  Vil  et  dernier  contient  un  certain  nombre  d'appli- 
cations importantes  des  théories  précédentes  :  d'abord  la  série  de 
Taylor  qui  s'est  déjà  présentée  sous  diverses  formes  dans  le  cours 
de  l'Ouvrage,  mais  donl  le  sens  précis  et  la  haute  généralité  ne 
])euvent  être  coniplètemeiil  traduits  que  dans  le  langage  des  ima- 
ginaires par  le  moyen  du  théorème  de  Caucliv;  puis  la  série  de 
Maehiurin,  et(li\erses  a[)plicalions  de  ces  formules. 

M.  Tannery  reproduit  aussi  la  formule  sommatoire  de  Mac- 
laurin,  (|ui  païaîl  appartenir  eu  réalité  à  Euler;  cette  formule  est 
roceasioii  de  développements  du  ])lus  vif  intérétsur  les  polynômes 
de  IJernouMi.  Après  les  règles  fondamentales  de  la  dilférentiation 
et  (le  riiilégration  des  séries,  TOuvrage  se  termine  par  la  tliéorie 
mémorable  des  séries  trigoiiomélricpies,  (pii  a  été,  comme  on  sait, 
hi  cause  pi-eniière  de  Tahahsc  et  de  la  revision  des  principes,  et 
([ui,  à  ce  titre,  mi'rilait  bien  de  servir  de  conclusion  à  la  savante 
s>ntlièse  dont  nous  xeuous  d'escpiisser  les  principaux  traits. 
Quehpies  noies  brèves  complètent  divers  points  du  Voluuje. 
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C'eût  été  sortir  de  notre  rôle  que  de  vouloir  mettre  en  relief 
dans  cette  analyse  autre  chose  que  renchaînement  des  idées.  Ceux 
qui  ont  eu  l'honneur  de  suivre  les  leçons  de  M.  Tannery  retrou- 
veront avec  un  sensible  plaisir  la  manière  de  leur  ancien  maître. 

G.  K. 


GREENHILL  (A.).  —  Differential  and  intégral  Calculus  witu  Applica- 
tions. 272  p.  in-12;  London,  Macmillan,  1886. 

Le  Livre  de  M.  Greenhill  est  un  Traité  très  élémentaire,  fort 
propre  aux  personnes  qui,  étant  en  possession  de  l'ensemble  de 
connaissances  mathématiques  que  représente  chez  nous  le  pro- 
gramme du  baccalauréat  es  sciences,  voudront  apprendre  les  mé- 
thodes les  plus  simples  du  Calcul  différentiel  et  intégral. 

De  nombreuses  et  faciles  applications  permettent  au  lecteur  de 
se  familiariser  avec  ces  méthodes.  On  sait  que  les  auteurs  anglais 
et  américains  ne  craignent  pas,  dans  des  livres  relativement  élé- 
mentaires sur  la  Physique  ou  la  Mécanique,  d'introduire  des 
notions  de  Calcul  infinitésimal,  au  lieu  d'employer  des  méthodes 
détournées. 

Le  public  auquel  s'adressent  ces  livres  trouvera  dans  M.  Green- 
hill un  guide  excellent.  J.  T. 


CALINON.  —  Étude  critique  sur  la  Mécanique.  In-8°,  98  p. 

Nancy,  Berj;er-Levrault,  i885. 

Après  avoir  lu  cette  petite  brochure,  on  s'imagine  volontiers 
que  l'auteur  est  un  homme  qui  pense  dans  la  solitude,  mais  non 
sans  vigueur;  tout  ce  qu'il  dit,  sans  doute,  n'est  pas  nouveau; 
mais  quelques  idées  fondamentales  ressortent  avec  une  netteté 
à  laquelle  on  n'est  pas  habitué.  Son  travail  a  un  caractère  à  la  fois 
philosophique  et  pédagogique  :  pour  ma  part,  je  suis  disposé  à 
en  adopter  les  conclusions.  Je  demande  pardon  au  lecteur  de 
parler  ainsi;  mais  il  s'agit  ici  de  matières  où  il  est  plus  modesle 
de  dire  :  Je  suis  de  cet  avis,  que  de  dire  :  Cela  est  vrai. 
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M.  CalÎDon  insiste  sur  la  convenance  qu'il  y  a  à  séparer  de 
l'enseignement  de  la  Mécanique  proprement  dite  l'enseignement 
de  la  Géométrie  des  segments  de  droite  et  de  la  Cinématique;  là- 
dessus,  non  plus  que  sur  le  rôle  que  joue  la  notion  de  temps  en 
Cinématique,  il  ne  trouvera  guère  de  contradicteur.  On  peut  re- 
garder la  séparation  qu'il  indique  comme  fondée  depuis  les  ira- 
vaux  de  Mobius  et  il  est  désirable  qu'elle  passe  tout  à  fait  dans  les 
habitudes  de  l'enseignement.  Quant  au  changement  de  notations 
que  propose  M.  Calinon,  je  le  crois  à  peu  près  inutile. 

Il  me  paraît,  comme  à  M.  Calinon,  impossible  de  définir  deux 
temps  égaux  ^  le  temps  est  ce  que  marque  une  pendule  déterminée. 

Sans  doute,  ni  le  théorème  relatif  à  la  composition  des  accélé- 
rations, ni  les  formules  relatives  aux  changements  de  la  variable 
indépendante  dans  les  dérivées  première  et  seconde  ne  sont  des 
nouveautés  ;  mais  il  importe  à  coup  sûr  de  mettre  en  évidence  le 
rôle  que  jouent  ces  notions  purement  mathématiques  dans  l'inter- 
prétation des  principes  de  la  Mécanique  :  si,  par  exemple,  le  prin- 
cipe de  l'action  et  de  la  réaction  est  vrai  quand  on  rapporte  les 
corps  à  un  s^'stème  d'axes  particulier  et  qu'on  mesure  le  temps 
sur  une  pendule  particulière,  ce  principe  ne  peut  être  vrai  si  Ton 
rapporte  les  corps  à  un  système  d'axes  mobile  par  rapport  au  pre- 
mier système,  ou  qu'on  mesure  le  temps  sur  une  pendule  qui  n'a 
pas  la  même  marche  que  la  pendule  primitive.  Le  caractère  expé- 
rimental et  par  suite  contingent  des  principes  que  Ton  vient  de 
citer  ressort  ainsi  ave(^  une  entière  clarté.  Cette  critique  du  choix 
des  axos  et  de  la  variable  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  temps, 
et  des  conséquences  qu'on  en  peut  tirer  pour  l'exposition  de  la 
Dynami(]ne,  me  paraît  la  partie  la  plus  Importante  et  la  plus  neu>e 
du  travail  de  M.  Calinon.  J.  T. 


■^  — >«<■ 
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MELANGES. 

DËMOGRITE  ET  ARGHTTAS; 
Par  m.  Pacl  TANNERY. 

1.  J'ai  dit  qu'à  parlir  du  milieu  du  v®  siècle  avanl  noire  ère, 
grâce  aux  découvertes  de  Pythagore,  les  géomètres  hellènes  étaient 
capables  d'en  remontrer  aux  Égyptiens. 

Un  fragment  célèbre  de  Démocrite  (dans  Clément  d'Alexandrie, 
Strom.y  I)  nous  le  montre  déjà  se  vantant  que,  «  pour  la  composi- 
tion des  lignes  avec  démonstration,  il  n'a  pas  trouvé  son  maître^ 
même  parmi  les  harpédonaptes  (*)  égyptiens,  comme  on  les  ap- 
pelle, et  qu'il  connaît  par  une  pratique  de  cinq  ans  ». 

Des  Grecs  ont  donc  pu  encore  aller  s'instruire  en  Egypte  et  y 
chercher,  notamment  comme  Eudoxe,  des  données  astronomiques, 
fruit  d'une  longue  observation;  mais,  en  Géométrie,  ils  n'avaient 
plus  rien  à  apprendre.  Il  est  à  noter  que  Platon,  qui  fit  lui-même 
un  voyage  scientifique  sur  les  bords  du  Nil,  et  qui  se  plaît  à  re- 
hausser souvent  la  sagesse  des  prêtres  égyptiens,  n'hésite  cepen- 
dant pas  [République,  IV,  436  a)  à  qualifier  leur  nation  de  çtXo- 
)rp-^i{jLaT5v  (avide  de  richesses)  et  à  opposer  le  ç'Aoii.aô£?  (l'avidité 
d'instruction)  des  Hellènes  {^), 


(')  Ce  mot,  dérivé  de  àpireîiviQ  (cordeau)  et  airreiv  (louclier),  est  franchement 
grec.  Voir  au  reste  Cantor  (  Vorlesun gen,  1. 1,  p.  55-57).  On  remarquera  l'expres- 
sion particulière  (Ypa(ji(jiéb>v  <ruv6£crioc  jjiETà  àitoSeîÇto;)  dont  se  sert  Démocrite 
pour  désigner  la  Géométrie  :  elle  spécifie  la  nature  des  questions  que  traitaient 
surtout  les  arpenteurs  égyptiens,  et  nous  rappelle  les  Çulvasûtras  (règles  du  cor- 
deau) des  anciens  Hindous. 

(*)  Sans  tomber  dans  les  rêveries  d'illustres  savants  qui  ont  voulu  trouver  dans 
les  pyramides  de  Gizeh  des  preuves  de  connaissances  mathématiques  supérieures, 
il  est  permis  de  demander  s'il  est  possible  que  les  Égyptiens  aient  pu,  par  exemple, 
construire  leurs  pyramides  sans  être  capables  de  les  cuber;  mais  on  doit  répondre 
par  l'affirmative.  Khéops  et  Khéphrên  n'étaient  pas  astreints  à  un  budget  par 
exercice  et  n'ont  eu  besoin  d'aucun  devis.  L'approximation  grossière  dont  se  con- 
tentaient  les  Egyptiens  pour  la  mesure  de  leurs  champs  non  rectangulaires  n'avait 
même  pas  à  être  atteinte  pour  leurs  constructions.  Enfin,  5oo  ans  après  notre  ère, 
dans  l'Inde,  dont  la  civilisation  était  au  moins  égale  et  où  la  science  grecque 
avait  pénétré,  Aryabhatta  mesure  encore  une  pyramide  comme  moitié  du  produit 
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2.  Il  ne  sera  pas  hors  de  propos  de  nous  arréler  un  inomenl  sur 
le  savant  universel  qui  illustra  la  fin  du  v®  siècle.  Si  le  nom  de 
Démocrite  manque  sur  la  liste  de  Proclus,  il  n'en  parait  pas  moins 
avoir  fait  en  Mathématiques  des  travaux  considérables;  il  est  >Tai 
que  son  influence  comme  géomètre  ne  semble  pas  cependant  avoir 
été  considérable,  car  il  resta  en  dehors  du  cercle  d'Athènes,  oii 
ses  écrits  ne  paraissent  même  pas  avoir  été  connus  ou  au  moins 
appréciés  avant  le  temps  d'Aristote. 

Diogène  Laërce  nous  a  conservé,  d'après  Thrasylle,  les  litres 
des  Ouvrages  mathématiques  de  Démocrite,  et  nous  savons  qu'ils 
devaient  être  divisés  en  trois  tétralogies.  Malheureusement  ces 
titres  sont  d'autant  plus  insuffisants  que  le  philosophe  d'Abdère 
semble  avoir  une  terminologie  à  lui,  qui  n'est  pas  devenue  clas- 
sique, et  que  nous  ne  connaissons  guère;  que  d'autre  parties 
textes  des  manuscrits  sont  passablement  incertains. 

Voici  comment  je  restitue  les  tétralogies  : 

1.  I**  IIspl  S'.a^spfJ^  Y^'^V'^îî  ^j  ^^?'  T'^tJT'.oç  y.'jy,Xc'j  xai  z^o^ipxç.  —  Sur 
une  divergence  d'opinions  ou  sur  le  contact  du  cercle  et  de  la 
sphère. 

2"  rispl  Y£(i)jji.£Tp{r<^  Yj  Y£(i);jL£Tp'.y,ov.  —  Traité  de  Géométrie. 

3®  'Ap'.0{jLo(.  —  Les  nombres. 

4**  Ilcpl  aAdv^''  Ypa;x;Aiù)v  y.al  vajTtov  [i^.  —  Deux  Livres  sur  les 
lignes  et  solides  irrationnels. 

IL  i"  'E/.-£TaT;;.aTa.  —  Dévelop|)cmcnts  (?).  Le  mot  est-il  pris 
au  figuré?  S'a«;issaiL-il  de  développenicnls  sur  un  plan  de  surfaces 
cylindri(|ues  et  coniques  on  de  simples  rabattements  de  faces  de 
polyèdres? 

•>/•  Méy^;  àv'.ajTcç  y;  à7Tpsvc;;.{r^.  —  La  grande  année  en  Aslrono- 
mic  (on  sait  que  la  i^rande  année  est  le  cvcle  après  lequel  les  pla- 
nètes sont  su[)posécs  revenues  à  leurs  points  c\c  départ). 


(lo  sa  base  par  sa  haulcur.  Tanl  do  connaissances  essenlicllement  pratiques  pea- 
vonl  rester  ahsolunienl  erronées,  «luand  leur  exacliludc  n'est  pas  indispensable.' 
Et  ce  même  auleur  cannait  t:  avec  une  approximation  plus  grande  que  celle 
d'Archiniède!  Mais  c'est  que  son  aslronoiiiie  est  relativement  avancée;  celle  %a- 
leur  (  "  -  ).i'i«'»)  doit  d'ailleurs  avoir  été  déduite  des  Tables  des  cordes  de  Plo- 
ie m  ée. 


i 


MÉLANGES.  297 

3°  IIapa::r;Y[jLa.  —  Calendrier  de  levers  et  couchers  de  fixes,  avec 
prédictions  météorologiques.  Un  certain  nombre  de  données  em- 
pruntées à  cet  Ouvrage  sont  consignées  dans  le  dernier  Chapitre 
de  V Introduction  aux  Phénomènes  de  Geminus. 

4"  'AjjL'.XXa  xXc'^Jcpa;.  —  Le  débat  de  la  clepsydre.  —  Probable- 
ment relatif  à  l'emploi  de  cet  instrument  en  Astronomie,  comparé 
aux  moyens  de  mesure  du  temps  par  l'observation  des  astres. 

III.    1**  OipavsYpaç'Ir^.  —  Description  du  ciel. 

2®  Fe^YpaçCr; .  —  U  est  à  remarquer  que  Démocrite,  fidèle  en 
cela  à  la  tradition  ionienne,  représentait  encore  la  Terre  comme 
plate. 

3**  noXcYpaçtr^.  —  Le  polos  était  le  cadrati  solaire  emprunté  aux 
Babyloniens,  et  qui  avait  la  forme  d'un  hémisphère  creux  avec 
l'extrémité  du  style  au  centre. 

4°  'Ay,Tiv5Yp3tç{r;.  —  Peut-être  l'Ouvrage  de  perspective  dont 
parle  Vitruve  et  que  Démocrite  aurait  écrit  après  celui  d'Anaxa- 
gore. 

3.  Si  l'ordre  des  Ouvrages  est  attribuable  à  Thrasylle,  la  suc- 
cession de  ceux,  I,  2,  3,  4  n'en  est  pas  moins  notable  comme  cor- 
respondant exactement  au  cadre  des  Eléments  d'Euclide;  on  voit 
d'ailleurs  que  Démocrite  avait  peut-être  devancé  Théétète  en  trai- 
tant des  irrationnelles. 

Quant  à  l'Ouvrage  I,  i,  il  me  paraît  se  rapporter  à  une  polé- 
mique dirigée  contre  Protagoras  (voir  Aristote,  Métaph.,  II,  a), 
qui  soutenait  que  le  contact  d'un  cercle  matériel  et  d'une  règle  se 
faisait  sur  plus  d'un  point. 

D'après  un  fragment  conservé  par  Plutarque  (Adç.  Stoic,  de 
commun,  notit.,  p.  1079),  Démocrite  se  serait  occupé  d'une  ques- 
tion du  même  ordre  en  discutant  si  deux  sections  d'un  cône  par 
deux  plans  parallèles  à  la  base  et  infiniment  voisins  devaient  être 
considérées  comme  égales  ou  inégales.  Malheureusement  Plu- 
tarque ne  donne  pas  la  solution  de  cette  difficulté. 

Pour  se  rendre  compte  exactement  de  la  position  de  Démocrite 
au  sujet  de  ces  questions,  il  convient  de  se  rappeler  qu'il  y  était 
naturellement  amené  par  sa  théorie  des  atomes. 

Cette  théorie  a  en  réalité  son  origine  dans  les  doctrines  des  Py- 


298  PREMIÈRE  PARTIE. 

thagoriciens,  avec  lesquels  Démocrite  a  eu  des  rapports  incontes- 
tables qui,  d^ailleurs,  n'enlèvent  rien  à  sa  profonde  originalité. 
Les  opinions  physiques  des  premiers  Pythagoriciens  étaient  en  fait 
beaucoup  plus  grossières  que  leurs  connaissances  mathématiques 
ne  devraient  le  faire  supposer;  ils  considéraient  Tunivers  comme 
constitué  d'un  côté  par  un  fluide  continu  et  infini,  qu'ils  ne  dis- 
tinguaient pas  de  l'espace;  de  l'autre,  par  des  points  matériels  qai 
formaient  la  substance  des  corps.  Le  point  était  pour  eux  ac  une 
unité  douée  de  position  »  et  les  corps'  étaient  donc  des  nombres, 
en  tant  qu'assemblages  de  quotités  finies  de  points  (*). 

Ils  ne  distinguaient  pas  d'ailleurs  ce  point  matériel  du  point  géo- 
métrique', l'un  et  l'autre  était  reconnu  comme  indi^îsible  (drrspicv) 
et,  en  même  temps,  la  divisibilité  indéfinie  des  grandeurs  était 
admise  sans  réserves.  Celte  conception  insoutenable  fut  attaquée 
par  Parménide  et  par  Zenon,  dont  les  célèbres  paradoxes  doivent 
uniquement  (^)  élre  considérés  comme  battant  en  brèche  la  fausse 
thèse  qu'une  ligne  est  une  somme  de  points,  une  surface  une 
somme  de  lignes,  un  solide  une  somme  de  surfaces,  etc. 

Les  Pythagoriciens  pouvaient  d'autant  moins  se  défendre  que  la 
découverte  des  quantités  incommensurables  (non  encore  publique 
du  reste  au  temps  de  Zenon)  devait  leur  faire  sentir  la  grossièreté 
do.  l'erreur;  ils  durent  donc  transformer  leur  doctrine  physique 
c*t  soit  lui  donner,  comme  Phiiolaos,  un  sens  purement  idéahste, 
soit  allrihuer  aux  atomes  des  dimensions  très  petites,  mais  finies; 
si  d'ailleurs  (elle  thèse  fut  surtout  développée  en  dehors  de  l'Ecole, 
par  Leu(!ip|)e,  puis  par  Démocrite,  elle  fut  reprise  j)lus  tard  dani^ 
son  sein  même,  par  Ec|)hante,  par  exemple  (^). 


(')  Ce  n'rsi  «lu'ii  partir  tic  Pliilolaos  que  la  formule  du  Maître  «  Les  clioses  sont 
Moiiil»rrs  »  roroit  uno  oxpliralion  idéaliste,  toute  dilTérentc.  C'est  aussi  de  U 
nn'^mr  r|>o(juo  (juo  iloivenl  dater  les  assimilations  de  la  dyade  à  la  ligne,  do  la 
Iriath*  ii  la  surface,  do  la  tétrade  au  solide. 

(»)   ]\u'r  mou  ariielc  :  Zenon  li'/S/ce  et  M.  Georges  Cantor,  dans  la  Bévue phi- 

(M  II  rtmvient  éi;alemenl  <lc  rcmaniuer  (juc  la  même  thèse  au  fond  est  celle 
de  Platon  dans  le  7Vm<r.  avec  la  diflrércncc  que  ses  atomes  sont  préseotcs 
comme  tics  surfaces  matérielles  ;  son  disciple  Xénocrate  admet  au  contraire  de> 
iitomo  «|uil  représente  comme  des  lij;nes.  Aristote  les  a  accusés  à  tort  de  para- 
doxes K<''»uiélrique«i:  les  liiines  de  Xénocrate  comme  les  surfaces  de  Platoa  no 
doiNcnl  éiri*  ("onçues  que  comme  des  solides  indivisibles  sous  des  formes  particu- 
lién**». 


MËLANUI!S. 

Il  nVn  résiillc  pas  moins  t\uti  Di^inucriie  drvait  considérer  ses 

atomes  comme  de  véritables  solides  géométriques  et  repousser 

j;ietlement,  en  ce  cjiiî  les  L'oaccrnail,  l'opinimi  de  Protagoras,  Nous 

pmmes  moins  édiliés  pour  ce  qui  concerne  le  Cragment  de  Plu- 

irque,  mais  nous  n'avons  aucune  raison  de  supposer  que  le  phi- 

wiplie  d'Abdiire  se  soil  prononcé  contre  les   saines  doctrines 

tomélriques. 

I  A  partir  de  Zenon  d'Llëe,  en  elTet.  l'antique  erreur  pvlliago- 

iennc  ne  reparaît  guère  que  dans  b  prétendue  quadrature  du 

hrcle  d'Antiphon,  et  encore  sous  une  forme  toute  spéciale  ('). 


i.  Nous  arrivons  désormais,  en  suivant  également  la  liste  de 
Proclus  et  l'ordre  clironologiquo,  au  dernier  géomètre  qui,  malgré 
ses  rapports  avec  Platon,  doive  être  encore  regarda  comme  étranger 
i  l'Académie. 

I  On  sait  qu'Arclijtas  était  pythagoricien  et  en  même  temps  un 
e  d'Etat  considérable  à  Tarcnle,  sa  patrie  ;  il  fut  élu  sept  fois 
ratège  annuel  et  commanda  en  celte  qualité  les  troupes  de  la 
jonféiléralion  formée  par  les  villes  de  la  Grande-Grèce.  Toute- 
eonnail  mal  les  dates  de  sa  vie;  il  semble  que  Platon  soit 
pire  en  relalions  avec  lui  lors  de  son  voyage  en  Italie,  qui  doit 
e  placé  vers  ^90  av.  J.-C.  Eudoxe  doit  de  môme  avoir  été  son 
Isciple  avant  384t  mais  Arctiytas  vivait  encore  vers  3ûi  lors  du 
loisième  voyage  de  Platon  en  Sicile;  il  ne  semble  donc  pas  avoir 
i  sensiblement  plus  âgé  que  ce  dernier  {4a9-3-i-). 
\  A  cette  époque  le  pytbagorisme  n'était  plus  une  école  fermée, 
fcnservant  précieusement  la  tradition  du  Maître;  ses  adeptes  pro- 
isaient  en  fait  des  opinions  personnelles  très  diverses  et  les  pu- 
bliaient librement.  Arcb^tas  parait  avoir  beaucoup  écrit  et  nous 
possédons  de  longs  fragments  qui  lui  sont  attribués.  Hais,  ou  bien 
ils  sont  tirés  de  Traités  surtout  muraux  (^)  et  n'intéressent  guère 
histoire  des  Sciences,  ou  bien  ils  sont  apocrvpbes  comme  ceux 


)  l^e  Traité  |>!Cuda-aristoiéliquc  Utpi  i 
e  peut  Ctre  regardé  que  cumme  ui 
Il  a  vue  polémique  sérieuw. 
[*)  Le  fragment  [Uti  iiafJT,iiT:i<)v  (Sidskc, 

Oull.  de»  Scttncei  mathem..  f   si-i'ic, 
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qui  font  de  lui  Finvenleur  des  dix  catégories  dWrislole  oa  qui 
lui  font  développer  des  idées  appartenant  à  Platon  ('). 

Le  début  du  Traité  Ilepi  MaOr^^xar.xiJ^,  inséré  par  Porphyre  dans 
son  commentaire  sur  les  Harmoniques  de  Ptolémée,  el  déjà  cité 
par  Nicomaque,  est  plus  authentique.  Mais  ce  Traité  parait  aToir 
été  exclusivement  consacré  à  la  musique  (Nicomaque  FappeUe 
d'ailleurs  zh  2p;jisvi%sv)  et  nous  pouvons  ici  le  laisser  de  côté. 

En  fait  nous  ne  connaissons,  comme  travail  proprement  mathé- 
matique d'Ârchvtas,  que  sa  singulière  solution  du  problème  des 
moyennes  proportionnelles,  telle  qu'elle  est  rapportée^  diaprés 
Eudème,  par  Eutocius  sur  Archimède  {Sphère  et  Cylindre^  II,  2). 

Il  employait  Tintersection  du  cylindre 

m  ' 

du  tore 

enfin  du  cône 

jr'-f-  r*-f-  5*  =  -7-  jr*. 

On  peut  en  eflet  tirer  de  ces  équations 

V^x^H-r*=  \/ab^,         et         /x'  -»- r*  -1-  ^*  =  V  «*  b . 

J'ai  déjà  dit  que  je  ne  pouvais  considérer  cette  solution  que 
comme  purement  théorique  ;  mais  historiquement  elle  nous  montre 
les  géomètres  de  ce  temps  déjà  suffisamment  familiarisés  avec  les 
corps  ronds  et  les  solides  de  révolution,  ayant,  d'autre  part,  asseï 
nettement  le  concept  du  lieu  géométrique,  sans  lequel  il  est  clair 
qu'Archytas  n'aurait  pu  combiner  ses  constructions. 

o.  Si  divers  témoignages  anciens  concordent  pour  attribuer  à  la 
solution  d'Archytas  un  caractère  mécanique,  c'est-à-dire  pratique, 
ces  témoignages  proviennent  d'auteurs  comme  Diogène  Laërceou 
Plutarque,  très  postérieurs  et  absolument  incompétents. 

Le  récit  de   Plutarque  dans  sa  Vie  de  Marcellus  est  d'ailleurs 


(')  Ainsi  le  fragment  éx  toO  irept  voO  xat  a 'cr6r,<T£u);  (Stod.,  Ed.,  I),  offre  de 
singuliers  rapports  avec  la  fin  du  Livre  VI  de  la  République,  C'est  ce  firafHMil 
que  cite  Jamblique  (Villoison,  Anecd.  Grœc,  II,  p.  189)  sous  la  mention  Ivt) 

Tr,;  YV(i)p'.<TTtxr,;  vpapLjir,;  to|17;. 


atimcmcnt  \\é  &  lit  It^gendequi  se  riiniia,  fl'aprf's  k'S  i^nrits  de  Pla- 
ton, pour  allrlbucr  au  pliilosophc  le  râtc  d'avoir  assuré-,  d'une 
TiiçoD  di-cisive,  le  caractère  puremenl  abslrail  des  Malhémaliqurs  ; 
1  ne  m'y  arrête  donc  que  pour  relever  ime  asserlîon  du  poly- 
raphe. 

D'»pr<^s  lui,  ArchjUs  el  Eiidoxe  auraient  été  en  réalilt'  les  pré- 
nrscurs  d'Arcliîmède  en  Mtîcanique,  et  la  Science  de  leur  temps 
korait  eu  un  caractère  essenliellement  pratique.  Or  ceci  es!  absu- 
iament  contredît  par  tout  ce  que  nous  savons  de  la  GéomrLrle  an- 
iiennc,  qui  nous  apparaît  comme  entièrement  abstraile,  à  dater 
le  Pvthagore,  et  de  la  Mécanique  ancienne,  dont  l'étal  avant  Ar- 
mède  nous  est  suflisamment  indiqué  par  les  Problèmes  attri- 
bués à  Aristotc. 

Pour  ce  qui  concerne  Eudose  en  particulier,  l'assertion  de  Plii- 
Urque  e^l  également  contradictoire  avec  ce  que  nnus  savons  do 
c  Cnidicn  était  uo  sophiste  dans  le  vrai  sens  du  mot,  c'esl- 
l-dirc  un  homme  universel  pouvant  professer  sur  tous  les  sujets, 
lur  la  Morale  comme  sur  la  Médecine;  sur  la  Géomélric  comme  sur 
■  Théologie;  mais  avant  tout,  poumons,  quelle  que  soit  l'impnr- 
lance  de  ses  travaux  géométriques,  c'est  un  astronome;  c'est  le 
ïer  qui  ait  proposé  un  système  malliémaliquc  du  monde,  et 
t'est  û  lui  qu'il  faut  faire  remonter  la  presque  totalité  des  théories 
wntcnnes  daus  la  Petite  Astronomie  des  Grecs,  c'est-à-dire  la 
ioUectioQ  des  écrits  classiques  antérieurs  à  Ptolémée.  Comme  Mé- 
taniquG,  au  contraire,  nous  n'avons  aucun  indice  tendant  à  prou- 
cr  qu'il  s'en  soil  occupé. 

Pour  Archylas,  il  est  vrai  que  Vltruvc  paraît  corroborer  le  té- 
moignage de  Plutarque;  il  donne  en  elTet  le  Tarenlin  (éd.  Rose, 
loet  160)  comme  un  auteur  ayant  traité  des  machines  avant 
krchimëde  (  '  ).  Mais  ici  il  paraît  y  avoir  eu  une  confusion  de  nonil 
iogène  Laërce  (VllI,  8j)  nous  dit  en  ell'el  qu'il  y  a  eu  cinq  Ar- 
liyLas,  dont  l'un,  architecte,  avait  composé  un  Livre  Sur  les  ma- 


(■)  Arcliimède  en  n'alitil,  d'après  Carpos  clans  Pappus,  n'avait  composa  qu'un 
aitd  miieaniquc  «péviul  :  Sur  la  sphéropvt.  Il  est  d'ailleurs  linrs  de  doute  que  si 
S  nHohiDDS  da  guerre  de  son  îaTcnLiun  ont  été,  dans  l'iiQtiquiU^,  un  des  mutlfi 
Uncipaox  de  m  nlpuUlîiin,  ce  n'ÉLoii  nullement  un  sujet  neuf;  de«  niRchines  dr  . 
I  gCnru  Diislaicnl  li)n):leinp«  avant  lui.  el  des  inïi''nirui>  d'Ali-tandi'c  \e  Grund 
I  «raicnld^ja  irvil.'. 
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chines,  et  était  Tëlëve  d*un  Teucer  de  Carihage.  C*est  saos  doule 
à  ce  personnage  qae  se  rapportent  en  fait  les  données  de  Vitrage, 
et  Plutarque  peut  avoir  sans  doate  été  sous  Tinfluence  de  U  même 
confusion. 

On  ignore  quand  pouvait  vivre  ce  second  Arckytas,  mais  son 
existence  suffit  pour  dénier  au  premier  tout  travail  ou  invention 
d'ordre  mécanique,  par  exemple  la  colombe  volante  en  bois  dont 
parlait  Favorinus,  d  après  Aulu-Gelle(X,  aa).  Tout  au  plus  pour* 
rait-on  lui  laisser  la  7X27271^  dont  parle  Aristote,  c'est-i-dire  00 
jouet  dVnfant  (crécelle  ou  castagnette?)  (*),  si  Ton  ne  voulait 
pas  faire  remonter  aussi  haut  le  disciple  de  Teucer. 

6.  Un  Archyias  nous  apparaît  encore,  dans  VArs  Geometriœ 
attribué  à  Boèce,  comme  un  géomètre  célèbre  :  i"  ayant  traité  de 
Vab(zcus  inventé  par  Pvthagore(éd.  Friedlein,  p.  393-4a5);  a^  au- 
teur d'une  règle  pour  la  formation  des  triangles  rectangles  en 
nombres  (')  (p.  4o8);  3**  ayant  démontré,  après  jEuclide,  que  le 
diamètre  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  rectangle  est  égal  à 
Texcès  sur  Thypoténuse  de  la  somme  des  deux  côtés  de  Tangle  droit 
(p.  41^) y  4°  ayant  donné  uue  règle  spéciale  pour  le  calcul  du 
triangle  obtusangle  ('). 

Que  VArs  Geometriœ  soît  l'œuvre  d'un  faussaire  très  posté- 
rieur à  Boèce,  c'est  là  un  poînl  qui,  malgré  l'opinion  de  M.  Can- 
tor,  ne  me  paraît  plus  à  discuter  (*);  que,  malgré  l'anachronisme 
indiqué  plus  haut,  ce  faussaire  ait  Voulu  désigner  sous  le  nom 
d'Arc/tytas  le  célèbre  pythagoricien,  cela  me  paraît  égalemeDt 
désonnais  hors  de  conteste;  il  n'en  ressort  pas  moins  que  les  trois 
données  fournies  sur  son  compte  n'ont  pas  été  inventées  de  toute 
pièce;  il  devait  donc  circuler  vers  le  i\*  ou  le  x®  siècle  de  l'ère 


(')   Diogcnianus   (III,  98)  Tattribue  formellement  à  TiDgénieur  :  à  *Ap^tx; 
tIxtwv. 

-^ I  )  —/—-+- 1  )  :  c'est  la  règle  que  Héron  et  Proclus  altri- 

buent  à  Platon. 
(')  La  règle,  faussée,  est  devenue  incompréhensible. 
(  *  )  Voir  Wkissf.nrorn,  Die  Boetius-frage  (  Abhandlungen  zur  Gesch,  der  Math.. 

II,  p.  tH'}-Tt\u;  iS;*)). 
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chrétienne,  un  Traité  géométrique  (ou  d'arpentage?)  écrit  en  latin 
et  présenté  comme  traduit  du  grec  du  vieil  Archytas. 

Ij'existence  d'écrits  apocryphes  d'Archytas,  sur  d'autres  sujets, 
acceptés  pourtant  comme  authentiques  au  v*  ou  au  vi®  siècle 
après  J.-C,  peut  bien  nous  porter  à  croire  qu'en  effet  les  auteurs 
de  ces  écrits  y  auront  joint,  pour  épuiser  le  cercle  parcouru  v* 
Archytas,  un  traité  géométrique  qui  ne  devait  pas  leur  coûter  da- 
vantage à  composer. 

Si  Vabacus  du  moyen  âge  est  bien,  comme  il  semble,  une  inven- 
tion connue  au  moins  des  Romains  de  l'Empire,  il  n'y  aurait  rien 
d'étonnant  à  ce  que  le  pseudo-Boèce  ait  trouvé  cette  invention 
décrite  dans  ce  traité  du  pseudo-Archytas;  mais,  même  en  adop- 
tant cette  conjecture,  on  n'en  pourrait  tirer  aucune  conclusion  re- 
lativement à  l'origine,  soit  des  apices  dits  de  Boèce,  soit  de  nos 
chiffres  modernes.  Malgré  la  liaison  historique  entre  ces  chiffres  et 
Vabacus,  il  y  a  là  en  effet  deux  questions  essentiellement  dis- 
tinctes; tout  semble  prouver  en  effet  que  les  apices  de  Boèce  dé- 
rivent des  chiffres  arabes  occidentaux,  tandis  que  si  Vabacus  a 
été  connu  des  Arabes,  c'est  qu'ils  l'ont  emprunté  aux  Latins. 


»9* 


LES  GÉOMÈTRES  DE  L*AGADËMIE; 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

1.  Si  l'on  excepte  Eudoxe  de  Gnide,  la  plupart  des  géomètres 
de  l'Académie,  qui  figurent  sur  la  liste  de  Proclus,  sont  des  per- 
sonnages peu  connus. 

Sans  Proclus,  nous  ignorerions  les  noms  de  Néoclide,  de  Theu- 
dios,  d'Athénée  de  Cyzique  et  d'Hermolime  de  Colophon  (i). 

On  connaît  deux  platoniciens  du  nom  de  Léon  ;  mais  l'un, 
sophiste  de  Byzance  et  peut-être  l'auteur  du  dialogue  VAtcyon(^)j 
est  de  la  génération  suivante;  Tautre  (aussi  appelé  Léonidas)  était 


(')  J'ai  déjà  parle  de  Léodamas,  de  Thasos,  ainsi  que  de  Théététe. 
(")  Dans  les  Œuvres  de  Lucien.  Voir  Philostrate  (  Vit.  Soph.)  sur  ce  person- 
nage. 
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d'Iléraclée  et,  avec  son  compatriote  Chion,  périt  en  assassinant  le 
tjran  Cléarque;  cependant,  on  ne  peut  faire  ici  aucune  identifica- 
tion  assurée. 

Amyclas  d'Héraclée  est  cité  par  Diogène  Laërce  (111,  46)  comme 
disciple  de  Platon;  mais  (IX,  4^)  ^^  1^  donne,  d'après  Aristoxène, 
comme  pythagoricien  et  comme  ayant,  avec  Clinias,  empêché 
Platon  de  brûler  les  écrits  de  Démocrite  ;  fable  qui,  malgré  son 
ancienneté,  ne  mérite  aucune  créance. 

Ménechme  d'Alopéconnèse  ou  de  Proconnèse  (*),  qui  passe 
pour  l'inventeur  des  sections  coniques,  et  sur  lequel  revient  Pro- 
clus,  fut  certainement,  après  Eudoxe,  le  mathématicien  du  v*'  siècle 
le  plus  en  vue.  Le  grammairien  Sérénus  (J.  Damasc,  Flor,^  1 15) 
lui  attribue  d'avoir  fait  à  Alexandre  le  Grand  la  réponse  que  Pro- 
clus  met  dans  la  bouche  d'Euclide  devant  Ptolémée;  on  peut  voir 
là  un  indice  de  la  célébrité  de  Ménechme,  en  même  temps  qu'une 
preuve  de  la  non-véracité  de  l'anecdote,  soit  d'un  côté,  soit  de 
l'autre. 

Un  témoignage  de  Théon  de  Smyrne  (Astrononi.,  p.  33o)nou!* 
donne  Ménechme  comme  introduisant  dans  le  système  astrono- 
mique d'Eudoxe  les  sphères  dites  avsXiTTSj^a'.,  ordinairement  attri- 
buées à  Aristote,  et  dont  reflet  supposé  était  purement  mécanique. 
Ce  témoignage  est  une  preuve  des  relations  qui,  au  dire  de  Proclus, 
existaient  entre  Eudoxe  et  Ménechme  ;  mais  les  rapports  de  ce 
dernier  avec  Platon  sont  également  confirmés  par  l'indication  de 
Suidas;  Ménechme  aurait  en  efiet,  d'après  celui-ci,  composé, 
entre  autres  écrits  philosophiques,  trois  Livres  sur  la  République. 

Eutocius  (sur  Archimède,  Sphère  et  Cyl.^  II,  2)  nous  a  con- 
servé deux  solutions  du  problème  de  Délos,  attribuées  à  Mé- 
nechme, l'une  au  moyen  de  deux  paraboles,  l'autre  au  moyen  d'une 
parabole  et  d'une  hyperbole.  Comme  je  l'ai  déjà  dit,  ces  deux  solu- 
tions ne  proviennent  pas  d'Eudème,  et  leur  authenticité  est  loin 
d'être  suffisamment  garantie;  toutefois  il  est  certain,  par  la  lettre 
d'Ératosthène,  que  Ménechme  avait  employé  les  sections  coniques 
pour  résoudre  le  problème. 


(«)  Suidas,  V.  Màvat*/(i.o;-  —  Alopéoonnèsc  est  une  ville  de  lu  Chersonnèse  de 
Thrace,  Proconnèse  une  Ile  de  la  Proponlidc,  deux  localités  en  tous  cas  voisioeade 
Cyzique,  où  Eudoxe   onda  son  école. 
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'  Dinoslrale,  frfre  de  Mi^nechme,  est  cU<î  por  Pappiis  (IV,  25o) 
jme  avant  oblonii  la  quadrature  du  cercle  avec  la  courbe  coaaue 
s  son  nom,  maïs  qui  fut  probablemenl Inventée  auparavant  par 
lippias  d'Elis. 
Enfin  Philippe  de  Mcdnia(oiid'Oponte)i'ul  un  des  disciples  les 
plus  chers  de  Platon  ;  on  le  considère  comme  l'éditeur  des  Lots  el 
Kommc  l'auteur  de  VÉpinomide  ;  il  s'occupa  surtout  d'Astronomie, 
%t  Geminus,  à  lu  lin  de  son  Introduction  aux  phénomènes,  a 
•  certaines  dates  (îxées  par  lui  pour  les  levers  et  couchers 
des  6x65,  d'après  des  observations  laites,  au  dire  de  Ptolémée 
(■frioeii;  àitXocvùv)  dans  le  Péloponnèse,  en  Locride  et  en  Phocide; 
iuidas  (v.  çiXissço;)  nous  a  conservé  vingt-trois  litres  de  ses  nom- 
ireax  écrite;  les  dix  suivants  intéressent  les  Mathématiques  : 

Arithmétiques.  —  Médiétés.  —  Sur  les  nombres  polygones. 
■  Cycliques.  —  Optiques,  a.  —  Lnoptriques,  a  (sur  les  nii- 
îrs),  —  Sur  la  distance  du  Soleil  et  de  la  Lune.  —  Sur  l'é- 

tipse  de  la  Lune.  —  Sur  la  grandeur  du  Soleil,  de  la  Lune 

t  de  la  Terre.  —  Sur  les  planètes. 

D'après  un  tcite  d'Aélius  {Doxographi  grœci,  éd.  Diels, 
.  36o).  on  pourrait  conclure  qu'il  aurait  le  premier  établi  la 
léorie  complète  des  phases  de  la  Lune, 

2.  Endoxe  parait  être  né  vers  4o7i  mort  vers  354  avant  J.-C. 
m  voyage  en  Egypte,  avant  lequel  il  n'était  guère  connu,  semble 
evoir  être  fixé  vers  l'an  3-8.  Mais,  contrairement  à  l'opinion  de 
oeckli  {Sonnenkreise,  pp.  140-148),  je  croirais  volontiers  qu'il 
avril  son  école  de  Cyzique  presque  immédiatement  après  son 
eiour  et  qu'il  vint  à  Athènes  vers  367. 
Cette  école  de  Cyzique  eut  une  grande  célébrité,  surtout  en 
Itronomie;  Eudoie  y  eut,  entre  autres,  comme  disciples  deux 
iliilants  de  cette  ville,  Hélicon  qui  prédit  une  éclipse  de  Soleil  à 
cour  de  Denys  ('),  et  Polcmarque  qui  lui  succéda,  lorsqu'il 
ir lit  pour  Athènes,  el  qui  tut  le  maître  de  Callippe  {').  Il  faul 


{■)  Plutarqae  (De  Genio  Socralâ)  donne  Eudi 
ttrel  SDii]nel4  Platon  aurait  rcnroyé  les  Délient 
(•)  I.e  r^ormateiir  cin  csclc-  de  Méion  et  du  • 


Il  comme  les  gio- 
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aussi  évidemment  rattacher  à  cette  école  Ménechme,  Dinostrate  et 
Athénée  de  Cyzique. 

Voilà  donc  un  centre  scientifique  important  en  dehors  d'Athènes 
et  de  la  véritable  école  de  Platon  ;  si  Athènes  finit  par  absorber  ce 
centre  par  sa  puissante  attraction,  il  faut  bien  remarquer «jn'Eadoie 
s'y  posa  en  rival  de  Platon  et  que  si,  surtout  après  sa  mort,  ses 
disciples  purent  subir  Tinfluencc  du  chef  vénéré  de  FAcadémle, 
ce  fut  plutdt  en  Philosophie  qu'en  Mathématiques. 

Remarquons  d'autre  part  que,  si  Théétète  fut  l'ami  de  Platon, 
il  ne  fut  nullement  son  disciple,  qu'il  parait  s'être  spécialement 
consacré  aux  Mathématiques  et  qu'il  alla  les  professer  à  Héra- 
clée  (*  ).  Il  semble  dès  lors  que  c'est  d'après  une  légende  que-nous 
a  été  tracé  ce  tableau  conservé  par  Proclus,  de  géomètres  vivant 
ensemble  à  l'Académie,  c'est-à-dire  sous  la  haute  direction  de 
Platon  et  faisant  leurs  recherches  en  commun.  Athènes  est  sans 
doute,  au  iv*  siècle,  le  fojer  scientifique  dont  l'éclat  efface  tous 
les  autres  :  tout  géomètre  devait  peut-être  y  passer;  mais  on  faisait 
de  la  Géométrie  ailleurs,  et  d'autres  villes  cherchaient  déjà  à  attirer 
des  professeurs. 

Enfin  la  prééminence  scientifique  d'Athènes  est  due,  avant  tout, 
à  la  prépondérance  commerciale  qu'elle  conserve  encore  à  cette 
époque;  ces  géomètres  qu'elle  réunit  sont  étrangers  pour  la  plu- 
part et,  si  Platon  lui-mémo  est  Athénien,  il  n'y  a  là  qu'un  accident 
heureux,  non  pas  la  cause  déterminante  de  cette  réunion.  Dans  la 
liste  de  Proclus,  il  n'est  guère  que  Philippe  qui  soit  véritablement 
son  disciple,  sur  lequel  il  ait  dû  exercer  une  influence  bien  mar- 
quée. 

A  la  vérité,  nous  devons  ajouter  à  cette  liste,  sinon  le  neveu  el 
successeur  de  Platon,  Spcusippc,  qui  écrivit  sur  les  Nombres py- 
thagoriques  (2),  mais  ne  paraît  pas  s'être  particulièrement 
occupé  de  Géométrie;  au  moins  son  second  successeur.  Xéno- 


tour s'établir  à  Athùncs,  où  il  se  lia  avec  Arislole,  après  la  mort  de  Polémarqof, 
(|1£t'  éxeîvov,  Simplicius,  Comment.  inArist.  de  Cœiô),  On  a  jusqu'ici  mal 
compris  ce  passage,  en  admctlant  qu'il  était  venu  avec  Polémarque  ((isr*  ixit^va) 
et  simplement  pour  conférer  avec  Aristote. 

(*)  Voir  le  numéro  d'août  1886,  p.  187,  note  2. 

(')  Voir  mon  étude  sur  le  fragment  conservé  dans  les  Théologoumènes  (An- 
nales de  la  Faculté  des  Lettres  de  Bordeaux,  t.  V.  p.  375-38a  ;  i883). 


Ste  ('),  et  aussi  IlL^racllde  du  Pont  (■),  un  des  [ilns  brillanls 

Utoniciens,   qui  jirît  d'ailleurs  une   position   personnelle  et  se 

•ppruciia  des  doclrincs  adoptt'-es  par  une  rraclîun  de  IVcolc  pv~ 

ihagoricicnne. 

Mais,  même  après  celle  adjoncUon,  le  vùle  de  Ptaioii  dans  Tliis- 

C  delaGéomélric  parait  singulièrement  eiractS  vis-à-vis  de  celui 

td'Ëadoxe. 

3.  Si  nous  pouvons  essayer  d'émettre  quelques  conjcclorcs  sur 
Iles  progris  qu'accomplirent  en  G<?ométric  tous  ces  mathématiciens 
potermédiaires  entre  Eudose  et  Euclide,  il  semble  qu'en  faisant 
abstraction   des   perrecliounemenls  de  détail  apportés  aux  Elé- 
lents,  et  du  développement  de  la  Sphèriffue,  lié  à  celui  que  pre- 
psït  alors  l'Astronomie,  on  devra  distinguer  : 

'  Les  éléments  de  la  théorie  des  coniques,  tels  qu'on  peut, 
iDS  une  certaine  mesure,  les  reconstituer  eu  éliminant,  des  quatre 
Brcmiers  Livres  d'Apollonius,  ce  qui  apparaît  comme  étant  de 
I  de  ce  dernier;  en  effet,  d'après  ce  qu«  dit  Pappus 
"(Vil,  p.  H'fj-G-^']),  il  semble  qu'Euclide  ait  composé  ses  propres 
Coniques  comme  il  a  fait  pour  les  Elénipnts,  sans  y  mettre  beau- 
coup de  nouveau,  taudis  que  son  contemporain  Aristée,  en  écrivant 
einq  Livres  Sur  tes  lieux  solides,  avait,  au  contraire,  déjà  poussé 
la  théorie  plus  loin  et  même  abordé  des  questions  laissées  en 
dehors  par  Apollonius  ; 

a"  Les  théories  de  la  Géométrie  plane  (droites  et  cercles)  corres- 

I pondant  au\  Ouvrages  perdus  d'Euclidc  et  d'Apollonius,  qu'énu- 
I  {■)  La  liste  des  Ouvmg»  de  XÉnocraie  pour  ce  i{ii!  concerne  Ips  Malliëniatïques 
iDioB.  Uèfce,  IV,  lî,  ij)  c«  loin  d'être  claire.  On  y  voit  d'abord  (aprfis  le* 
îjvras  diiilecUqucs ),  quinze  Livres,  puis  sciie  autres  sur  tes  matbëmsii  les 
Ifiiiaw  premiers  paraissent  en  comprendre  neuf  rclalifs  A  ta  logique,  six  aux 
science»;  los  seixc  seconds  [en  y  ajoutant  deux  autres  Livres  suf  l'intellect 
<Ciâvoia)?]  semblent  comprendre  :  i°  cinq  Livres  ^'Oo  m  étriqués,  Commcnlairei. 
—  Contrairea,  —  Sur  let  nùmbra.  —  Théorie  dei  nombre).  —  tnlervallei 
(muticattc?);  j"  six  Livres  sur  l'^flro^ofie;  3"  une  série  d'autres  Livres  adressés 
i  Aleiundre,  A  Arybas,  i  MépLestiou  (deux  sur  la  Géométrie). 

(')  Oiug.  LaiVce  (V,  8g)  en  cite  des  écrits  géométriques.  Héraclide  parait  avoir 
pr^iiJj  l'\cadéuiie  lors  du  troisième  voyage  de  l'iaton  en  Sicile,  en  3(ji  (Suidas); 
il  profesM  U  mUtion  de  la  Ttrre  uuluur  de  son  axe  rt  la  circululion  de  Mercure 
'el  de  Véuus  autour  du  Soleil, 
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mère  Pappus  comme  précédant  les  Coniques  dans  la  collection 
analytique  des  anciens  ;  bon  nombre  de  ces  Livres  touchaient  en 
effet  des  problèmes  assez  simples  pour  avoir  été  abordés  de  très 
bonne  heure,  et,  quand  nous  voyons,  dans  le  résumé  de  Proclas, 
Hermotime,  de  Golophon,  donné  comme  ayant  écrit  sur  les  lieux, 
nous  pouvons  bien  croire  qu^il  élaborait  la  matière  des  deux 
Livres  d'Apollonius  sur  les  Lieux  plans. 

Il  est  possible  au  reste  de  donner  à  cette  conjecture  un  fonde- 
ment plus  assuré;  Eutociusnous  a  conservé  de  ce  Traité,  dans  son 
Commentaire  sur  les  Coniques,  p.  i  i-i  2,  une  proposition  relative 
au  cercle  comme  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points 
donnés  sont  dans  un  rapport  donné.  Or,  dans  la  Météorologie 
d'Aristote  (III,  Ch.  V,  §  6-1 1),  nous  trouvons  déjà  l'une  des  deux 
parties  de  celte  proposition  (*),  et,  quoique  la  rédaction  soit  loin 
d'être  la  même,  la  marche  de  la  construction  et  de  la  démonstra- 
tion est  identique.  A  la  vérité,  le  passage  d'Aristote  en  question 
doit,  à  mon  avis  du  moins,  être  regardé  comme  interpolé  (*);mais 
l'interpolation  est  sans  doute  très  ancienne  et  bien  antérieure  à 
Apollonius.  Si  d'ailleurs  le  rapprochement  n'a  pas  encore  été  fait, 
c'est  que  les  commentateurs  d'Aristote  se  sont  tous  trouvés  assez 
peu  compétents  pour  ne  pas  reconnaître  le  but  de  la  démonstra- 
tion ;  mais  rindication  que  je  donne  doit  suffire  à  tout  géomètre 
pour  se  retrouver  dans  un  passage  qui  n'offre  pas  en  réalité  de 
dinicullé  sérieuse,  et  je  crois  inutile  d'entrer  dans  des  détails  plus 
circonstanciés. 

\,  Un  troisième  ordre  de  questions  que  nous  voyons  apparaître 
dans  le  même  siècle  se  rapporte  à  la  technologie,  et  Ton  verra 
peut-être  dans  la  nature  des  discussions  poursuivies  un  indice  de 
rinfluencc  de  Platon,  c'est-à-dire  d'un  penseur  plus  philosophe 


(')  Que  les  points  du  cercle  jouissent  de  la  propriété  en  question;  l'autre  partie, 
(jue  les  points  en  dehors  de  la  circonférence  ne  jouissent  pas  de  celte  propriété, 
ne  se  retrouve  que  dans  Apollonius. 

(')  Par  suite  de  l'application  du  inénie  critérium  linguistique  qui  a  permis  à 
MM.  Allman  et  Usencr  de  distinguer  le  texte  d'Eudcnic  des  interpolations  de 
Simplicius  dans  le  fragment  sur  la  ([uadrature  des  lunules.  J'ai  étudié  la  question 
dans  la  lic^iœ  de  l*liHolo^ie,  188'). 
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que  géomètre.  En  tout  cas,  ce  n'est  fias  son  nom,  mais  cVsl  piînci- 
|)alc»ii!nt  celui  dt;  Mûnccliine  qui  se  trouve  lié  â  ces  discussions, 

.  lioul.  IVoclus  nous  a  conservé  un  </cho  d'après  Geniinus. 

La  première  mention  se  rapporte  au  terme  miîinc  t\'É/énirnf-s 

w^azaiystx)-  Voici  comment  Proclus  l'introduit  : 


I 

H      immédiatement  après  le  résumé  historique  (p.  711),  il  se  propose 

Bdc  définir  le  but  démêlements;  ce  but,  dit-il,  peut  être  envisagé 

*    soil  t^'apl■l^s  l'objet  même  du  Traité,  soït  relativeinent  à  l'iHudiant. 

D'apr<!-s  l'objet,  le  but  est  la  théorie  des  cinq  polyèdres  réguliers 

qui,  comme  00  le  sait,  jouent  un  râle  capital   dans  la  physique 

pylha^orisante  de  Platon  {Timée).  Partant  de  lâ,  quelques  subtils 

philosophes  avaient  imaginé  d'assigner,  à  chacun  des  treise  Livres 

d'Euclide,  un   but  spécial  dans   lu  théorie  physique  de  l'univers. 

^^Proclus  l'ait  exceptionnellement  ici  preuve  de  bon  sens  en  se  con- 

H^lenlant  de  cette  indication,  et  passe  â  déOnir  le  but  relatif  à  l'étu- 

r^î^'il'i   '1    trouvera  dans  le  Traité  d'Euclide  les  éléments   de   la 

science  géométrique,  îl  y  puisera  les  connaissances  fondamentales 

^ur  lesquelles  s'appuient  tous  les  travaux  postérieurs  et  ceux  d'Ar- 

cbimùdc  (')  et  ceux  d'Apollonius. 

Le  terme  d'éléments  (aTotx*-*)  s'applique  proprement  à  ces 
théorèmes  qui,  dans  toute  la  Géométrie,  sont  primordiaux  et  prin- 
cipes de  conséquences  qui  s'appliquent  partout  et  foumissenl  les 
démonstrations  de  relations  en  grand  nombre;  on  peut  comparer 
leur  rûle  ù  celui  des  lettres  (également  nommées  T:s:-/tXx  en  grec) 
dans  le  langage. 

On  doit,  des  éléments  proprement  dïls,  distinguer  les  théorèmes 
éIémentaires(r:c-.-/£-.(iÎT;)qui  sont  également  généraux,  simples  el  re- 
marquables, mais  n'ont  pas  la  même  valeur  en  tant  que  leur  appli- 
cation dans  la  Science  n'est  pas  universelle  :  telle  est  la  proposition 
que  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  triangle  sur 
les  côtés  opposés  se  cimpcnt  en  un  même  point. 

Aprèsavoir  développé  les  considéralionsque  je  viens  d'analyser, 
Proclus  emprunte  à  ûeininus  le  passage  suivant  : 


('  )  l'roelui  vise  spûciulcmciit  la 
<lf  la  SpMi'é  et  du  Cyliiidit,  I,  ti 


Il  des  tkmenls  (\ll,  î)  ddns  le  Traiw 
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P.  72,  23-^3,  i4-  «  D'ailleurs,  élément  se  dît  en  deux  sens, 
comme  le  remarque  Ménechme;  car  ce  qui  sert  à  obtenir  est  élé- 
ment de  Tobtenu  ;  ainsi,  dans  Euclide,  la  première  proposition  Test 
de  la  seconde  (problèmes),  la  quatrième  de  la  cinquième  (théo- 
rèmes). Dans  ce  sens,  beaucoup  de  propositions  peuvent  être  ré- 
ciproquement appelées  éléments  les  unes  des  autres.  Ainsi  de  Té- 
galîté  à  quatre  droits  de  la  somme  des  angles  extérieurs  d^un 
polygone,  on  conclut  le  nombre  d'angles  droits  que  vaut  la  somme 
des  angles  intérieurs  et  inversement  (*).  Dans  cette  signiGcation 
Vêlement  ressemble  au  lemme.  Mais  on  appelle  autrement  élé- 
ment  ce  qui  est  plus  simple  et  en  quoi  se  décompose  le  plus  com- 
plexe; dans  ce  sens,  on  ne  peut  plus  dire  que  tout  est  élément  àt 
tout,  mais  seulement  ce  qui  est  primordial  par  rapport  à  ce  qai 
est  régulièrement  la  conséquence  :  par  exemple,  les  postulats  seront 
éléments  des  théorèmes.  C'est  dans  ce  dernier  sens  qu'Euclide  a 
composé  Aes  éléments,  les  uns  pour  la  Géométrie  plane,  les  autres 
pour  la  Stéréométrie,  et  que  de  nombreux  auteurs  ont  de  même 
écrit  des  éléments  d'Arithmétique  ou  d'Astronomie.  » 

5.  Le  second  fragment  où  apparaît  le  nom  de  Ménechme  se 
rapporte  à  une  assez  curieuse  discussion  sur  la  nature  des  propo- 
sitions géométriques  : 

P.  77,  15-78,  i3.  «  Déjà,  parmi  les  anciens,  les  uns,  comme 
Speusippe  et  Amphinome,  proposaient  de  tout  appeler  théorème, 
pensant  que  ce  terme  convient  mieux  que  celui  de  problème  aux 
sciences  théoréliqucs  (coulemplalives)  et  surtout  traitant  des 
choses  clernclles;  car,  pour  de  telles  choses,  ilnV  a  pas  de  généra- 
tion; il  n'y  a  donc  pas  de  place  pour  le  problème  où  il  s'agit  d*en- 
gendrer  et  de  faire  (juelque  chose  comme  si  elle  n'était  pas  aupa- 
ravant :  par  exemple,  construire  un  triangle  équilatéral,  décrire  un 
carré  sur  une  droite  donnée,  placer  une  droite  (donnée)  à  partir 
d'un  point  donné  (L7cm.,  I,  2).  Il  vaut  mieux,  disaient-ils,  regarder 
toutes  ces  choses  comme  existant  déjà  (-),  et  dire  que  nous  consi- 


(')  Ces  lliCMnvines  ne  figiircnt  pas  dans  les  Éléments  d't^uclidc  ;  l'exemple  doit 
être  de  .Méneclirne.  Ce  [lassage  prouve  suflisainmcnt,  au  reste,  que  le  titre  <l*£Vf- 
nients  devait  être  usité  avant  l'Juclide,  ce  qu'on  pourrait  aulreaicut  meltre  cfl 
question. 

(')  I*.  78/1;  je  \\^  (j-.i  TzdtvTa  TaOïà  io-T-.  au  lieu  de  ôti  navra  ta-jTa  ii''.- 


i 


MÉLANGES.  3ii 

dérons  leurs  générations  non  pas  en  fait,  mais  relativement  à  la 
connaissance,  si  nous  supposons  soumises  au  devenir  des  choses 
qui  sont  toujours^  il  convient  donc  de  dire  que  nous  les  traitons 
toutes  par  des  théorèmes,  non  par  des  problèmes.  » 

«  D'autres,  au  contraire,  comme  les  mathématiciens  de  l'école  de 
Ménechme,  étaient  d'avis  de  tout  regarder  comme  des  problèmes, 
tout  eu  en  distinguant  deux  formes  :  tantôt  en  eOet  il  s'agit  de 
fournir  (izopicoL^^OL'.)  quelque  chose  de  cherché,  tantôt  au  contraire, 
prenant  quelque  chose  de  déterminé,  de  voir  ce  que  c'est,  ou 
quelle  en  est  la  nature,  ou  ce  qui  lui  arrive,  ou  quelle  est  sa  re- 
lation à  quelque  autre  chose  (*).  » 

Le  troisième  et  dernier  fragment  n'appartient  plus  au  prologue 
de  Proclus,  mais  bien  au  commentaire  sur  les  propositions  (I,  6)  : 

P.  253,  i6-254i  5.  «  11  faut  remarquer  à  ce  sujet  que  beaucoup 
de  réciproques  sont  fausses  et  ne  sont  donc  pas  de  véritables  réci- 
proques; ainsi  tout  nombre  hexagone  est  triangle,  mais  il  n'est  pas 
vrai  que  tout  nombre  triangle  soit  hexagone.  La  raison  en  est  qu'un 
des  termes  est  plus  général,  l'autre  plus  particulier,  et  la  proposition 
universelle  n'est  vraie  qu'en  établissant  la  relation  dans  un  seul 
des  deux  sens.  Pour  qu'il  y  ait  réciprocité,  il  faut  que  le  premier 
terme  soit  identique  au  second.  C'est  ce  que  savaient  déjà  les  ma- 
thématiciens de  l'école  de  Ménechme  et  d'Amphinome.  » 

6.  Il  résulte  de  ces  trois  fragments  que  Ménechme  avait  dû 
traiter  philosophiquement  des  principes  et  des  méthodes  de  la 
Géométrie.  A  côté  de  lui  et  discutant  les  mêmes  questions,  nous 
voyons  paraître  le  neveu  de  Platon  Speusippe,  ainsi  qu'un  autre 
personnage,  Amphinome,  dont  le  nom  ne  nous  est  pas  connu 
d'ailleurs. 

Proclus  cite  encore  Speusippe  au  début  de  son  commentaire  sur 
les  postulats  et  axiomes  : 

P.  i-jcj,  ia-23.  t(  Il  faut,  en  tout  cas,  que  les  principes  diffèrent 
de  ce  qui  les  suit  en  ce  qu'ils  soient  simples,  indémontrables,  et  se 
reconnaissent  immédiatement  comme  vrais;  car,  en  général,  dit 


(*)   La  suite  du  passage,  où  Proclus  justifie  successivement  les  deux  opinions, 
ne  parait  pas  empruntée  à  Geminus. 
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Speusippc,  rintelligence,  dans  ses  poursuites,  sans  parcourir  des 
sladcs  successifs,  met  en  avant  et,  pou  ries  recherches  subséquentes, 
dispose  des  propositions  dont  elle  a  une  connaissance  plus  claire 
que  n^en  a  Toeil  des  objets  visibles,  ou  bien  au  contraire,  ne  pou- 
vantsaisir  immédiatement  la  vérité,  elle  essaye  dV  parvenir  succes- 
sivement et  par  degrés,  en  parlant  des  premières  propositions,  n 

Amphinome  est  cité  deux  autres  fois,  et  pour  des  questions  plus 
intéressantes  : 

P.  202,  9-25  (Commentaire  sur  I,  i).  «  Beaucoup  d'auteors 
pensent  que  la  Géométrie  ne  considère  ni  la  cause,  ni  le  pourquoi; 
ainsi  c'est  l'opinion  d'Amphinome  qui  remprunta  d'ailleurs  à  Ari- 
stote  (*  ).  Mais  on  peut,  dit  Geminus,  rencontrer  en  Géométrie  des 
recherches  sur  ces  questions.  Comment  ne  serait-ce  pas  en  effet  au 
géomètre  à  chercher  par  quelle  cause  il  est  possible  d'inscrire 
dans  le  cercle  une  infinité  de  polygones  équilatéraux,  tandis  que 
dans  la  sphère  il  n'est  plus  possible  d'inscrire  une  infinité  de 
polyèdres  équilatéraux,  équiangles  et  formés  par  des  faces  poly- 
gonales pareilles  entre  elles?  Qui  peut  chercher  et  trouver  cela, 
sinon  le  géomètre?  D'autre  part,  les  géomètres  peuvent  raisonner 
par  réduction  à  l'absurde  :  alors  ils  se  contentent  de  trouver  ce 
qui  a  lieu;  ils  peuvent  au  contraire  procéder  par  démonstration 
régulière  (zp:r,YC'j[JL£vr<),  et,  dans  ce  cas,  si  cette  démonstration  se 
fait  sur  des  hypothèses  particulières,  la  cause  n'apparaît  point 
encore;  mais,  si  le  raisonnement  est  général  et  fait  pour  tous  les 
cas  semblables,  aussitôt  le  pourquoi  devient  ('vident.  ». 

P.  220,  7-L>/u,  (3.  (  Commentaire  sur  I,  i).  <(  Nous  considcrcrons 
qu'en  général  les  problèmes  peuvent  recevoir  des  solutions 
uniques,  multiples  ou  en  nombre  indéfini.  » 

((  Les  premiers  sont  appelés  réguliers  (T£TaY;jL£va  )  par  Amphi- 
nome, ceux  dont  les  solutions  sont  multiples,  mais  en  nombre  déter- 
miné, sont  dits  intermédiaires  {\j.izx)^  ceux  enfin  qui  ofiVenl  une 
variété  indéfinie  de  solutions  sont  nommés  irrcguiiers  (x'jrr.il 
Comment  un  problème  peut  être  unique  ou  multiple,  on  le  voil 


(')  (>  [»assn^c  csL  iiisufiisanl  pour  claMir  (iirAnipIiinomc  n'ait  pas  Olù  l'onteni 
|)oraiii  (l'Arislolc. 
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immédiatement  pour  les  triangles  [m'cil^s  ;  rur  l'équilat^ral  se  coii- 

»triiil  d'une  seule  rai;on,  l'isoscèlo  de  deux,  le  scalène  de  trois  (  <  ). 

Quant  à  un  problème  indéfini,  en  voiei  un  ;  Diviser  une  droite 
^nitèe  en  trois  segments  en  progression.  Si  l'on  divise  en  effel 

ptlc  droite  suivant  te  rapport  double  (c'est-à-dire  si  l'un  divise  lu 
roite  c  en  deus  segments  a,  If,  tels  que  b  =  aa)  et  qu'on  fasse 
\  parabole  du  carré  du  plus  petit  segment  par  rapport  au  plus 
rend  en  ellipse  d'an  carré  (si  l'on  rt^sout  a^=bx — x', 
1  xt=  a),  la  division  se  fera  en  trois  parties  égales.  Mais,  si  le 
ipport  du  plus  grand  segment  au  plus  petit  est  supérieur  su  double 

■utremcnl  le  problème  serait  impossible),  comme  triple,  etc., 
I  qu'on  fasse    la  parabole  du  carré  du   |ilus   petit  segment    par 

kpport  au  plus  grand  en  ellipse  d'un  carré,  od  aura  la  division 

trois  parties  inégales.  Soit  h=:ma^  ces  parties  seront 
"*^"'' -■*»,«.  "--v^J'"-  i,,  I  Puis  donc  que  l'on  peut  faire 
a  division  en  deux  d'une  infinité  de  fatjons,  de  telle  sorte  que  le 
plus  grand  segment  soit  supérieur  au  double  du  plus  petit, 
triple,  etc.,  car  le  rapport  de  multiplicité  progresse  indéfiniment, 
I  division  en  trois  parties  en  progression  se  fera  d'une  inlinilé 
e  façons.  <) 

7.  De  ces  diverses  citations  deux  points  surtout  paraissent  ù  re- 
air. 

I,a  distinction  d'une  troisième  forme  de  proposition,  le  poHsme. 

^  du  théorème  et  du  problème,  est  étrangère  aux  géomètres 

I  IV*  siècle  avant  J.-C,  cl  elle  n'a  probablement  résulté  plus 

i  que  du  choix  fuit  par  Ëuclide  de  cette  expression  pour  dé- 

;ner  un  de  ses  Ouvrages.  Toutefois,  le  germe  de  cette  distinction 

t  déjà  dans  le  second  fragment  de  Méneclime. 

a  classification  des  problèmes  d'après  le  nombre  des  solution» 


)  Ceci  te  rapporte  aux  cnnslrucUans  rail»  par  analogie  1  cette  ilc  l'iiiptilii- 
1  iloandu  par  Eucliilc  I,  t,  ranstrnrtinn»  que  nous  ftudirruiis  plus  iar<l.  La 
«  de  l'iMicJ^tc  qui  esi  ilnnniV  peut  i^tre  plus  pelilr  ou  plo»  Rranitc  i|u«  les 
|9  tgaua  dont  la  longucnr  rsc  d'ailleurs  arbiiraiic.  I^u  base  Jonnb'c  du  sealâne 
t  *lrc  plu»  pclilc,  plus  arninti:  .lu  inlcrmédiaire  entre  les  ileux  iiiiliTs  cùUs 
p«it^s  iriiilt''iiri  iirl.ilrpiircs.   l'uni-  nous  fcs  prolilrnies  scraienl  iH(Ii.Hfrmiii*s. 
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n^est  nullement  conçue  diaprés  nos  habitudes  modernes.  Ainsi  le 
problème  I,  i,  d^Euclide,  construire  un  triangle  éçuilatéral  sur 
une  base  donnée,  a  pour  nous  deux  solutions  symétriques  par 
rapport  à  celte  base;  pour  les  anciens,  la  solution  est  unique 
()jisva;((ôç),  elle  est  donnée  par  Fintersection  de  deux  cercles  et  ils 
ne  s'inquiètent  pas  du  nombre  de  points  donnés  par  cette  inter- 
section. 

Si,^urla  base  donnée,  il  s'agit  de  construire  un  triangle  isoscèle, 
cette  base  n'élant  pas  un  des  deux  côtés  égaux,  le  sommet  est  pris 
arbitrairement  sur  une  droite  déterminée,  soit  au-dessus,  soit  aa- 
dessous  du  point  qui  donnerait  le  triangle  équilatéral  :  de  là  deux 
figures,  dont  chacune  compte  pour  une  solution  unique. 

De  même,  la  construction  d*un  triangle  scalène  sur  une  base 
donnée,  si  indéterminée  qu'elle  soit,  ne  comptera  que  trois  cas 
distincts. 

L'exemple  du  problème  indéterminé  (acKtipxYJlùç)  nous  présente 
au  contraire  un,  problème  qui  devient  parfaitement  déterminé,  une 
fois  que  l'on  s'est  donné  une  certaine  relation  entre  deux  incon- 
nues; mais  il  offre  ceci  de  remarquable  que  la  solution  est  conçue 
comme  indépendante  de  cette  relation  arbitraire.  C'est  donc  soui 
cette  forme  que  les  anciens  concevaient  la  généralisation  des  pro- 
blèmes particuliers,  et  cette  forme  doit  être  regardée  comme 
analogue  aux  solutions  èv  izpiT:(ù  de  Diophante,  alors  qu^il  arrive 
à  la  valeur  de  rinconnue  en  fonction  d'une  variable  arbitraire.  Il 
est  certain  que  celte  façon  d'envisager  les  problèmes  est  remar- 
quable par  sa  profondeur,  si  elle  laisse  à  désirer  sous  le  rapport 
de  la  netteté  et  de  la  précision. 


FIN    DE   LA    PREVIKHE   PARTIE   DU   TOME    X. 
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ZEITSCHRIFT   fur  Mathematik  vnd  Phtsik.  —   Historische-Lilerarische 
Abtheilung  (■). 

Tome  XXIX,  année  1884. 
Heiberg.  —  La  tradition  arabe  des  Eléments  d'Euclide. 

C'est  par  les  Arabes  que  nous  avons  eu  connaissance  d'abord  des  Livres  ma- 
thématiques des  anciens  :  les  traductions  arabes  des  œuvres  grecques  sont  donc 
d'une  très  grande  importance  pour  l'histoire  des  Sciences.  Malheureusement, 
peu  de  ces  traductions  sont  accessibles.  Parmi  ces  dernières  sont  venues  se 
ranger,  en  1881,  grâce  à  M.  Klamroth,  deux  traductions  des  Éléments  d'Eu- 
clide,  qu'il  a  étudiées  avec  beaucoup  de  soin.  Les  conclusions  auxquelles  est 
arrivé  ce  savant  sont  d'une  grande  importance;  elles  bouleversent  nos  idées  sur 
ce  sujet.  M.  Louis  Heiberg,  l'éditeur  d'Euclide,  le  savant  certainement  le  plus 
autorisé  sur  la  matière,  s'en  est  ému  :  il  cherche  à  préciser  la  véritable  portée 
des  résultats  obtenus  par  son  prédécesseur. 

Ce  qui  d'abord  peut  être  regardé  comme  acquis,  c'est  la  discordance  entre 
les  traductions  arabes  et  la  version  de  Campanus,  qu'on  avait  considéré  jus- 
qu'ici comme  le  traducteur  fidèle  des  Arabes.  En  revanche,  les  deux  traductions 
examinées   par  M.  Klamroth,  celle   de   HajjaJ  et  de  Vshak  ben  Hunein,  con- 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII,,  p.  io5. 
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cordent  entre  ellei  lar  an  grand  nombre  de  points.  II  e^i  itunc  tri-^  [iruliable  1 
qu'elles  ont  une  origine  contmnne. 

Quelle  e»t  cette  origine?  M.  Klamrodi  n'fiond  :  c'est  l'original  mttat  dci 
ÉÛmenU  d'BncIide,  le  leni  anthentiqui-,  ci'lni  que  1rs  manuscrits  grei^s  nt 
donnent  qu'avec  de»  ehangemeuts  et  qu'il  fduilraîi  rrsiitucr  d'après  les  vcrsion.t 
arabes.  Son  raiionDement  d'ailleurs  est  simple;  la  imdition  arabe  remunte  au 
OUI*  ai^cle;  nos  maunscrits  les  plus  anciou»  appariicnncut  au  ii'  siècle  :  dunr 
c'est  la  tradition  anbe  qui  mérite  notre  conliance, 

H.  Heiberg  est  loin  d'accqiter  cette  cooclusiun.  Il  a  trouvé  auBritith  Muséum 
no  palimpteste,  composé  de  cinq  feuillets  et  contenant  des  fragmcols  des  ÊU- 
Mtntt.  Ce*  fragments  concordent  parfaitement,  autant  qu'on  en  peut  juger, 
par  le  texte  et  par  les  numéros  des  diTÏKi'int,  avec  les  maDuscrils  grecs.  Or  \t 
palimpseste  en  question  est  incontestableujent  du  vu'  nu  du  commeacemeni  d« 
Tiii"  sitcle.  Sans  méconnaître  ta  hante  impnrianeede  celte  trouvaille  et  la  valrur 
de  l'argumeat,  on  pourrait  cependant  at-^uiT  qu'i-tant  peu  anli*rieur  aut  tia- 
nuacrits  arabes,  le  palimpseste  ne  suffit  |>hs  à  lui  seul  p<>iir  ir»urli<.T  l.i  i|ijrv 
tjon.  M.  Heiberg  a  prévu  cette  objection  et  il  a  cherché  des  preuves  plat 
solides  dans  les  mentions  et  citations  très  nombreuses  des  ÉlénttaU  d'Bnclide, 
qu'ont  faites  les  écrivains  grecs. 

Nous  ne  pouvons  suivre  H.  Heiberg  dans  son  intéressante  revue;  disons  se» 
lement  que,  pour  les  numéros  des  divisions,  les  auteurs  grecs  sont  presque  toi- 
joun  d'accord  avec  les  manuscrits  grecs  et  différent  notablement  des  arabes. 
Ces  derniers  ont  également  omis  plusieurs  corollaires,  mentioanés  par  la 
auteurs  du  iii*  au  t*  siècle,  par  Pappus,  Proclus,  Simplicius,  etc.;  eaflo,  et  ceci 
n'est  pas  le  moins  bon  argument,  on  cherche  vainement  dans  les  venioM 
arabes  des  théorèmes,  dont  Euclide  avait  besoin  dans  la  suite  de  son  aune  et 
qui  se  trouvent  bien  i,  leur  place  dans  le  texte  grec.  Les  veniou  arabe*,  kit 
de  présenter  l'ouvrage  original,  doivent  donc,  an  contraire,  tire  legaidéa 
comme  mutilées. 

Cette  mutilation  a-t-elle  été  l'auvre  des  traducteurs  seuIsT  M.  Heiberg  ne  le 
pense  pas.  11  croit,  au  contraire,  que  les  Arabes  ont  eu  un  texte  grec  des  EU- 
mentt,  dîlTérenl  du  nôtre.  Il  y  a  des  manuscrits  grecs,  conformes,  sur  beaucoop 
de  points,  aux  versions  arabes.  Un  de  ces  manuscrits,  entièrement  négligé  jas- 
qu'ici,  a  été  trouvé  par  l'auteur  à  la  bibliothèque  communale  de  Bologne,  il 
provient  du  il*  siècle.  Les  neuf  premiers  Livres  sont  identiques  avec  les  autres 
manuscrits  grecs.  La  fin  du  \*  Livre  marque  quelques  différences  de  peu  d'im- 
portance. Mais,  à  partir  du  \l'  Livre,  les  variantes  sont  nombreuses.  M.  Heiberg 
les  cite  en  grec,  et  il  ressort  de  leur  examen  que,  dans  1c  texte  et  dans  les 
numéros  des  divisions,  elles  s'accordent  d'une  manière  très  remarquable  avec 
celles  des  Arabes.  Il  y  a  cependant  des  diOerences.  L'auteur  pense  que  le  tra- 
ducteur arabe  se  servait  pour  les  Livres  XI,  \.I1  cl  XIII  d'une  version  très  ana- 
logue i  celle  de  Bologne,  dont  il  a  d'ailleurs  usé  très  librement.  La  traduelioa 
des  dix  premiers  Livres  aurait  élé  faite  directement  d'après  le  texte  d'EudiJc. 
Les  u'imbreux  changemenls  seraient  donc  ici,  d'après  M.  Heiberg,  l'fruvredti 
traducteurs  arabes.  En  effet,  la  préface  d'un  traducteur  que  M.  Heilxrg  cite, 
d'après  un  manuscrit  de  la  bibliothèque  Bodiéiennc,  prouve  avec  quelle  liberté 
on  traitait  parfois  le  texte  d'Euclide.  Malgré  les  modifications  successives  et 
très  importantes  qu'elle  a  dû  subir,  la  tradition  arabe  d'Euclide  a  cependant 
une  grande  importance  au  point  de  vue  du  rétablissement  du  texte  original  it> 
Éléments.  Elle  pi-ovicnl   sans  doute,  comme  le   manuscrit  de   Butogoe,  d'un 
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exemplaire  antérieur  à  la  rédaction  de  Théon.  Jusqu'ici  nous  n'avions  de  cette 
espèce  que  le  seul  manuscrit  n"  90  du  Vatican.  La  version  arabe  permettra  de 
contrôler  ces  manuscrits;  il  faudra  pourtant  s'en  servir  avec  beaucoup  de 
réserve,  surtout  dans  les  XI%  XII*  et  XIII*  Livres,  puisque  dans  ces  Livres  l'écri- 
vain arabe  s'est  servi  d'un  texte  abrégé  à  la  manière  du  manuscrit  de  Bologne. 
Dans  la  dernière  Partie  de  son  travail,  M.  Heiberg  s'occupe  de  la  traduction 
connue  sous  le  nom  de  Campanus.  Il  ne  veut  pas  trancher  la  question  de  savoir 
si  Adelard  de  Bath  ou  Campanus  en  est  l'auteur;  il  se  borne  à  noter  simple- 
ment l'opinion  de  M.  Klamroth,  d'après  laquelle  Adelard  serait  le  traducteur 
et  Campanus  l'adaptateur.  Quant  aux  différences  très  nombreuses  présentées 
par  cette  version,  relativement  à  celle  des  Arabes,  M.  Heiberg  incline  à  penser 
qu'elles  ne  sont  pas  toutes  l'œuvre  du  traducteur  latin  ;  celui-ci  n'aurait  fait 
que  travailler  d'après  une  version  arabe  différente  de  celles  de  Hajjaj  et 
d'Yshak. 

Ma/lier.  —  Les  irralionalltés  des  Rabins  (*). 

M.  Edouard  Mahler  poursuit  ses  recherches  sur  les  connaissances  mathéma- 


(*)  Signalons  à  ce  propos  un  article  paru  dans  un  Recueil  littéraire  :  la  Bévue 
critique  d'Histoire  et  de  Littérature  (28  avril  1884  )  et  qui  intéresse  très  vive- 
ment le  problème  encore  irrésolu  des  méthodes  de  calculer  les  racines  carrées 
irrationnelles  dans  l'antiquité.  En  rendant  compte  avec  grands  éloges  du  travail 
de  M.  Wcissenborn  sur  les  racines  carrées  irrationnelles  d'Archimède  et  de  Héron, 
M.  L.  Heiberg  note  dans  la  Logistique  du  moine  Barlaam  (éd.  Chamber,  Paris, 
1600),  une  méthode  de  calculer  les  racines  carrées  irrationnelles,  méthode  cer- 
tainement ancienne  et  très  voisine  de  l'hypothèse  proposée  par  Oppermann  et 
développée  depuis  à  des  points  de  vue  divers  par  MM.  Alexeieffet  Charles  Henry. 
Soit  b  la  racine  du  nombre  carré  le  plus  proche  de  a,  mais  plus  grand;  posons 

T  =  c  ; sera  une  approximation  de  v/ô  plus  exacte  que  b,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  clair  qu'on  peut  prendre,  au  lieu  de  6,  la  racine  du  nombre  carré  qui  est 
plus  proche  de  a,  mais  plus  petit.  Cette  méthode  donne  immédiatement  ces 
quatre  résultats  héroniens  : 

16 


car 


donc 


car 


ô  =  8,    c  =  -; 

b-^  c  _  137  __     '5  __  o        » 
"T"  ~"76'~'7T6""T6' 

2        4        ^       64 

.       „        b  +  c       2io5       _         bn                32  ^.  16 -h  8 -h  I 
6  =  3.,     __  =  ^=3,+  J=3.  + g^  ; 


liquus  de»  Ué\iTfux.  Uaos  h   Livre  lïErubùi  de  la  Cemara,  on  trouve  ccUeJ 
indication  :   si  le  CÛ16  d'un  carré  ■   une  lunt;,   a  diagonale  a  i|  d'iunn.  ti«t  I 
Tosfelh,  en  eommcntant  ee  passaRB,  font  remarquer  que  relte  valeur  n'est 
eiacle.  Snîl  an  carré  ilont  Ic  cMt  if*\c.  lo:  ton  aire  «era  égale  t  loo;  il 
tiendra  quatre  petits  earrJ*  dont  les  efilti  égalent  5.  Une  dia^tonsle  d'ui 
ers  p«tit9  rarr^4  devrait  éiK  fgnle  A  7;  il  cit  ceptodant  aisé  de  voir  que 
carré  n'eït   pss   égal  i   Jg,  Inaïâ  bien  i   Sa.    Ce  théorème  sert   dans    le  B 
Balhra  S  démontrer  que  la  •omme  des  deux  cûMs  d'un  triangle  e* 
que  le  troUiéme  oAlé. 

On  Ironve  encore  dam  Ib  Tosfetli  d'autres  valeurs  îrrationDellea.  Ainsi 
rectangle  de  deux  palmes  de  hauteur   et  d'une  palme  de  largeur  aurai 
diagonale   «  itn  peu  moinibe  que  deux   palmes  J  o.   M.  Malher  pense  q 
valeur  de  m.  et  uu  peu   (dus  donni5c  par   Erubin   pour   la   /ïïSôô,   poum 
également  reposer  sur  la  ^'5.  En  elTet,  ^isSdo  =  5u  ^.i. 

Panr  la  ^àooo,  Malmonida  donne  1*  valeur  70Î.  C'est  li  une  valeor  r 
qniblenirnt  eiaote.  ^boQO  titant  en  réalité  70,7^  [au  Ueu  de  70,714)  ;  ■ 
Mt  plus  remarquable  eneorOi  c'est  qoe  l'auteur  hébreu  a  pleinement  ei 
de  t'irmtionilité  de  lu  racine  en  question.  •  l.n  raeine  carrée  de  Soa«.  nom 
dit-il  textuel lem en  1  d'après  U  traduction  de  M.  Maliler.  ne  peut  pas  être  déter- 
minée exactement,  de  même  qu'il  est  impossible  de  donner  etacteroent  U  pro- 
portion entre  la  eirconfértiiiCB  et  le  diamètre  d'un  cercle,  puisqu'on  n'srrivt 
jamais  tt  une  limite  de  calcul.  »  Il  semblerait  donc  que  Matmonide  aurait  coann 
également  l'irrationalité  de  n.  L'suvre  de  Matmonide  contient  d'antres  prenvet 
encore  de  se»  connaissances  matliéroatiques.  On  y  trouve  notamment  des  ettrac- 
tions  de  racines  carrées;  M<  Mahler  promet  de  revenir  sur  ce  sujet. 

Suter.  —  Le  Traité  De  fjuadratura  circuit  d'A.lbert  dp  Saxe. 

Albertus  de  Saie,  dont  s'occupe  M.  H.  Suter,  a  été  le  premier  recteur  de  l'Uni- 
versité de  Vienne.  Il  avait  étudié  i  Prague  et  i  Paris,  oA  il  devint  docteur  en 
théologie  et  où,  d'après  l'auteur,  il  aurait  écrit  la  plupart  de  ses  Ouvrages;  il 
est  mort  évéque  de  llalberstadt  en  1390.  Luca  Pacioli  le  dit  Tranciscain.  Gaa- 
dolfo  augostin,  d'après  un  eilrail  de  mn  J.iber  proportionum  fait  par  Isidore 
de  Isolanis,  il  aurait  été  frère  prêcheur.  L'auteur  pense  que  ces  assertions  sont 
erronées  :  d'après  lui  Albert  aurait  été  laïque. 

Parmi  ks  écrits  mathématiques  d'Albert,  le  Liber  proportionum  est  le  plus 
connu.  M.  le  prince  Boncompagni  en  connaît  dix  éditions  différentes  :  le  Trac- 
tatiu  de  latitudinibui  formai um  n'a  été  imprimé  qu'une  seule  fois  i  Veaise, 
en  ifiuS;   le  traite   De  n 
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M.  Suter  vient  de  trouver  un  quatrième  Ouvrage  dans  un  manuscrit  de  la 
Bibliothèque  de  Berne. 

Ce  Volume  contient  dix  Traités  différents.  Le  troisième,  que  M.  Suter  repro- 
duit intégralement,  est  d'Albert  de  Saxe.  Il  est  intitulé  Quœstio  de  quadratura 
circuli.  Albert  croit  la  quadrature  du  cercle  possible  et  il  l'effectue  en  effet, 
en  commettant  la  même  faute  que  tous  ses  prédécesseurs  depuis  Boéce  :  il 
suppose  que  le  nombre  3^  représente  exactement  le  rapport  du  cercle  au  dia- 
mètre. Il  est  cependant  plus  avancé  que  Franco  de  Liège,  en  ce  sens  qu'il  sait 
transformer  le  rectangle  en  carré.  Sa  méthode  a  beaucoup  de  ressemblance 
avec  celle  que  l'anglais  Thomas  Bradwardin  avait  donnée  dans  sa  Geometria 
speculativa.  Cependant  l'auteur  ne  pense  pas  qu'Albert  ait  connu  TOuvrage 
de  Bradwardin  ;  il  suppose  plutôt  qu''ils  ont  puisé  à  une  source  commune. 

Quelle  a  été  cette  source?  Bradwardin  cite  le  traité  De  la  mesure  du  cercle 
d'Archimède.  Mais  il  parait  impossible  qu'il  l'ait  étudié  lui-même,  car  il  aurait 
su  alors  que  le  nombre  3  y  n'est  qu'une  approximation.  Mais  il  pourrait  avoir 
connu  le  traité  de  Zénodore  rapporté  par  Théon  dans  son  Commentaire  de 
rAlmageste  ou  bien  le  V»  Livre  de  la  collection  de  Pappus.  De  plus,  l'au- 
teur croit  pouvoir  identifier  un  Libellus  de  corporibus  isoperimetris  cité 
par  Albert  avec  le  Traité  d'un  anonyme,  rapporté  par  Hultsch  dans  son  édition 
de  Pappus  et  dont  on  trouve  une  traduction  datant  du  xm*  siècle  dans  un 
manuscrit  de  la  bibliothèque  de  Bâle  :  rien  ne  s'oppose  donc  à  ce  qu'on  la  sup- 
pose connue  de  Bradwardin  et  d'Albert. 

Le  manuscrit  de  Berne  contient  encore  un  autre  Traité  sur  la  quadrature  du 
cercle,  anonyme  celui-ci.  M.  Suter  ne  pense  pas  qu'il  soit  également  d'Albert. 
On  y  part,  en  effet,  de  principes  diamétralement  opposés.  C'est  l'essai  d'Hippo- 
crate  de  Chios  pour  carrer  le  cercle  par  les  lunules.  En  revanche,  deux  autres 
Traités,  également  anonymes,  du  même  manuscrit,  pourraient  bien  être  d'Albert. 
M.  Suter  les  réserve  pour  une  publication  ultérieure. 

Wittstein.  —  Sur  quelques  noms  d'étoiles  dérivés  de  Tarabe. 

On  connaît  l'influence  considérable  qu'ont  exercée  sur  le  développement  de 
l'Astronomie  les  savants  arabes  :  la  Science  en  a  gardé  la  trace  dans  des  noms 
d'appareils  et  des  noms  d'étoiles.  M.  A.  Wittstein  compte  en  tout  quatorze 
noms  d'étoiles  ayant  une  origine  arabe.  Le  nom  arabe  est  en  général  fort  long, 
et  c'est  sa  première  ou  sa  dernière  partie  qui  a  été  corrompue  dans  le  nom  que 
nous  connaissons.  Dans  un  appendice,  M.. Wittstein  s'étend  sur  l'étymologie  de 
quelques  noms  dérivés  du  grec,  ainsi  que  sur  l'origine  des  mots  zénith^  nadir, 
azimut ,  alidade  dérivant  tous  quatre  de  l'arabe. 

Doerner,  —  Pétition  de  Kepler  à  Tempereur  Rodolphe  II. 

M.  R.  Dœrner  a  trouvé  dans  les  archives  de  Hanovre  une  pétition  adressée 
par  Kepler  à  l'empereur  Rodolphe  II,  à  l'effet  d'obtenir  un  privilège  général 
pour  riniprcssion  de  ses  Ouvrages.  Cette  demande  a  été  faite  à  l'occasion  du 
départ  des  marchands  pour  la  messe  de  Francfort,  centre  du  commerce  des 
livres  en  Vllcniagne.  Comment  le  document  en  question  est-il  parvenu  à 
Hanovre?  D'après  M.  Dœrner,  il  aurait  été  pris  par  les  Suédois  à  l'assaut  de 
PrHgue,  cil  i«)'|8,  recueilli  par  Alexandre  Erskin,  camérier  du  duché  de  Brème 


lo  SECONDE  PARTIl! 

et  ferait  parvetin  de  ti  «ax  ■rchiKS  de  Sttdr,  rcunki;  ensuite  â  ct-lks  de 
Hanovre.  Si  celle  auppositioii  eit  exacte,  nom  dgvuns  pcal-^ire  nous  aiiendn  1 
d'aalrei  révélationt. 


HÉIKHRES  m  l'Acad^ie  des  Sgibncbs  et  Lettres  ub  Montpellier 
(BoctioQ  des  Sciences). 

Annie  1847. 

Gergonne.  —  Sur  le  principe  de  la  duaJiii'-  en  Géomëlric. 

Gergonnc  rappelle  quee'eit  i  Servois  (iSu)  qu'on  doit  l'introduction dau li 
Sriencc  da  dénomination»  de  p6h  tipolaire. 

Ka  i8i3.  Sergonne  découvre  le  principe  de  dualiU.  Le  Mémoire  de  GergoiM 
de  iSi/i  ne  (nt  d'abord  remarqué  que  par  Steiner,  PlOcker  et  Qiaales.  Le  lotc 
de  la  NoLc  contient  nne  lorte  de  polémique  arec  Poncelet. 


Bonnet  {O.).  —  Note  sur  la  force  vive  d'au  corps  solide  oa  d'un 
système  invariable  en  mouvement. 
L'auteur  démontre  par  des  considéra  lions  très  simples  les  deoi  propositions 


1°  Le  principe  des  forces  vives  peut  s'appliquer  i  des  aie»  mobiles,  ayant 
une  origine  différente  du  centre  de  gravitiî.cl  des  directions  constantes,  pourru 
que  le  mouvement  de  l'origine  mobile  puisse  être  produit  par  une  force  allant 
constamment  rencontrer  la  parallèle  Â  l'aie  instantané,  mené  par  le  centre  de 
gravité  du  système. 

3*  On  sait  que  la  force  vive  d'un  sjstùmc  peut  se  décomposer  en  deoi 
parties,  dont  l'une  reprcsenle  la  force  viye  du  corps  déterminée  par  un  obser- 
vateur qui,  pliicé  au  centre  de  gravité,  regarderait  ce  point  comme  immobile. 
et  dont  l'autre  est  la  furcc  vive  obtenue  en  supposant  toute  la  masse  concentrée 
au  centre  de  gravité  et  animée  de  la  vitesse  de  ce  point.  Le  lieu  des  points  qui 
jouissent  de  la  propriété  du  centre  de  gravité  est  un  cylindre  droit  i  base  cir- 
culaire dL-terminé  i  chaque  instant  par  celle  condition  que  deux  génératrices 
rcctilignes  opposées  coïncident,  l'une  avec  1' 
droite  menée  par  le  centre  de  gravité  parallèlement  â 


:e  lliéorcme  a' 


1;  dém. 


é  par  Cauchy  (Ex.  Math.,  1*  année,  p.  ii>4), 
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mais  la  démonstration  de  M.  O.  Bonnet  est  plus  simple  que  celle  de  Cauchy  et 
montre  de  plus  que  les  points  du  cylindre  jouissent  seul  de  la  même  propriété 
que  le  centre  de  gravité. 

Année  1849. 

Lentliéric  {neveu).  —  Théorie  générale  des  pôles,  polaires, 
plans  polaires,  polaires  conjuguées  et  polaires  réciproques  des 
lignes  et  surfaces  du  second  ordre  (i*"®  Partie). 

Année  t85o. 

Lentliéric  (ne^'ew).  —  Théorie  générale  des  pôles,  polaires, 
plans  polaires,  polaires  conjuguées  et  polaires  réciproques  des 
lignes  et  surfaces  du  second  ordre  (2*  Partie). 

Année  i85i. 

Lentliéric  {neveu).  —  Solution  générale  du  problème  des  rou- 
lettes ;  rectification  et  quadrature  des  cycloïdes  et  épicycloïdes. 

Toutes  ces  questions,  traitées  d'ailleurs  d'une  façon  élégante  par  Fauteur, 
sont  aujourd'hui  bien  connues. 

Années  1862  et  i853. 

Lentliéric.  —  Traité  de  Gnomonique. 

Lenthéric  {neveu).  —  Démonstration  élémentaire  du  théorème 
de  Guldin  et  du  volume  d'un  tronc  de  prisme. 

Lenthéric  {neveu).  —  Note' sur  la  théorie  des  roulettes. 

Année  1864. 

Lenthéric  {neveu).  —  Note  sur  les  coniques  et  les  surfaces  du 
second  ordre. 

On  trouve  dans  cette  Note  la  démonstration  de  théorèmes  bien  connus. 

Faure  (//.).  —  Extrait  d'un  Mémoire  sur  la  transformation  des 
courbes. 

Deux  courbes  quelconques  sont  tracées  sur  une  surface  S;  à  ces  deux  courbes 


là  SECONDE  PARTIE. 

eomspondent  sur  une  surface  £  deux  autres  courbes  qui  se  coupent  sous  le 
ménie  angle  que  les  premières;  on  demande  la  relation  qui  doit  exister  entre 
les  coordonnées  des  points  correspondants  sur  les  deux  surface. 

Soient  a  l'intersection  des  deux  courbes  sur  la  surface  S,  a*  et  a*  deux  points 
infiniment  Toisins  du  point  a,  pris  sur  chacune  des  deux  courbes,  a,  n'y  oT  les 
points  correspondants  sur  la  surface  £,  points  ^ue  nous  supposerons  aussi  tnfr- 
niment  Toisins.  Les  triangles  aa'a'y  ««'«'  sont  semblables,  de  sorte  que 
si  ds  et  d9  représentent  respectirement  les  éléments  <xa' ,  oo',  on  do|t  «voir 

^  =  M.  Or,  d'après  Gauss,  on  a  toujours  d»  =  D^flto»-i-^,  x  et  jK  étant  les 

coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S  rapportées,  à  deux  courbes  fixes  tracées 

sur  la  surface,  et  d9=:  A/dÇ^-t-rfri",  (  et  i^  étant  les  coordonnées  du  point 
correspondant  sur  la  surface  £.  Les  quantités  x  t\y  sont  deux  Ttriables  indé- 
pendantes dont  (  et  1^  sont  des  fonctions.  Un  calcul  fort  simple  montre  que  Ton 

satisfiiit  à  la  relation  ^  =  M  en  prenant  \  dit^/— 1  =  F(â?  ±:^v^— i),  F  àik- 

signant  une  fonction  arbitraire  ;  pour  une  valeur  particulière  attribuée  à  cette 
fonction,  on  obtiendra,  en  égalant  séparément  les  parties  imaginaires  et  les 
partief  rédlles,  deux  équations  qui  serviront  à  déterminer  (  et  v|  en  fonction  de 

Dans  le  cas  des  courbes  planes,  l'étude  de  la  relation 

«-HT'IV'--T=  pi^q^ • 

OU,  en  passant  des  coordonnées  (  et  iv  aux  coordonnées  polaires  p  et  w,  l'étade 
des  relations  p  =  zs;=;>  •*  =  "tu  conduit  à  un  grand  nombre  de  conséquences 
très  intéressantes. 

Année  1857. 

Lenthèric  (neveu).  —  Nouveau  mode  de  discussion  de  l'équation 
pt^iuW'ale  du  second  degré  à  deux  variables. 

Cette  inèlhode  a  pour  base  la  théorie  des  diamètres. 


Année  i858. 

tter^r.  —    Discussion  des  courbes  et  des  surfaces  du  second 
degrt^ 

CV^i  la  iiièlhinie  de  discussion  au  moveQ  de  U  décomposition  en  carrés. 

t^nihèric.  —  Réduction  à  la  formule  la  plus  simple  de  Téquation 
uuuiéni]uo  du  second  degré  à  deux  variables. 

ANn^Ac,  —  Note  sur  U  formule  de  Tavlor. 
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Si  Ion  pose /(x -I- A)  — /(x)  = /i/'(a7)  H-..  .H /'*  { Jr  ) -\- \\,   Roche 

I  •  ^  •  •   •  'C 

montre  que  Ton  a 

i.2..,n.{p  -hi)'^ 

/>  étant  un  nombre  positif  quelconque  au  plus  égal  à  n. 
Ce  résultat  est  maintenant  classique. 


Année  iSSg. 
Lenthéric.  —  Transformation  newtonienne  des  figures  planes. 

Étude  de  l'homographie. 

Roiiché  (Eugène).  —  Sur  Tintégration  des  équations  différen- 
tielles linéaires. 

Rxposition  de  ce  que  l'on  sait  à  cette  époque  sur  cette  question. 

e 
/ 

Année  1860. 

l^nthéric.    —  Transformation  newtonienne  des  figures  planes, 
(?/  Partie). 

Année  1861. 

Lenthé.vic.  —  Théorie  de  TelHpse,  déduite  de  la  transformation 
particulière  du  cercle. 

Année  1862. 

Lenthéric.  —  Transformation  newtonienne  appliquée  à  la  théorie 
de  l'homographie. 

Année  i863. 

Bonnet  (O.).    —  Mémoire   sur  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Ce  Mémoire  a  pour  but  de  généraliser  ou  d'étendre  aux  équations  renfermant 
un  nombre  quelconque  de  variables,  la  méthode  donnée  par  Lagrange  pour 
intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  trois  variables. 

Boche.  —  Sur  une  généralisation  de  la  formule  de  Tavlor. 


li  SECONDE  PARTIE. 

Posons /(a  ■+■  h)  =  f{a)  +  h/'{a)  H-...H /"(«)  ■+■  R«»  on  a 

on  suppose  que  dans  Tintervalle  dont  on  se  sert  9(37),  9'(^),  ...,  9(i'*"*î(ar) 
restent  finies  et  continues;  que  /^'^^*Hx)  et  9(î-*-'>(a:)  ne  s'annulent  pas 
ensemble,  9  représentant  une  fonction  absolument  arbitraire  d'ailleurs. 


Année  1866. 

Duclos  {L.),   —  Transformation  des  équations  linéaires  par  le 
changement  de  variable  indépendante. 

Étant  donnée  une  équation   difTérentielle  linéaire,  on  rend  égal  à  l'unité  le 

dy    d*  V 
coefficient  de^,  on  remplace  --»  -r^y  •••  par  leurs  valeurs  en  fonctions  des 

dérivées  de  j;  et  de  ^  prises  par  rapport  à  une  nouvelle  variable  t.  Il  s'intro- 
duit ainsi  une  indéterminée  dont  on  dispose  pour  réduire,  si  c'est  possible,  à 
des  constantes  les  coefficients  des  dérivées  de  divers  ordres  que  l'équation  ren- 
ferme. Ainsi,  la  transformation  repose  sur  un  changement  de  la  variable  indé- 
pendante. 

L'auteur  tire   de   là   l'intégration  de  quelques   équations   du  second   et  du 
troisième  ordre. 

Garlin,  —  Sur  les  systèmes  isothermes. 

L'auteur  étudie  les  systèmes  isothermes  cylindriques  et  coniques. 

Annoo  i8(>9. 

Combesciirr  ( lid.),  —  Hemarqiies  sur  un  théorème  de  M.  Claii- 
sius. 

Ot\  sail   que  Clausiiis  a  «'tabli  IVqualion  approrhco 

l//M-^~    -  \:£.m{\x  -\    Vv-t-  'Iz), 


i  V 


relative  à  un  syslèmc  de  points  malcriels  :  nw^  est  la  forer  vive  moycnnr  du 
point  {x,y,  z)  et  \,  Y,  Z  sont  les  composantes  de  la  résultante  de  toutes  le-* 
forces  tant  intérieures  qu'extérieures  qui  sollicitent  ce  point  m.  L'auteur,  dans 
la  présente  Note  (3  pages,  in-.'|"),  montre  que  la  précédenle  équation  conserve 
exactement  la  même  forme  lorsqu'on  ne  fait  intervenir  que  les  forces  extérieure 
pourvu  que  les  liaisons  des  points  du  système  soient  exprimées  uniquement  par 
des  équations  homogènes  par  rapport  à  l'ensemble  des  coordonnées,  les  forces 
intérieures  disparaissant  identiquement  dans  rot  te  hypothèse. 

Combcscurc  {/ùL).  —  Vcrificalion  d'une  rcrlainc  équation  qui 
ficaire  à  la  pa^e  i  -  du  deuxième  Volimie  de  la  Mrcf/nù/ifc  crlesie. 
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Celte  Noie  (9  pages,  in-4**)  est  destinée  à  rétablir  certains  développements 
(le  calcul,  entièrement  supprimés  par  Laplace  et  relatifs  à  l'importante  équation 
au3L  dérivées  partielles  que  doit  vérifier  la  fonction  potentielle.  En  supposant 
égal  à  zéro  Tun  des  membres  de  l'équation,  l'auteur  de  la  Mote  partage  l'autre 
membre  en  deux  groupes  particuliers  de  termes.  Par  des  transformations 
propres  à  chacun  de  ces  groupes,  il  arrive  à  établir  simplement  que  leur  somme 
est  identiquement  nulle. 

L'absence  de  détails  sur  ce  sujet  dans  les  annotations  de  Bowditch  à  la 
Mécanique  céleste  a  déterminé  l'auteur  à  faire  paraître  ce  court  travail,  qui 
était  depuis  i85o  dans  les  papiers  de  l'Académie  des  Lettres  et  Sciences  de  Mont- 
pellier. 

Année  1870. 

Combescure  {Ed.),  —  Sur  quelques  relations  différentielles  que 
Ton  peut  résoudre  par  des  formules  dégagées  de  tout  signe 
d'intégration,  et  sur  quelques  invariants  d'une  espèce  parti- 
culière (24  pages,  in-4**). 

Les  expressions  de   -tt^  >    TT^*    "*'   777"'  ^tant  des   fonctions  linéaires 

données  de  u,  -7-  »  •  •  •  »  -z—  »  contenant  d'une  manière  quelconque  la  variable 

indépendante  t,  l'auteur  fait  voir  qu'on  peut  en  déduire  des  expressions  de  Xy 

y  y  .,.,  Zf  u  linéaires  par  rapport  à  une  certaine  fonction  indéterminée  &>(/)  et 

à  ses  dérivées  jusqu'à   un  ordre  déterminé.  Il  ramène  à  ceci  le   cas   où   l'on 

ûf  "*  «17     c?**  V  dp  JS 

donne  une  relation  homogène  quelconque  entre  -jj;^  ^  T^^  '"*  'TFTp^  *^*"^ 

laquelle  la  variable  indépendante  t  entre  arbitrairement.  II  traite  ensuite  le  cas 
où  l'on  donne  m  équations /=  o,  ...,  F  =  o  dont  les  premiers  membres  sont 
des  fonctions  homogènes  des  dérivées  premières  de  m  fonctions  *,  ...,  m,  et 
d'un  autre  groupe  de  fonctions  x,  y,  ,..,  z.  11  se  pose,  à  ce  sujet,  la  question, 
en  quelque  sorte  inverse,  de  savoir  dans  quels  cas  les  procédés  de  réduction 
employés  peuvent  réussir.  Cette  question  le  conduit  à  une  autre  assez  différente, 
mais  dont  la  solution  conduit  a  des  calculs  de  même  nature,  à  savoir  «  étant 
données  n  fonctions  indéterminées  d'une  variable  indépendante  ty  et  leurs  dé- 
rivées jusqu'à  un  certain  ordre,  quelles  sont  les  formes  composées  avec  ces 
diverses  quantités  qui  restent  invariables  malgré  le  changement  de  la  variable 
indépendante  ».  L'auteur  donne  le  moyen  de  trouver  les  formes  requises.  11 
indique  enfin  une  généralisation  de  cette  même  question  pour  le  cas  où  l'on 
introduit  plusieurs  variables  indépendantes;  mais,  vu  les  complications  des 
formules,  il  traite  seulement  un  cas  particulier. 

• 

Année  187^. 

Doussinesq  (7.).  —  Recherches  sur  les  principes  de  la  Mécanique, 
sur  la  constitution  moléculaire  des  corps  et  sur  une  nouvelle 
théorie  des  gaz  parfaits. 


ni  SECONDE  PAUTIE. 


AiHU'e  187O. 

I^nthéric.  —  Exposition  élémentaire  des  diverses  théories  de  la 
Tiéoniélrie  moderne. 

Années  1 883- 1884. 

Combescure  {lùL).  —  Sur  les  surfaces  dont  les  lij»;nes  de  cour- 
bure sont  planes  dans   un  svslèmc  seulement  (10  p.,  in-4°)- 

L'auteur  s'est  proposr  de  réduire  à  sa  partie  essentielle  le  Mémoire  fonda- 
mental (le  M.  Bonnet  sur  le  même  sujet,  en  faisant  usage  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles 

dx       -.    ô\  ôx       -^  ô'k 

—  rr  H  —  »         —  =  R  —  :         .... 

dt        'ot         0^         (yo  ' 

où  /  et  6  sont  les  paramétres  des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  d'aof 
surface  quelconque,  X,  {x,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale;  il  retroaTf 
très  rapidement  les  principaux  résultats  établis  autrement  par  M.  Bonnet,  aiosi 
que  des  formules  symétriques  pour  les  rayons  principaux  de  courbure  et  la 
surface  des  centres.  On  sait  que  la  solution  dépend  finalement  d'une  équation 
que  l'on  intègre  moyennant  une  solution  particulière  dont  la  recherche  con- 
stitue souvent  la  véritable  difficulté  du  problème.  Lorsque  Tangle  du  plan  de  U 
ligne  de  courbure  avec  la  surface  est  une  fonction  donnée  quelconque  de 
l'angle  du  même  plan  avec  une  droiie  fixe,  on  peut  ramener  la  solution  à  des 
quadratures,  résultat  qu'avait  élabli  M.  Bonnet  dan-^  un  ras  particulier. 


NOUVELLES   ANNALES    ni:    Matmkmvtiqi  ks,   rôdipécs   \v,\v   MM.   Gfrono  rt 
(ji.  Brissk  C^.  —    i*"  série. 

Tomo  III;   i88i. 

Lcjèiie  {!..).  -      (^iOnslruction  des   points  doubles  en  projeclion 
dans  rinln^seclloii  de»  d<'u\  surfaces  du  second  degré.  (0-7  ^ 

La  méthode  c\[K)sée  repose  sur    une    a[)|>liralion    du    théorème   de  nesargufs. 
Llle  sp  prélr  à  un  lrar<'-  Krapliiciue   assez  farilr. 

(iUndeJfinger  (S.  ).  —    Note  sur  un  article  de  M.  Brisse.  (7-18*. 
L'arlirlc  auquel  se   réfère  rettr  Nntc  a  irait  à  la    théorie  des  surfaces  du  ^- 


(M  Voir  lUilletin,  VI 11^,  V- 


i 
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cond  ordre.  II  figure  dans  le  numéro  de  mai  1882  des  Nouvelles  Annales.   La 
Note  de  M.  Gundclfinger  se  subdivise  de  la  manière  suivante  : 

I.  Réduction  des  formules  primitives  en  coordonnées  obliques.  —  IL  De  la 
direction  des  axes  principaux.  —  IIL  De  la  longueur  des  axes  principaux.  — 
IV.  De  la  direction  des  axes  dans  la  section  conique  donnée.  —  ^\  De  la  lon- 
gueur des  axes  de  la  section. 

IVeilL  —  Théorèmes  sur  trois  coniques  d'un  faisceau  linéaire. 

(19-23). 

L'auteur  établit  quatorze  théorèmes,  dont  le  principal  (th.  IV)  s'énonce  ainsi  : 
«  Étant  données  trois  coniques  ayant  les  mêmes  points  communs  M,  N,  P,  Q,  deux 
tangentes  quelconques  en  a  et  p  à  la  première  rencontrent  la  deuxième  en  A, 
B,  C,  D;  il  existe  une  conique  passant  par  A,  B,  C,  D  et  bitangente  à  la  troi- 
sième conique  fixe  aux  points  I  et  J  où  cette  troisième  conique  est  rencontrée 
par  la  droite  oc^  ». 

lyOcagne  {M,),  —  Semi-droites  réciproques  parallèles  à  l'axe  de 
transformation.  (23-9.5). 

Propriété  des  semi-droites  de  M.  La  guerre.  (  Voir,  sur  le  même  sujet,  Nouv. 
Ann.,  3*  série,  t.  I,  p.  546,  547.) 

UOcagne  (M.),  —  Note  sur  la  sj^médiane.  (aS-ag). 

Cette  Note,  relative  à  un  précédent  article  du  même  auteur  {JVouv,  Ann., 
3*  série,  t.  II,  p.  4^o)>  mentionne  des  observations  de  M.  E.  Lemoine,  dont 
les  travaux,  sur  le  centre  des  médianes  anti-parallèles,  ont  paru  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Association  française  (1873  et  1874)  et  sont,  par  consé- 
quent, de  beaucoup  antérieurs  aux  études  de  M.  d'Ocagne. 

Jacob  {L.).  —  Sur  une  question  de  Cinématique.  (29-32). 

Mouvement  d'une  droite  de  longueur  constante  s'appuyant  sur  une  ctrconfé* 
rence  et  sur  un  diamètre  de  cette  circonférence. 

Margerie  {C),  —  Quelques  formules  relatives  à  IVquation  com- 
plète du  troisième  degré.  (32-33), 

Formation  de  l'expression  indicatrice. 

Margerie  (C).  —  Calcul  à  — -  près  des  racines  incommensu- 
rables d'une  équation  numérique  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles.  (33-37). 

L'auteur  calcule  successivement  la  plus  grande  racine  positive,  la  plus  petite, 
une  racine  positive  quelconque,  puis  enfin  les  racines  négatives.  11  donne, 
comme  exemple,  deux  applications  numériques,  pour  bien  montrer  l'emploi 
de  sa  méthode,  qui  semble  éminemment  pratique. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Février  1886.)  R.a 
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De  Saint-Germain  (A.).  —  Application  de  la  Statique  au  calcul 
(le  divers  éléments  d\in  triangle,  (ij^i^). 

Application  fort  intéressante  du  théorème  suiTant  :  «  Soient  A,  B,  C,  ...,  F 
et  T  les  points  d'application  des  forces  parallèles  o^  p,  y,  ...^  9  et  de  leur  ré- 
sultante T,  P  un  point  quelconque  pris  pour  origine  ;  on  a 

PT"=ii:aiPT— -iSaflÂB*.  » 

Lebon  (£*•)«  —  ^^^  Tangle  des  lits  oblique  et  normal  de  la  vis 
Saint-Gilles.  (4o-45). 

Les  génératrices  des  lits  employés  d'ordinaire  par  les  appareilleors  sont  des 
rayons  d'une  des  demi-circonférences  méridiennes  de  l'intrados;  de  la  Gour- 
nerie  et  M.  Mannheim,  pour  éviter  l'obliquité  des  lits,  ont  proposé  d'adopter 
des  surfaces  de  vis  à  filets  triangulaires.  L'angle  des  deui  espèces  de  lits  en 
chaque  point  d'une  méridienne  n'avait  pas  été  calculé;  et  c'est  ce  calcul  que 
fait  M.  Lebon,  en  Tappuyant  d'un  exemple. 

Correspondance.  —  M.  le  D^  J.  Peano  :  Sur  une  proposition  da 
Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan,  et  relative  a  la  théorie  des  dé- 
rivées. —  M.  C  Jordan  :  Relativement  à  Tobservation  de 
M.  le  D"*  Peano.  —  M.  G.  Kœnigs  :  A  propos  des  cubiques 
gauches.  —  M.  D'Ocagne  :  Propriété  d*un  lieu  géométrique 
dérivé  du  cercle.  (4^-'49)- 

Bibi.io4;r\phif..  —  Tht'orîe  de  la  capillarité,  par  Emile  Mathieu. 
—  Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  physiques,  par 
Ma.rimilien  Marie;  t.  1,  11,  111  et  IV  :  Compte  rendu,  par 
M.  /i.  /ioiiché,  (49-64). 

lyOcas'ne  (J/.V  —  Théorie  élémentaire  des  séries  récurrentes. 
(65-i)o). 

Les  'principales  divisions  de  cet  article  en  feront  aisément  comprendre  la 
|H>rlèe  jîêiiérale. 

introduction,  —  IVfînition  el  prt>priêtês  de  la^a^...a  ]('^^.  —  Calcul  du 
terme  m.  de  la  série  dolînte  par  la  loi  de  récurrence  ii_  =  an.  .  -+-  bu.  .  avec  les 

"  ■  w  M  ■"*•  ■'~*a 

conditions  initiales  11.  —  o.  m,  :::=  i.  —  Somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
précé*1enle:  limite  de  *'elte  somme.  —  Calcul  du  lermcU.de  la  série  définie 
par  U  loi  do  réourrenoe  l",  =  «il  ._,—  6l„.,.  U,  et  l\  étant  absolument  quel- 
conques. —  Somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  précédente;  limite  de  celte 
somme.  —  Application  au\  séries  dvtinies  par  X.  =  a(X^, —  X». , )  H- c  el  les 
\aleurs  initiales  \,  et  \,.  —  Application  au  calcul  des  réduites  d'une  fraction 
continue.  —  Loi  de  récurrence  «,  — flM^,-r- 611^, -*-... -H  lu  avec  les  condi- 
tions initiale*  w^  ~  11,  =...=  u^_.  =  o.  m^_,  =  1  ;  somme  d'un  nombre  fini  de 
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termes;  limile  de  cette  somme.  —  Série  analogue  à  la  précédente,  les  valeurs 
initiales  étant  quelconques.  —  Applications. 

loukovsky  (N.).  —  Sur  une  démonstration  nouvelle  du  théorème 
de  Lambert.  (90-96). 

Ce  théorème»  relatif  au  mouvement  elliptique  d'une  planète,  est  ici  démontré 
en  s'appuyant  sur  la  formule  qui  donne  la  variation  d'action,  La  détermination 
du  temps  dans  le  mouvement  de  la  planète  peut  ensuite  se  ramener  à  celle  du 
temps  dans  un  mouvement  rectiligne. 

Barbarin  (P-)»  —  Sur  les  lignes  de  courbure  du  paraboloïde 
équilatère.  (97-104). 

L'auteur  démontre  que,  sur  la  surface,  ces  lignes  de  courbures  sont  le  lieu 
des  points  pour  lesquels  la  somme  ou  la  différence  des  distances  aux  deux  gé- 
nératrices principales  est  constante.  Il  étudie  ensuite  les  tangentes  de  ces  lignes. 

Goffart  (iV.).  —  Note  de  Trigonométrie  élémentaire.  (104-109). 

Démonstrations  simples  de  formules  obtenues  par  M.  Glaisher  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques. 

Bibliographie.  —  Éléments  de  Mécanique,  par  F,  /,  C,  —  Pro- 
blèmes de  Mécanique,  par  F,  /.  C  —  Arpentage,  levé  des  plans 
et  nivellement,  par  F,  I.  C.  —  Récréations  mathématiques,  par 
Edouard  Lucas.  (109-1 1 1).' 

Publications  récentes,  (i  i  i-i  la). 

Laguerre,  —  Sur  l'approximation  des  racines  des  équations  al- 
gébriques, (i  i3-i  18), 

Si  l'on  pose /(a:)  =  {x  —  \)  ¥ {x)  H-/(X),  l'équation 

prend  la  forme 

^-^       V(x)' 

C'est  de  cette  transformation  simple  que  part  M.  Laguerre  pour  donner  une 
méthode  souvent  utile  pour  la  séparation  et  l'approximation  des  racines.  Il 
en  fournit  des  applications,  et  les  compare  à  la  méthode  de  Newton,  à  laquelle 
dans  certains  cas  on  doit  la  préférer. 

I^moine  (F,),  —  Sur  une  question  de  probabilité.  (118-126). 

Cet  article  forme,  en  quelque  sorte,  une  suite  aux  très  intéressantes  études  de 
M.  Lemoine  sur  des  problèmes  de  probabilités  dans  lesquels  les  considérations 
géométriques  interviennent  de  la  façon  la  plus  originale.  Incidemment,  il  trouve 
des  propriétés  géométriques  fort  dignes  d'attention. 
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Bertrand  (C).  —  Distance  de  la  Terre  à  la  Lune.  (126-128). 

Saivant  une  méthode  inverse  de  celle  de  La  lande  et  La  Caille,  M.  Bertrand 
détermine  d'abord  la  distance  et  en  déduit  la  parallaie. 

Weill.  —  Sur  la  condition  pour  qu^un  polygone  soit  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  coniques.  (ia8-i36). 

L'article  contient  une  solution  élémentaire  du  problème  consiilant  dans  la 
recherche  de  cette  condition.  Il  examine  successivement  le  cas  où  le  nombre 
des  côtés  du  polygone  est  pair  ou  impair. 

IVeilL  —  Sur  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  une  corde  d'une  co- 
nique à  centre.  (i36-i38). 

Démonstration  d'une  propriété  nouvelle  de  ce  cercle. 

lyOcagne  {M.).  —  Sur  un  cas  particulier  de  résolution  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  à  coeflGcients  constants.  (i38-i4o). 

Le  cas  visé  par  l'auteur  est  celui  d'un  second  membre  de  la  forme  0",  a  étaat 
racine  d'un  certain  degré  de  multiplicité  d'une  équation  algébrique  correspon- 
dante. 

Faure  (/A).  —  Emploi,  dans  la  Géométrie  trilinéaire,  des  coor- 
données des  points  circulaires.  (i4o-i44)* 

L'auteur  exprime  certaines  fonctions  au  moyen  des  coordonnées  des  poists 
circulaires,  et  il  en  donne  ensuite  quelques  applications  simples. 

Faure  (//.).  —  Sur  la  question  1028.  (i44-*46). 

Sur  un  certain  triangle  circonscrit  à  une  conique. 

(Concours  i)'Ar.RÉ<;ATioN  des  Sciences  mathématiques  de  i883.  — 
Compositions  d^admissibililé  :  Mathématiques  spéciales,  Mathé- 
inati(|ues  élémenlairos,  sujet  du  programme  de  Licence.  G)m- 
positious  finales  :  Sujet  de  Licence,  Lpreuve  pratique  de  Calcul» 
(  léométrie  descriptive,  Leçons  sur  les  Mathématiques  spéciales, 
Leçons  sur  les  Mathématiques  élémentaires,  (i 46-1 52). 

(>)RiiESPONDANCE.  —  Ph,  Gilbert  :  Sur  une  lettre  de  M.  le 
D*"   Peano,  concernant  une  proposition   relative  aux  dérivées. 

(  152-155). 

PRor.RAMMo  Di  coM'.oRso.  —  Prix  proposé  par  rAcadémie  rovale 
des  Sciences  phvsiques  et  mathématiques  de  Naples.  (i55-i56). 
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Notice  bibliographique.  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  de  A.-(].-lVI. 
Poullet-Delisle,  parle  prince  B,  Boncompagni,  (!56-i58). 

Publications  récentes.  —  (iSS-iSg). 

Questions  proposées.  —  1484  à  1487.  (iSp-ifio). 

Legoiix  {A,)*  —  Note  sur  un  faiseau  de  surfaces  d'ordre  quel- 
conque. (161-172). 

Cet  article  est  une  suite  à  une  étude  antérieurement  publiée  sous  le  même 
titre  et  dans  le  même  Recueil  {voir  3*  série,  t.  II,  p.  a33).  On  y  trouvera  sur- 
tout des  considérations  sur  les  caractéristiques  du  système  de  surfaces  et  sur 
l'équation  tangentielle  de  ces  surfaces. 

Ibacli,  —  De  l'intégration  d'une  classe  de  systèmes  d'équations 
simultanées,  linéaires  et  du  premier  ordre.  (i8'*-i8i). 

Légère  modification  de  la  méthode  de  d'Alembert,  qui  s'applique  à  tous  les 
cas  où  une  certaine  condition  est  satisfaite.  Trois  exemples  terminent  cet  article. 
Le  dernier  consiste  dans  le  système  suivant  : 

dy       e'-M 

dz  C 

Astor  {A.),  —  Sur  les  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre 
dont  on  connaît  les  trois  points  doubles  et  cinq  points.  (181- 

» 

Etude  d'un  mode  de  correspondance  fort  curieux  entre  les  courbes  unicur- 
sales du  quatrième  ordre  et  les  coniques.  L'un  des  foyers  d'une  conique  inscrite 
à  un  triangle  donné  décrivant  une  conique  donnée,  l'autre  foyer  décrit  une 
courbe  unicursale  du  quatrième  ordre.  On  déduit  de  là  des  constructions  fa- 
ciles de  points,  de  tangentes^  d'asymptotes,  des  points  d'inflexion  et  une  série 
de  propriétés  intéressantes. 

Rouquet.  —  Note  sur  la  construction  des  plans  tangents  d'une 
surface  de  révolution,  qui  passent  par  une  droite  donnée. 
(194-196). 

Cette  construction  est  ramenée  au  problème  suivant  :  «  Mener  une  tangente 
commune  à  la  méridienne  de  la  surface  et  à  une  hyperbole  dont  l'un  des  axes 
de  figure  coïncide  avec  l'axe  de  la  surface  de  révolution  proposée.  » 

Faiire  (//.).  —  Relation  entre  les  distances  deux  à  deux  de 
quatre  points  d^un  cercle  ou  de  cinq  points  d'une  sphère.  (196- 

.98). 
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Ces  relalions  sont  ici  obtenues  en  évitant  l'emploi  de  la  multiplication  des 
déterminants.  ' 

D'Ocagne  {M.  ).  —  Nouvelle  remarque  sur  le  système  Peaucellier. 
(199-aoo). 

Nouvelle  présentation,  sous  une  forme  plus  expressive,  d'une  propriété  d^i 
donnée  par  M.  d'Ocagne  dan^  les  JVou^lt0$  Atu%ale$  (voir  a*  série,  t.  XX, 
p.  4^). 

CoMcotJiis  GÂnÉRAL  DE  i88a.  —  Mathématiques  élémentaires.  Phi- 
losophie. Seconde.  Troisième*  (200-aoa). 

CoNcouEs  GÉNÉRAL  DE  i883.  —  Mathématiques  spéciales.  Mathé- 
matiques élémentairesé  Philosophie.  Seconde.  Troisième.  (ao2- 

aoS). 

Bibliographie.  —  Cours  de  Physique^  pw  M.  H*  Pellat ;  extnii 
de  la  Préface.  —  Leçons  de  Géométrie  analytique,  par  M.  E. 
Pruvost.  —  Cours  de  Mathématiques  spéciales  ;  II*  Partie,  Géo- 
métrie analytique  à  deux  dimensions,  par  M»  G*  de  Long- 
champs,  (ao5-ao8). 

Biehler  (C).  — ^  Sur  la  transformation  des  équations.  (209-2118). 

M.  Biehler  cherche  une  équation  F(^)  =  0  dont  les  racines  soient  des  (oMr 
tiens  rationnelles  des  racines  de/(;r)  =  n  et  arrive  ainsi  à  un  certain  nombre 
de  résultats  intéressants  et  utiles. 

Biehler  (C).  —  Sur  le  calcul  des  fonctions  symétriques  de»  ra- 
cines d'une  équation.  (ai8-2'24)« 

Démonstration  de  plusieurs  propriétés  nouvelles,  au  moins  dans  la  forme, 
concernant  ces  fonctions  symétriques. 

Desboves.  —  Résolution  complète,  en  nombres  entiers,  de  Téqua- 
tion  générale  du  second  degré,  homogène  et  contenant  un 
nombre  quelconque  d'inconnues.  (225-239). 

L'auteur  traite  d'abord  le  cas  de  Téquation  homogène  à  trois  inconnues,  el 
établit  des  formules  qui  donnent  la  solution  générale  de  cette  équation;  puis, 
après  une  application  numérique,  il  examine  certains  cas  particuliers.  Enfin  il 
aborde  le  cas  de  n  inconnues.  A  rapprocher  d'une  étude  antérieure  du  même 
auteur  sur  l'équation 

{Nou\?.  Afin.,  a*  série,  t.  XVIII,  p.  265). 
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Laurent  (^11,  Y  —  Sur  le  calcul  des  dérivées  à  indices  quelconques. 
(240-25*2). 

La  première  idée  de  ce  calcul  remonle  à  Leibnilz;  c'est  Liouville  qui  Ta 
surtout  développé.  En  1874*  M.  LCtnikofT  a  proposé  une  nouvelle  définition  de^^ 
dérivées  à  indices  fractionnaires,  définition  que  reprend  M.  Laurent,  en  la  mo- 
diflant  un  peu,  et  dans  laquelle  s'introduisent  les  intégrales  euiériennes  T.  Il 
calcule  ensuite  les  dérivées  de  quelques  fonctions  et  en  tire  plusieurs  consé- 
quences. 

Le  calcul  des  dérivées  à  indices  quelconques,  comme  il  le  fait  justement  re- 
marquer, n'est  pas  un  objet  de  pure  curiosité.  Liouville  et  Serret  en  ont  fait  de 
très  heureuses  applications.  M.  Laurent  y  ajoute  la  solution  d'une  équation 
rencontrée  par  Abel. 

Correspondance.  —  M.  G.  Peano  :  Réponse  à  une  lettre  de 
M.  Gilbert  sur  une  question  d'Analyse.  (252-256). 

Tardy  {P-)-  —  Remarques  sur  une  Note  de  M.  Ibach.  (25'j-'>.6i). 

Il  s'agit  de  l'intégration  de  deux  équations  linéaires  simultanées  du  premier 
ordre. 

Jukel-Rénoy  (/.).  —  Remarques  sur  la  même  Note  de  M.  tbach. 
(262-263). 

Môme  sujet  :  Application  de  la  méthode  de  d'Alembert. 

Catalan  {E,),  —  Remarques  sur  la  même  Note  de  M.  Ibach. 

(263-270). 

Critique  de  la  méthode  de  M.  Ibach,  qui  l'a  conduit  à  certains  résultats  erronés. 
L'article  se  termine  par  plusieurs  intégrations  d'équations  différentielles. 

Tarry  (G.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Géométrie. 
(270-273). 

Ce  théorème  consiste  en  ce  que  deux  coniques  quelconques  sont  polaires 
réciproques. 

Concours  d'agrégation  des  Scieihces  mathématiques  de  1882.  — 
Composition  d'admissibilité  :  Mathématiques  spéciales,  Mathé- 
matiques élémentaires,  Sujet  de  licence.  —  Compositions  finales  : 
Analyse  et  Mécanique,  Exercice  de  calcul,  Epure,  Sujets  des 
leçons.  (273-277). 

Agrégation  de  l'enseignement  secondaire  spécial.  —  Epreuves 
écrites  du  concours  de  1881  :  Algèbre  et  Trigonométrie,  Géo- 
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mëlrie  descriptive.  Mécanique.  —  Épreuves  écrites  du  Con- 
cours de  i88a  :  Algèbre,  Géométrie  descriptive.  Mécanique.  — 
Épreuves  écrites  du  Concours  de  i883':  Algèbre  et  Trigono* 
métrie,  Géométrie  descriptive,  Mécanique.  (^J'J-^'JQ)* 

CoHcouRs  D'ÀOMissioir  À  l'École  Polytechnique  eh  1882.  —  Com- 
position de  Mathématiques;  Composition  française;  Lavis; 
Calcul  trigonométrique  ;  Composition  de  Géométrie  descriptive. 

(280-282). 

Concours  d'admission  a  l'École  Polytechnique  en  1882  (Questions 
données  à  un  élève  qui  n'a  pu  composer  que  plus  tard).  —  Com- 
position dd  Mathématiques  ;  Composition  de  Géométrie  descrip- 
tive. (282-283). 

Concours  d'admission  a  l'École  Polytechnique  en  i883.  —  Com- 
position de  Mathématiques,  Composition  française,  Lavis,  Cal- 
cul trigonométrique,  Composition  de  Géoméirie  descriptive. 
(283-285). 

Concours  d'admission  a  l'École  Normale  supérieure  en  1882.  — 
Composition   de   Mathématiques,  Composition    de   Physique. 

(285-286). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Normale  supérieure  en  i883.  — 
Composition  de  Mathématiques,  Composition  de  Physique. 
(286-288). 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  (première  session, 
juillet  i883).  —  Géométrie  analytique,  Calcul  trigonométrique. 
Physique,  Chimie,  Géométrie  descriptive.  (288-291). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  (seconde  session, 
octobre  i883).  —  Gt^ométrie  analytique,  Calcul  trigonomé- 
trique, Géométrie  descriptive,  Physique,  Chimie.  (291-294)- 

École  forestière  (Concours  de  1882).  — •  Mathématiques,  Trigo- 
nométrie et  Calcul  logarithmique.  (294-295). 

École  forestière  (Concours  de  i883).  —  Mathématiques,  Trigo- 
nométrie et  Calcul  logarithmique.  (295-296).-  - 
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Ecole  spéciale  militaire  (Concours  de  i883).  —  Composition  de 
Mathématiques,  Épure.  (296-297). 

École  navale  (Concours  de  1882).  —  Géométrie,  Statique,  Arith- 
métique, Algèbre,  Géométrie  descriptive.  (298-299). 

Ecole  wavale  (Concours  de  i883).  —  Géométrie,  Statique,  Arith- 
métique, Algèbre,  Calcul  trigonométrique,  Géométrie  descrip- 
tive. (299-301). 

Correspondance.  —  P,  D.  :  Propriété  du  cube  d'un  nombre  entier. 
—  M.  Catalan  :  Sur  un  théorème  d'Analyse  (réclamation  de 
priorité).  —  M,  de  Saint-Germain  :  Généralisation  d'ui  théo- 
rème de  M.  d'Ocagne  :  propriétés    segmentaires  du  triangle. 

(3oi-3o2). 

Bibliographie.  —  E.  Carvallô:  Leçons  de  Statique.  —  A,  Boset  : 
Courbes  et  surfaces  focales.  (3o2-3o4). 

Publications  récentes.  —  (3o4). 

Bealis  {S.).  —  Addition  à  deux  articles  précédents.  (3o5-3i5). 

Voir  Nouv.  Ann.,  3«  série,  t.  II,  pp.  494  et  535;  il  s'agit  de  la  recherche  des 
solutions  entières  de  Fëquation  ax^-h  bxy  +  c^'=  h.  On  consultera  utilement, 
du  même  auteur,  une  Note  Sur  quelques  questions  se  rattachant  au  problème 
de  Pell,  insérée  au  t.  VI  de  la  Nouv.  Corr,  math,  (année  1880). 

Douce  t.  —  Note  sur  les  systèmes  triples  de  surfaces  orthogonales. 

(3i5-3i6). 

Remarque  simple  qui  conduit  au  théoréme^de  Dupin» 

Peliet  {A.),  —  Sur  les  cercles  tangents  à  trois  cercles  et  les 
sphères  tangentes  à  trois  ou  quatre  sphères.  (3 1 6-3 18). 

Note  reposant  sur  l'emploi  des  cercles  bissecteurs,  et  extension   aux  sphères. 

Séquestre.  —  Solution  d'une  question  de  licence;  Caen,  1880. 
(3 18-320). 

Lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  dont  on  connaît  un  sommet  et  une  asym- 
ptote. 

Weill.  —  Sur  les  coniques  qui  coupent  à  angle  droit  une  co- 
nique donnée.  (32o-32i). 
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Détermination  des  quatre  séries  de  coniques  qui  satisfont  à  la  question. 

Concours  général  de  i884*  —  Mathématiques  spéciales.  (Sas). 

Brisse  (Ch.).  —  Solution  de  la  question  du  Concours  général. 
(323-33a). 

Lieu  relatif  à  l'ellipsoTde.  La  question  est  ici  traitée  d'une  manière  très  coa> 
plète.  Sur  ce  sujet,  on  peut  consulter  utilement  un  article  de  M.  lloaUrd 
{JVouv,  Ann,,  2*  série,  t.  III,  p.  3o6)  et  TOuvrage  de  11.  Darboux,  Sur  une  dam 
remarquable,  etc.,  pp.  ii3  et  i56. 

Laser.  —  Sur  une  question  de  Géométrie  (33a-336). 

Cette  question  consiste  à  diviser  un  triangle  par  des  perpendiculaires  abaissé» 
d'un  point  intérieur  sur  les  côtés  en  trois  quadrilatères  équivalents. 

Correspondance.  —  M.  JuhelrRénoy  :  Sur   un    théorème  de 
M.  Weill  concernant  les  coniques  à  centres.  (336). 

Publications  récentes.  —  (336-34a). 

Catalan  (E.).  —  Solution  delà  question  1469.  (342-344)« 

Sur  une  expression  algébrique,  qui  est  la  somme  de  deux  et  de  trois  carrés. 

Fauquembergue  {E.).  —  Solution  de  la  question  1474.  (345- 
346). 

Propriétés  de  réquation  indéterminée 

Fauquembergue  (F.).  —  Soiulion  de  la  question  1473.  (346)« 

Résolution  de  réquation  indéterminée 

Catalan  (F,).  —  Solution  de  la  question  1480.  (347). 
Sur  la  somme  des  puissances  ^/f  de  deux  nombres  entiers. 

U>  ANONYME.  —  Solution  dc  la  question  1-481.  (348-35o). 

Késolution  dc  deux  équations  du  quatrième  degré. 

Morel-Blanc,  —  Solution  dc  la  question  1182.  (35o-35i). 

Propririé  d'une  ollipsc  variiihU'. 


J 
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Questions  proposées.  —  1488  à  1494.  (35 1-352). 

Ilabich  {E.).  —  Sur  un  système  particulier  de  coordonnées  cur- 
vilignes. (353-367). 

Un  point  M  est  déterminé  dans  un  plan  par  les  angles  \  {ji  sous  lesquels  deux 
segments  AO,  OB  sont  vus  de  ce  point  M.  Tel  est  le  système  que  considère 
M.  Habich,  en  étudiant  l'équation  d'une  courbe  sous  la  forme 

F(cotX,  cot{Ji)  =0. 

Il  déduit  de  là  un  certain  nombre  de  propositions  de  Géométrie  et  montre  com- 
ment ce  procédé  peut  s'étendre  à  l'espace,  les  surfaces  coordonnées  étant  alors 
des  tores. 

Biehler  (Ch,),  —  Sur  la  construction  des  courbes  dont  Féquatlon 
est  donnée  en  coordonnées  polaires.  (367-376). 

Cet  article,  auquel  une  suite  est  annoncée,  est  spécialement  consacré  à  la 
construction  de  la  courbe  autour  du  pôle.  L'auteur  suppose  l'équation  algébrique 
et  entière  par  rapport  à  p;  il  étudie  aveo  un  grand  soin  les  singularités  qui 
peuvent  se  présenter.  Il  y  a  lieu  de  consulter  à  ce  sujet  deux  autres  travaux 
publiés  par  lui  antérieurement  :  Théorie  des  points  singuliers  dans  les  courbes 
algébriques  {Nouv,  Ann.,  2*  série,  t.  XIX  et  XX)  et  Sur  la  construction  d'une 
courbe  algébrique  autour  d'un  de  ses  points  {Nouv,  Ann,,  3*  série,  t.  II). 

TVeilL  —  Sur  quelques  courbes  enveloppes.  (376-382). 

Enoncé  et  démonstration  d'un  théorème  général  sur  les  enveloppes,  suivi  d'un 
certain  nombre  d'exemples  fort  intéressants,  dont  quelques-uns  conduisent  à  des 
propriétés  dignes  de  remarque. 

Laisant  (C.-A.).  —  Remarque  sur  certaines  questions  de  réci- 
procité. (383-386). 

Solution  rectifiée  de  la  question  1468,  relative  à  l'interversion  des  aiguilles 
d'une  horloge,  et  généralisation  de  la  méthode  suivie. 

Fauquembergue  (E.).  —  Solution  de  la  question  1405.  (386- 
388). 

Sur  une  équation  de  degré  pair. 

Brisse  {Ch.).  —  Solution  de  la  question  1436.  (388-392). 

Propriété  de  trois  cercles  osculateurs  d'une  parabole,  tangents  à  une  même 
tangente  à  la  courbe. 

ll>'  AAOAYME. —  Solution  do  la  question  14o7.  (392-3()4)' 
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Sur  une  hyperbole  tangente  aux  axes  d'une  ellipse,  ei  dont  les  asymptotes 
sont  tangentes  à  l'ellipse. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1458.  (394-395). 

Construction  d'une  parabole  tangente  k  une  circonférence,  connaissant  l'axe 
et  le  paramétre. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1467.  (395-396). 

Propriété  d'un  nombre  premier. 

Goffart  (A^.).  —  Solution  de  la  question  1473.  (397-399). 
Deux  théorèmes  sur  les  droites  de  Simson. 

Questions  proposées.  —  1493  à  1502.  (399-400)- 

WeilL  —  Sur  les  quadrilatères  qui  ont  leurs  six  sommets  sur  une 
cubique.  (4oi-4io). 

Des  considérations  de  pure  Géométrie  conduisent  Fauteur  à  une  série  de 
théorèmes,  parmi  lesquels  nous  nous  contenterons  de  citer  le  suivant,  à  titre 
d'exemple  :  «  Etant  donnés  deux  quadrilatères  dont  les  douze  sommets  sont 
sur  une  cubique,  leurs  huit  côtés  sont  tangents  à  une  même  conique  ». 

lyOcagne  {M,)»  —  Étude  de  deux  systèmes  simples  de  coor- 
données tangentielles  dans  le  plan;  coordonnées  parallèles  et 
coordonnées  axiales.  (4 1 0-423,  456-470,  5i6-522,  545-56i). 

Ces  quatre  articles  forment  une  étude,  ou  du  moins  le  commencement  d*une 
étude  fort  intéressante  de  Géométrie  tangenliellc.  A  et  B  étant  deux  points 
origines^  AU  et  BV  deux  axes  parallèles,  AM  et  BN  deux  segments  m,  v  portés 
respectivement  sur  ces  deux  axes;  u  el  v  sont  les  coordonnées  parallèles  de  la 
droite  MN  dans  le  système  défini  par  M.  d'Ocagne.  Quant  aux  coordonnées 
axiales,  si  OX  est  une  droite  fixe,  une  droite  quelconque  est  définie  par  son 
angle  9  avec  OX,  et  par  la  dislance  X  de  son  intersection  avec  OX  au  point  O. 

Voici  les  divisions  principales  du  travail  en  question. 

Coordonnées  parallèles.  —  Coordonnées  de  la  droite;  équation  du  point; 
courbes  en  général;  application  aux  courbes  du  deuxième  degré;  exemples  d'ap- 
plication des  coordonnées  parallèles. 

Coordonnées  axiales.  —  Formules  fondamentales  ;  étude  générale  des  courbes; 
applications. 
Une  suite  est  annoncée. 

Fontené. —  Solution  de  la  question  du  Concours  général  de  i883. 
Mathématiques  spéciales.  (423-43o). 
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Sur  les  normales  au  paraboIoYde  elliptique.  Démoostralion  d'un  Ihéoréme 
analogue  à  celui  de  JoachimsLhal. 

Doucet,  —  Construction  des  tangentes  au  point  double  de  la  sec- 
tion du  tore  par  son  plan  tangent.  (43o-43i)« 

Cesàro  {E.).  —  Propriétés  d'une  fonction  arithmétique.  (43 1- 
434). 

Celle  fonction  est 

"»»p-  2^  (n-a:J(i-+-ar,)...(i-t-a?„) ' 

le  nombre  p  étant  décomposé  de  toutes  les  manières  possibles  en  n  nombres 
entiers  a:,,  a?,,  . . .,  x^. 

Cesàro  (E,),  —  Théorème  de  Cinématique.  (434-436). 

Le  mouvement  d'un  point  peut  se  ramener  au  roulement  et  au  glissement 
d'une  surface  réglée  mobile  sur  une  surface  réglée  fixe.  M.  Cesàro  cherche 
dans  quels  cas  ces  surfaces  sont  développables. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  1884.  —  Com- 
position de  Mathématiques,  Lavis,  composition  de  Géométrie 
descriptive,  composition  de  Trigonométrie.  (436-438). 

Fauquembergue  (E.).  —  Solution  de  la  question  1360.  (438- 
440). 

Trajectoires  orthogonales  d'une  droite  mobile. 

Barisien.  —  Solution  de  la  question  1465.  (441-44^*')- 

Sur  les  tangentes  menées  de  deux  points  à  une  conique. 

Goffart{N,),  —  Solution  de  la  question  1488.  (442-443). 
Décomposition  en  deux  facteurs  d'un  polynôme  du  quatrième  degré. 

Goffart{N.).  —  Solution  de  la  question  1492.  (443-444). 

Propriété  du  triangle. 

Un  anonyme.  —  Solution  de  la  question  1493.  (444-44^). 

Résoudre  un  triangle,  connaissant  a'4-ft'4-c'  et  sachant  que  ct,  b^  c  sont 
multiples  de  r,  rayon  du  cercle  inscrit. 
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Questions  proposées.  —  1S03  à  1508,  (447~448). 

Un  ancien  élevé  de  Mathématiques  spéciales.  —  Solution  géomé- 
trique de  la  composition  mathématique  pour  Tadmission  à 
rÉcole  Polytechnique  en  1884.  (449-4^6). 

La  queslion  (problème  concerntiit  une  conique  A  centre)  fonmit  A  cet  ancien 
éUve,  que  nous  avons  déjà  dénoncé  comme  un  mattre  éminent,  une  occasion 
nouvelle  de  présenter  des  développements  géométriques  fort  intéressants,  dans 
une  matière  qui  pouvait,  au  premier  abord,  sembler  presque  inaolnble  aulre- 
ment  que  par  le  calcul. 

Cesàro  (£*•)•  —  Quelques  propriétés  élémentaires  des  groupes 
plusieurs  fois  transitifs.  (47I-47S)* 

Cet  article  contient  la  démonstration  de  plusieurs  propriétés  nouvelles,  rela- 
tives à  la  théorie  des  substitutions. 

Correspondance.  —  if/.  Ph.  Gilbert  :  Continuation  de  la  discus- 
sion d'un  point  d'Analyse,  en  réponse  aux  observations  du 
D*^  Peano  (t»o/r  ci-dessus).  (470-482). 

11  est  peut-être  A  regretter  que  des  Notes  de  cette  importance  et  de  cette 
étendue  soient  insérées  comme  Correspondeuice  au  lieu  de  faire  l'objet  d'ar- 
ticles spéciaux. 

Publications  récentes.  —  (4^2). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  qucslion  1150.  (483-484). 

Sur  les  nombres  premiers. 
Morel'Blanc,  —  Solution  de  la  question  i  W30.  (484-487). 

Propriété  du  lélraèdre. 

Clément  {L.).  —  Solution  de  la  question  1464.  (48--489). 

Propriélé  de  <lcux  paraboles. 

Richard  {J.),  —  Solution  de  la  question  1487.  (490-49^-)* 

Propriété  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique. 

Goffarl  (A.).  —  Solution  de  la  question  1494.  (492-493). 

Propriété  d'une  conique. 
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/iic/iard(J.).  —  Solulîon  de  la  question  1499,  (493-494)- 

Problème  sur  une  pyramide  régulière  à  base  carrée. 

Aforet-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1501.  (494-495). 

Propriété  du  triangle. 

Questions  proposées.  —  1509  à  1514.  (495-496). 

Un  ancien  professeur  de  l'Université.  —  Sur  une  manière  d'in- 
terpréter l'article  relatif  à  la  Mécanique  du  nouveau  programme 
d'admission  à   l'École  Polytechnique  (Physique).    (497-5o6). 

Cet  article  forme  un  programme,  très  bien  ordonné,  de  cette  partie  du  Cours, 
et  se  divise  de  la  manière  suivante  :  Cinématique;  des  Forces;  Statique  des  corps 
solides. 

Catalan  {E).  —  Note  sur  le  théorème  de  Lambert.  (5o6-5i3). 

Cette  question  a  été  traitée  dans  le  même  volume  (p.  90),  par  M.  loukovsky 
(voir  plus  haut).  Ici,  M.  Catalan  donne  la  démonstration  classique,  un  peu 
simpliHée,  et  il  la  fait  suivre  d'une  série  de  remarques  fort  intéressantes,  dont 
quelques-unes  purement  géométriques. 

Cesàro  {E,)  —  Sur  une  Communication  de  M.  Tchebychew  au 
Congrès  de  Clcrmont-Ferrand.  (5 1 3-5 16). 

Propriétés  de  certaines  séries. 

Issoly  (le  R.-P.)  —  Sur  les  diverses  courbures  des  lignes  qu'on 
peut  tracer  sur  une  surface.  (522-527). 

L'auteur  considère  :  la  première  courbure;  la  déviation  tangentielle  ou  hori- 
zontale; la  déviation  normale  ou  verticale.  Ces  notions  le  conduisent  à  un  théo- 
rème très  général  et  à  l'établissement  de  plusieurs  propriétés  dignes  d'atten- 
tion. 

Correspondance.  —  M,  d'Ocagne:  Généralisation  de  la  question 
1494;  propriété  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique.  — 
J/.  //.  Plamenevsky  :  Sur  la  question  1488;  décomposition 
d'un  polynôme  en  deux  facteurs.  ( 528-53 1). 

IJrocard{II.).  —  Solution  de  la  question  487.  (53i-533). 

Propriété  du  tétraèdre. 

Moret'Blanc.  —  Solution  delà  question  1437.  (533). 


I  sscoNiiii  rAHTin 

Prapriétt  de  t»  lérie  de  Lamé. 


ion  14oo.  (5,1ri-.'i:i8). 


Faure  (B.).  —  Solution  de  la  qncstii 

PropriéU  de  la  «phére. 
Barûien  {£.),  —  Solution  de  lu  que 

lÀev  géontlriqae  d'ane  parabole  variuMe. 
Fauquimbergue  {£.)■ —  Solntion  de  U\  qiieslimi  1 17<!.  (.ïSS- 

539). 

Solution  entière  de  l'<<iaa^ion  ar^+  x'  +  x  +  i  =v'. 
Goffart  {N.).  —  Solution  de  la  question  J48o.  (539-340). 

Nombre  dea  tolutioni  eotitre*  d'un  certain  tyaxime  d'èqnatioBs. 
Ùoffart  (JV.).  —  Soludon  de  la  question  1496.  (54i-54a). 

E>ropriété  d'uae  ellipse  et  d'une  hyperbole. 
Aforet'Btanc.  —  Solution  de  la  question  44U7.  (542-543). 

Lien  dn  point  de  contact  de  deux  cerclei  Tariable»  et  UngenU  enure  eoi. 
Qdestiobs  proposées.  —  4513  à  1519.  (543-544)- 
Cesàro  (£*•)•  —  Algorithme  isobarique.  (Sôi-S^g). 

Algorithme  comprenant  comme  cas  particulier  la  fonction  aleph  de  WraDikï. 
L'auteur,  aprè?  définition,  montre  cumnicnt  cet  algorithme  s'applique  htoRO- 
semcnt  à  un  certain  nombre  de  questions  intéressantes.  A  rapprocher  d'un  article 
publié  même  Volume,  p.  4'''  (<'')i>  plus  haut),  et  d'un  Mémoire  d'Aritimé- 
liquc  publié  dans  \e  Journal  de  Battaglini {i9»'^).  Sur  la  fonction  aleph,  voir 
mime  Recueil,  i>*  série,  t.  XVI,  pp.  3^8  et  jtô,  des  travaux  de  MM.  Brioschiet 
CaUlan. 

(x>RRESPONDANcK,  —  M.  d'OcagRC  :  Sur  une  formule  donnée  par 
M.  Picqiiet,  —  M.  Genocchi  :  Au  sujet  d'un  Ouvrage  do 
D''  Peano,  Calcnlo  differenziale.  (579 )■ 


PtlBLtCATI0^S  HÉCENTKS.  —   (58o-58l). 


A.  L. 


nKvun  Tn-s  t'LriLir.AiioNS 


ATIIEMATISCIIE  ANNALENC). 

Tome  XXII;  i88T. 

\ande  (O.  ).  —  Signification  gi^omélrique  du  lliéorème  d'addi- 
tion des  intégrales  hjpcrclii|>Liqiies  et  des  fonciions  du  jiremier 
ordro  dans  un  s^^stème  de  surPaceit  liomofocalcs  du  second  degré. 
(r-(>g;  140-176). 
L'Autfut,  ilans  le  premier  CKapitrc,  «n  partant  Ava  coordonné»  «Ilipliqu». 
itudie  les  fonctions  symétriques  algébriques  des  deux  variables  indépendantes 
lont  il  aura  S  faire  iisage,  et  représente  l'élément  de  langueur  des  tangentes 
lommunes  i  deux  surfaites  par  des  dilTérenliclles  lifperclliptïques  de  deuxième 
■(  de  troisième  espère.  Les  si|;ni  fi  cations  multiples  des  irrationnelles  a  Ifiébriqucs 
|ui  figurent  dans  les  funnulrs  sont  înterpréLées  géométriquement.  Dans  le 
Chapitre,  il  introduit  les  paramétres  iranscendaais  A  la  place  des  coor' 
ionnfns  elliptiques.  Tous  les  points  de  l'espace  sont  dëlinis  au  moyen  de  res 
«raméires  ei  la  sinniRcaiion  des  seiie  fonctions  fl,  dans  le  asmàme  des  sur- 
■MS  liomo  focal  es,  est  complëlement  établie.  Dans  le  troisïi'mc  Chapitre,  on 
rouvera  l'interprétation  géométrique  du  théorème  d'additinn  pour  les  inié- 
[raies  de  première,  deuxième  et  troisième  espèce  ;  cette  même  interprétation, 
lans  le  quatrième  Giapitrc,  conduit  i  des  théorèmes  sur  des  polygones  fermés 
dont  les  cAtés  appartii^nnent  à  la  congrucnce  des  tangentes  communes  i  dcui 
surfaces  bomofocales.  Le  troisième  Chapitre  se  mpporle  au  contenu  génmé- 
ique  du  théorème  d'Abel.  qui  permet  de  ramener  Â  des  constructions  géomé- 
triques U  réduction  de  sommes  d'un  nombre  quelconque  d'intégrales  A  des 
de  deu»  intégrales  de  même  espèce.    " 

yck  (  ^.  ).  —  Secondes  dtudes  sur  la  ihi^orie  des  groupes.  —  Sur 
la  composition  d'un  groupe  d'opérations  discrètes;  sur  leur 
primilivité  et  sur  leur  transîlivité.  (70-108). 

L'.^uteur  a  donné,  dans  un  Mémoire  antérieur  (Mal/i.  Ann.,  t.  XX),  la  déli- 
I   groupe   d'opérations   discrètes,   indépendaniment   de   tout   mode 

ipécîal  de  représentation  des  opérations  isolées  qui  en  constituent  les  étéments, 
n  poanuil,  dans  le  Irtvail  actuel,  le  même  but  :  déduire  les  propriétés  d'un 
groupe  de  sa  dcGnltioa  générale,  établir  ces  propriétés  de  telle  sorte  qu'elles 
tardent  leur  valeur  pour  les  diverses  formes  sous  lesquelles  un  groupe  peut 
■pptralire,  soit  dans  les  questions  relatives  aux  fonctions  algébriques,  soit  dans 
celles  qui  se  rapportent  à  la  théorie  des  nombres.  Dans  le  premier  Cliapilrc,  il 
traite  de  la  composition  d'un  groupe,  de  l'énumératiOD  de  tons  les  sons-groupes 

mnteaus  dans  nn  groupe  donné  (d'ordre  fini  ou  infini),  d'après  des  conditions 
■éccisaires  et  suffisantes.  Dans  la  seconde  Section,  il  caractérise  les  propriétés 
deprimitivilé,  d'imprimitivilé  d'un  groupe  et  leurs  relations  avec  la  transîtivité. 

ringsheim  {A.).  —  Sur  certaines  séries  qui  repréaenlenl  des 


i(')  Vuir  Bulletin.  IX,,  p.  ng. 

Btdl.  dtt  Seùneet  malhfni,,  y  SL-rie. 
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fonctions  distinctes,  choisies  urLIlra 
de  convei^nce  séparés.  (109-1  il)). 

A  propos  (l'un  rvemple  donné  par  M.  Ttmnpry,  d'un*  série  pnuvanl,  iHiminP 
M.  WFÏerttrass  l'a  innntr|}  le  premior,  servir  â  ivpn^sfniei'  diverses  IobtMom 
■rliiinim  dan«  divers»  récioM  d«  p]«n,  M.  l'rinssheim  fait  obscrtcr  qw^ 
H.  Scidcl  {Journal  de  CrtUt,  t.  73)  avMit  il^jA  «ludiri  InliniUcs,  pour  ninftnj, 

de ;  et  de —  !t  qne,  de  cfri  llniil»,  on   ilMuR  immédUlemcnt  dci 

séries  qui,  loalea  le»  dsni,  permetUni  de  tcsoiitlre  facilemcnl  ce  probl^oii!: 
Canstruire  iine  fonriion  d'une Tkriabli?  nomplcxe,  qui,  A  l'intérieur  de  a  ccrrlr) 
itpttia,  puisas  àtrc  ideotifiée  1  n  fbQ<-iinn)  riioisies  a 
rîeuremcnt  A  ces  cercles,  mU  idealiqur  «vee  une  auli 

Lindetnann.  —  Sur  l'équation  dilTérentielle  des   fonctions  do 
cylindre  elliptique.  (it^-taS). 


latégration  de  l'équation  différentielle 
pour  les  valeort  générales  des  cousuntes  1^  et  B. 


Bohn  (AT.).  —  Essai  sur  la  théorie  des  nœuds  bipUnaires  et  uni- 
planaires.  (i34-i44)- 

En  cherchant  quel  amoindrisse  me  ni  de  ta  classe  d'une  surface  cause  l'eiis- 
lence  d'un  pmud  biplanaîre,  on  est  amené  au  théorème  suivant  :  ■  Les  ntends 
biplanaires  appartiennent  il  deui  types  essentiellement  diOérents.  suivant  qg'ils 
diminuent  la  classe  d'un  nombre  pair  ou  d'un  nombre  impair;  dans  le  premier 
ras,  la  surface  est  projetée  d'un  point  quelconque  de  l'espace  par  un  c4(ie  tan- 
gent i  lui-même,  dans  le  second  cas,  ce  cùne   a  une  arête  de  rebroussemeat. 

Dans  le  voisinage  d'un  n<Eud  biptanaire  avec  un  couple  de  plans  itoaginairts 
conjugués,  la  surface  a  la  forme  d'une  épine,  si  la  surface  est  du  Ijpe  impair; 
dans  te  cas  du  type  pair,  au  contraire,  la  forme  est  celle  de  deux  épines  oppo- 
sées, i  moins  que  le  nœud  ne  soit  isolé.  Sî  le  couple  de  plans  est  réel,  on 
obtient  la  forme  de  la  surface  dans  le  voisinage  du  couple  de  plans  en  disjoi- 
gnant les  deux  sections  de  la  droite  singulière,  dans  un  même  sens  pour  le 
type  I,  dans  dca  sens  opposés  pour  le  type  II. 

La  diminuiiui)  de  classe  des  nœuds  n'a  pas  d'influence  sur  les  couiites  d'in- 
tersection par  les  deux  plans  singuliers.  Elles  se  comportent  comme  des  courbes 
générales  avec  un  point  triple,  pour  lequel  une  tangente  est  la  droite  singulitre- 

Afin  d'obtenir  la  réduction  de  classe  pour  un  n<xud  uoiplauaire  en  considé- 
rant les  diverses  branchesde  la  courbc/=  o,  -j^  =0,  on  développe  j' et  s  <" 
scrie  procédant  suivant  les  puissances  de  x,  on  réunit  tes  séries  pour^  en  te^ 
considérant  comme  des  branches  d'une  courbe  plane  et  l'on  détermine  la  réduc- 
tion de  classe  de  cette  courbe  plane  au  moyen  de  ses  points  singuliers. 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  33 

Giebster  (J.).  —  Sur  des  groupes  de  congnience  dont  la  dimen- 
sion (Stu/e)  est  un  nombre  premier  (1^7-189). 

Giebster  (J,),  —  Sur  les  relations  entre  les  nombres  de  classes 
de  formes  quadratiques  binaires  à  déterminant  négatif.  (190- 
210). 

Seconde  Partie  d'un  Mémoire  dont  la  première  Partie  se  trouve  dans  le 
tome  X\I  des  Mathematische  Annalen. 

Ilunvitz  {A.).  —  Sur  les  propriétés  arithmétiques  de  certaines 
fonctions  transcendantes.  (211-229). 

Les  propriétés  transcendantes,  démontrées  par  MM.  Ilermite  et  Lindemann^ 
pour  la  fonction  exponentielle,  s'étendent  aux  intégrales  de  certaines  équations 
différentiel  les  linéaires  sans  second  membre  de  tous  les  ordres.  Comme  exeiriple, 
l'auteur  traite  des  intégrales  de  l'équation 

axy  =  by'  -^-y, 
où  a  et  6  sont  des  nombres  entiers. 

Ilunvitz  {A,).  —  Sur  des  constructions  de  tangentes.  (23o-233). 

Le  théorème  général  que  voici,  d'après  une  Note  de  l'auteur,  se  rencontre 
déjà,  relativement  aux  courbes  planes,  dans  Vjinalyse  des  injîniment  petits 
de  l'Hospital. 

Soient  r,,  r,,  ...,  r„  les  distances  d'un  point  P  à  a  points  fixes  et  à  /i  —  a 
courbes  fixes,  ou  à  a  points  fixes,  ^  courbes  fixes,  n  —  a  —  p  surfaces  fixes;  si 
le  point  P  se  meut  de  manière  qu'une  certaine  fonction  /(r,,  r,,  ...,  r„)  des 
quantités  r  reste  constante,  et  que  sur  les  rayons  /•,,  /•,,  ,..,  r^  on  porte  des 

longueurs  proportionnelles  à  ~»  -r-^»  •••»  -p-»  la  somme  géométrique  de  ces 

segments  est  dirigée  suivant  la  normale  au  point  P 

Klein.  —  Sur  un  théorème  de  la  géométrie  des  lignes  droites 
( Gôttinger  Nachrichtertj  1 872 ).  (234-^4  0* 

La  démonstration  du'théoréme  suivant  constitue  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans 

ces  recherches  :  soit  donnée  une  multiplicité  générale  de  n  dimensions (/^^ 4) > 
que  l'on  en  sépare  une  multiplicité  de  /t  —  i  dimensions  au  moyen  d'une  équa- 
tion quadratique  P  =  0.  Toute  multiplicité  algébrique  de  n  —  3  dimensions 
contenue  dans  cette  dernière  peut  être  représentée  par  une  seule  équation 
algébrique  adjointe  à  l'équation  P  =  o,  si  tous  les  sous>déterminants  du  cin- 
quième ordre,  formés  avec  les  coefficients  de  P,  ne  sont  pas  nuls. 

£n  particulier,  pour  représenter  un  complexe  algébrique  de  droites,  une  équa- 
tion adjointe  à  l'équation  P  =  o  suffit  toujours. 

Klein  (F.).  —  Sur  l'interprétation  des  éléments  complexes  en 
Géométrie  (  Gôttinger  Nachrichten,   1 872).  ( 24a-245). 
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Au  lieu  de  représenter,  comme  v.  Sundt,  les  points  imaginaires  par  ane  inTo* 
lution  sur  une  droite,  on  part  d'une  détermination  métrique  projectiTe,  en 
prenant  pour  points  fondamentaux  un  couple  de  points  imaginaires  coiyagués; 
en  construisant  ensuite  des  points  équidistanls  au  sens  projecUf,  on  parrient 
ainsi  à  des  suites  générales  de  points  ;  celles-ci,  en  particulier,  peuTeiit  être 
cycliques;  comme  image  d'un  point  imaginaire  unique,  on  se  sert  d'un  cycle 
de  n  points,  parcouru  dans  un  sens  déterminé  ;  les  cas  de  jts=3etdeii=:4 
offrent  un  intérêt  particulier. 

Klein  (F.).  —  Une  extension  du  théorème  de  Pascal  à  la  géomé- 
trie dans  l'espace  {Sitzungsberichte  der  Physik.^MaU  So- 
cietâi  zu  Erlangen,  1877).  (346-248.) 

Klein  (F.).  —  Sar  le  concept  général  de  fonction  et  sur  sa  repré- 
sentation par  une  courbe  arbitraire  (^Sitzungsberichte  der 
Physik.'Mat,  Societât  zu  Erlangen,  1873).  (249-259). 

Il  y  a  contradiction  entre  ces  théorèmes;  toute  fonction  peut  être  représentée 
par  une  courbe,  toute  courbe  a  une  tangente,  puisqu'une  fonction  arbitraire 
peut  n'aToir  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  L'auteur  montre  que 
cette  contradiction  repose  sur  ce  que  Ton  confond  deux  domaines  essentielle- 
ment différents,  les  définitions  mathématiques  abstraites  et  les  apparences  sen* 
sibles  (physiques).  L'image  étendue  d'une  courbe  n'est  pas  représentée  analj- 
tiquement  par  une  fonction,  mais  bien  par  un  concept  indéterminé  qu'on  peat 
définir  avec  une  approximation  arbitraire,  et  que  l'auteur  appelle  une  bande 
{Strei/e)  de  fonction. 

Bois-Reymond  {P.  du).  —  Sur  rintégration  des  séries  trigono- 
raétriques.  (260-268). 

Si  une  série  trigonométrique  définil  une  fonction  absolument  intégrable,  on 
obtient  l'intégrale  de  cette  fonclion  en  intégrant  la  série  terme  par  terme. 

Kxjpîiigsberger  (L.).  —  Relations  entre  les  intégrales  fondamen- 
tales d'une  équation  difierentielle  linéaire  du  second  ordre  sans 
second  membre.  (269-289). 

L'auteur  démontre  les  théorèmes  suivants  :  «  Entre  deux  intégrales  fonda meD- 
lales  d^uoe  équation  diflférentielle  linéaire  sans  second  membre,  une  intégrale 
d'une  équation  difTérentielIc  linéaire  du  premier  ordre  (et  même  d'une  équation 
dilTérentielIe  quelconque  du  premier  ordre)  et  la  variable  indépendante,  il  ne 
peut  pas  y  avoir  de  relation  algébrique. 

•  Entre  deux  intégrales  fondamentales  d'une  équation  différentielle  linéaire  da 
second  ordre  et  Pintégralc  d'une  autre  équation  différentielle  quelconque,  il  ne 
peut  y  avoir  de  relation  algébrique  que  si,  en  éliminant  cette  dernière  intégrale 
de  cette  relation,  ou  parvient  à  une  équation  entre  les  intégrales  fondamen- 
tales et  leurs  dérivées  qui  se  réduit  à  une  identité,  au  moins  après  l'élimination 
d'une  des  dérivées.   » 
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Stroh  {E.).  —  Réduction  de  deux  covariants  de  formes  binaires. 
(290-^95). 

Bruns  {H.),  —  La  route  d'inertie  sur  la  surface  terrestre.  (296- 

298). 

Recherche  de  la  trajectoire  d'un  point  mobile  à  la  surface  de  la  Terre  sous 
rinfluence  de  la  rotation  et  du  frottement.  L'auteur  monlre  que  le  déplacement 
azimutal  causé  par  la  rotation  de  la  Terre  est  entièrement  indépendant  du 
frottement. 

Stéphanos  (C).  —  Mémoire  sur  la  représentation  des  homogra- 
phies binaires  par  des  points  de  l'espace  avec  application  à 
l'étude  des  rotations  sphériques.  (299-367). 

De  même  que  la  représentation  des  formes  quadratiques  binaires  par  des 
points  d'un  plan  se  réduit  à  la  considération  d'une  conique  fondamentale  dont 
les  points  représentent  des  formes  quadratiques  à  discriminant  nul,  de  même 
on  peut  ramener  la  représentation  des  formes  binaires  bilinéaires  à  la  considé- 
ration d'une  surface  du  second  ordre  S'  et  d'un  plan  tc  coupant  cette  surface 
suivant  une  conique  C*.  La  surface  S*  est  le  lieu  des  points  qui  représentent 
des  homographies  singulières  correspondant  à  des  formes  bilinéaires  à  détermi- 
nant nul.  Le  plan  x  est  le  lieu  des  points  qui  représentent  des  homographies 
involutives  correspondant  à  des  formes  bilinéaires  symétriques. 

De  cette  manière,  la  partie  de  la  représentation  qui  est  relative  aux  formes 
symétriques  revient  à  la  représentation  des  formes  quadratiques  correspon- 
dantes par  des  points  du  plan  tc.  La  conique  de  ce  plan  qui  sert  ainsi  comme 
conique  fondamentale  coïncide  avec  C*.  Cela  fait  qu'aux  divers  points  de  cette 
conique  se  trouvent  attachées  les  diverses  valeurs  d'un  paramétre  x, 

La  représentation  des  homographies  binaires 

par  des  points  de  l'espace,  se  trouve  complètement  déterminée  aussitôt  que  l'on 
attache  à  chaque  point  de  la  conique  C'  considéré  comme  x  ou  comme  y  la 
génératrice  ou  la  directrice  de  S*  qui  y  passe. 

La  seconde  partie  de  ce  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  d'une  des  applications 
les  plus  importantes  de  celte  représentation,  celle  de  la  représentation  des  rota- 
tions sphériques  par  des  points  de  l'espace.  On  sait  que  les  diverses  rotations 
de  l'espace  autour  d'un  point  fixe  établissent  sur  le  cercle  à  l'infini  €«  des 
homographies,  dont  chacune  ne  correspond  à  son  tour  qu'à  une  seule  rotation. 
La  représentation,  par  des  points  de  l'espace,  des  homographies  binaires  éta- 
blies sur  le  cercle  Co,  peut  dès  lors  servir  aussi  à  l'étude  des  rotations  corres- 
pondantes. A  cette  fin,  il  est  fort  avantageux  d'admettre  pour  conique  C  le 
cercle  à  l'infini  €«  et  pour  surface  S'  une  sphère  de  rayon  i  ayant  son  centre 
au  point  qui  reste  fixe  dans  toutes  les  rotations  considérées.  La  représentation 
présente,  dans  ce  cas,  des  propriétés  métriques  fort  intéressantes  et  qui  sont 
d'autant  plus  remarquables  qu'elles  correspondent  aux  propriétés  des  rotations 
sphériques  qui  accouipagneut  ces  homographies. 
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Ma}-er  (A.).  —  Sur  lu  (tédiirrinn  tles  suluUoiia  singulières  d'tin 

systiïine  d'équations  (JifTi^rcnticllcs  linéaires  de  ces  équation^ 

(JifTércnticlles  cllea-ruêmes.  (SG^-Sga). 

Il  s'agil  (tuas  res  mclicrclica  nnu  ilr  ilftiluirr,  rnmmc  Lagrange  l'a  Taït,  In 
iotitgrilcs  singuJiérfs  des  inlégriles  eoniplâlcs,  mais  de  ilclinir  directenieat  les 
MiIuIiaDt  singalîArei.  On  arrire  ainsi  i  ce  criLéi-ïiim  nécessaire  :  éUot  donné 
un  sjutiiDe  d'ëquatiuns  riitTtirea  lie  Iles  linéaires  du  premier  urdr«,  les  d£rivfei 
MCoodcs,  déduiUs  de  ce  aysténie,  doivent,  pour  lea  saliiLiona  nioguliéres,  im 
indéterminées,  an  moins  en  pariie.  Ce  critérium  dcmudde  luuierois  A  être  déie- 
Joppé,  «iniii  que  le  montre  l'auteur.  Parmi  l?s  ri.^uttnts  aux(|ucl9  conduitent 
lea  rcchcrrhus.  nous  détachons  le»  suivants,  rclalifs  à  une  équaUon  dilTérenlielle 

Si  t'équation  différentielle 

''"(«.j'iy.  ...,r"*)  =  o. 

III  rdk  rfiiVIk  ii'aduifllte  point  de  racine  multiple  en  y('',  telle  aus^i  que,  pour 
une  vHlcur  itidétrrruiniïc  de  x.  lus  premières  dérivées  partielles  de  la  functiae  F 

restent  finies  et  dclermioées  pour  les  valeurs   finies  de  j",  _}■', i  ^'"'i  ^  '" 

peut  admettre  nnc  solution  singulière  qui  ne  soit  pas  en  même  temps  une  suIb- 
lion  commune  nui  deux  équations 


s'il  ]  a  une  solution  singulière  avec  n  —  i  conslanti;s  arbilrairf 
Ions  doivent  déterminer  les  valeurs  de  y'-'^  et  de  ^'*~"  cl  I 
:s  doivent  vérilicr  identiquement  la  condition 


<t>.(-'> 


couple  de  valeurs, 


qui  vérifient  identiquement   tes   trois   équations   précédentes,  t—,—,-  n'est  pas 
identiquement  nul,  l'intégration  de  l'équation  différentielle  du  n  — 1'*~  ordre 

fournit  en  général  une  solution  singulière  de  l'équation  proposée,  avecR  — ■ 


Stroh  (£■)■  —  Sur  la  théorie  des  combinants.  (393-4o5). 

Outre  celle  forme  d'oi'i  l'on  peut  déduire,  ainsi  que  H,  Gordan  l'a  montré, 
tous  les  combinants  d'un  système,  il  en  existe  une  autre,  jouissant  de  la  mène 
propriété,  qui  contient  les  séries  contragréd lentes  de«  variables,  et  qui  condait 
ainsi  au  théorème  duatistiquenient  opposé  A  relui  de  M.  Gordan. 
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Neumann  (C).  —  Sur  une  certaine  extension  du  théorème  de 
Canlor.  (4o6-4i5). 

Soit/(a7)  une  fonction  arbitrairement  donnée,  continue  et  périodique,  soient 
^,.  ?j»  "-y  Pm»  •••  clés  constantes  arbitrairement  données,  telles  que  l'on  ait 

lim  p„/(n,:r)  =  o, 
/i  =  « 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  condition 

J7,  <  a:  <  x,. 
On  a  nécessairement 

lim  p^  =  o. 

Krazer  (A,).  —  Sur  les  fonctions  H  dont  les  caractéristiques  se 
forment  au  moven  d'un  système  de  trois  nombres  entiers.  (4ï6- 

449)- 

Tichomandritzky  {A.),  —  Sur  le  problème  de  Tinversion  des 
intégrales  elliptiques.  (4^)0-454)' 

Pringsheim  {A,),  —  Sur  les  changements  de  valeur  des  séries  et 
des  produits  infinis  conditionnellement  convergents.  (455-5o3). 

I.  Historique.  Fixation  du  problème  à  résoudre  :  ce  Etablir  un  lien  analytique 
entre  la  loi  de  formation  des  termes  d'une  série  et  Tordre  qu'il  faut  leur  attri- 
buer pour  obtenir  un  changement  déterminé  dans  la  valeur  de  la  série.  » 

II.  Réduction  du  problème  à  Tétude  des  restes  singuliers.  Principe  de  l'équi- 
valence. 

III.  Digression  sur  les  produits  conditionnellement  convergents. 

IV.  Représentation   des   restes   singuliers   par   une   intégrale   défînie.   Etude 

complète  du  cas  où  les  termes  infiniment  éloignés  ue  convergent  pas  vers  zéro 

c 
plus  rapidement  que  lim  -  • 

c 

V.  Cas  où  les  termes  convergent  vers  zéro  plus  rapidement  que  lim     • 

Stolz  (O.).  —  Sur  la  Géométrie  des  anciens,  en  particulier  sur 
un  axiome  d'Archimède.  (5o4-5i9). 

Schlesinger  {0»),  —  Sur  les  formes  binaires  conjuguées  et  leur 
construction  géométrique.  (520-568). 

I.  Les  courbes  apolaires  d'une  conique  comme  courbes  subordonnées  aux 
formes  binaires  de  degré  pair  sur  celte  conique. 

II.  Propriété  des  courbes  conjuguées  (respectivement  apolaires)  subordonnées 
aux  formes  binaires  du  second  degré.  Construction  de  Scrret. 

III.  Extension  aux  formes  de  degré  impair. 

IV.  Géncralion  projcctivc  des  courbes  subordonnée*. 
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V.  Solution  d'uD  problème  auxiliaire. 

VI.  Constructions  sur  une  conique. 

VII.  Théorèmes  généraux  sur  la  génération  projective  de  courbes  conjuguées 
et  apolaires. 

VIII.  Les  surfaces  apolaires  d'une  courbe  cubique  gauche  comme  surfaces 
subordonnées  aux  formes  binaires  sur  cette  surface.  Propriétés  des  surfaces 
subordonnées  à  des  formes  conjuguées. 

IX.  Génération  projective  des  surfaces  subordonnées. 

X.  Problème  auxiliaire. 

XI.  Constructions  sur  les  cubiques  gauches. 

Sturm  {It.).  —  Sur  la  coUinéalion  et  la  corrélation.  (SGg-SSS). 

Stéphanos  (C).  —  Sur  la  ihéorie  des  quaternions.  (589-692). 

Ax.  H.^ 


Casopis  pro  pestovani  MATiiEMATiK'Y  A  FYSiKv;  rodigujo  D*^  F.-J.  Studnicka. 

T.  IX,  Prague,  1880  (»). 

Rehorovsky  {V,),  —  Sur  les  surfaces  développables.  (3 1-42,  60- 

•JI,    161-I73,   223-9.43). 

En  partant  des  équations  des  génératrices,  l'auteur  détermine  le  plan  tangent, 
l'arèlc  de  rcbrousscmcnl  et  ses  plans  oscuiatcurs,  la  droite  et  la  surface  polaire 
et  Tan^lc  de  rchrousscnieiit  de  celle-ci.  L'arélo  de  rebroussement  est  une  ligne 
asymptoliquo  de  la  surface  formée  par  les  normales  principales,  en  même  temps 
qu'une  ligne  géodési(|uc  et  la  ligne  de  slriclion  de  la  surface  des  binorniaies. 
Courbures  de  l'arilc  d»^  rrbrousscmcnt;  sa  surface  rortifiante.  Trajectoires  ortho- 
gonales des  généralrices,  lignes  doubles,  lignes  géodcsi(iues.  Sections  planes  cl 
leurs  asymptotes,  cdwc:,  directeur.  Quelques  exemples  sinïplcs. 

Plinck  (A.).  —  Reiiiarque  sur  le  (|uadrilalcrc.  (43-44)- 
Mayer  (/.  ).  —  Remarque  sur  la  Iriscclion  d'un   angle.  (44"4^)- 

Deux  solutions  approclicos  de  ce  pr<>l)lème. 

StudnLcka{Y)^  F.-J.).  —  Sur  le  théorème  du  polynôme.  (49-54)- 

L'auteur  donne  les  coeflicients  du  développement  d'une  puissance  entière 
d'un  polynôme  sous  forme  de  déterminant. 


(')   Voir  Bulletin,  Vll^.  p.  Ko. 
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Strnad  {A,),  —  Note  sur  le  cône  du  second  degré.  (55-6o). 

Détermination  des  groupes  de  trois  arêtes  perpendiculaires  deux  à  deux. 
lung  (V.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  coniques.  (71-76). 


Studnicka  (D'  F,-J,),  —  Sur  un  théorème  nouveau  sur  les  déter- 
minants. (97-103). 

Cet  article  a  paru  dans  les  Siizungsberichie  der  KgL  bohm.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  pour  1879. 

lung  (F.).  —  Remarque  sur  les  nombres  de  Bernoulli.  (io3-io8). 
lelrabek  (f^.).  —  Note  sur  les  coniques  confocales.  (109-!  12). 
Weyr  {Em.),  —  Involutions  sur  les  lignes  du  troisième  degré. 

(i45-i52). 

Il  s'agit  des  involutions  de  points  quadratiques  situées  sur  une  cubique  à 
point  double. 

Panck  (^.)*  —  L'aire  d'un  triangle  exprimée  par  ses  côtés.  (i52- 
i56). 

lung  (^.)«  —  ^"^  fraction  continue  nouvelle  pour  le  nombre  r. 
(137-159). 

L'auteur  déduit  d'une  fraction  continue  donnant  arctang^  une  autre  expri- 
mant arccos^  à  l'aide  de  la  relation 

2  arc  tang^  =  arccos • 

Varikcek  (J.-S.).  —  Déplacement  d'un  angle  dans  son  plan.  (160- 
161). 

Weyr  {Ed.),  —  Sur  les  transformations  des  figures  planes  qui 
conservent  les  aires.  (201-216). 

La  détermination  d'une  telle  correspondance  qui  transforme  un  système  de 
lignes  donné  en  un  autre  système  donné  n'exige  que  deux  quadratures; 
exemples.  La  transformation  collinéaire  rentrant  dans  cette  classe  est  la  sui- 
vante 

\  =  ^(a,ar-Hft,y-+-c,),        7^  =  l(a,a7 -t-6,^ -f-c,), 

étant  drc*  =  a,6,  —  a,6,,  et  jc,  y,  Ç,  i\  désignant  des   coordonnées   rectangu- 
laires. 


î 


SECONDE  l'Aimi;. 
tng  (  V.).  —  Note  sur  les  âurfauna  de  révolution.  (3i6-33a). 
Simonides  (J-)-  —  Sur  la  courbure  des  surface*.  {•i6-^~7-;i)- 

fVe}'r{à'm,).  —  Forninlr  lOuirr renie  donnanl  des  équations  d'în- 
volutiou.  (ajy-aSi). 

Kn  dciignsDt  pur  /(^)  ri  =(■£)  ili'iit  |icil;n6Dic9  île  ilcEn^  n  H  poHat 
/(,X)?i3!')—/{x')'f[i:>  =  lx~x')^lx.  x'),  l'auteur  dtduti  un«  ftirtuul» 
qui  donne  ^l*  pour  la  vilpur  a  i  l'nidc:  dp  '^  ea\ea\i  pont  n  ~~>. 


ippc  (CU-)-  —  WnionslralioDs  t^implcs  ik  quelques  tlitorSmcs 
sur  les  oombrcs  premiers.  (io-.;o). 


,\^=I'     (iiiudD). 


t.'aulviir  purl  (II' 

■irr»  lionne 

"'-^iP 

^/Â^l 

i;l        A 

Il   la  r<iduil  i   a 

,c  ..irc   in 

slianodle 

ne   IruiskWiiF  di' 

]iVnie  tj-pc, 

Cl  Bin.i   <i 

de   aitmi:    lype;   fclt«-(i  * 
indéfiniment.   CrpcndiDt.  f> 
l'on  déaifuc  para  le  plm  grand   entier  contenu  daaa  i/ï,   aucun   des  nom- 
bre»  D   ne   peut  surpasser  7a,  Do  li,  ou  eunclut  ï   la  périodicité  des  couplet 

D,  I,  et  l'étude  de  PCtle  piiriodicil6  dans  le  cas  de  l'irrationnel  le  îr--- — p  donne 
le  caracIéK  de  la  fraction  continue  périodique  résultant  du  développement  de 
\/\.  De  li,  l'auteur  tire  quelques  théorèmes,  nomme  ceui-ci  :  .  Si  A  e>i 
un  nombre  premier  ^i  +  Sjle  dénominateur,  qui  occupe  le  rang  du  milit" 
dans  la  fraction  continue,  est  égal  à  i;  A  étant  premier,  s'il  y  a  uo  dénomïai- 
teur  de  milieu,  celui-ci  est  nécessairement  i;  ce  cas  étant  exclu  pour  les  nom- 
bres premiers  A.=:  4"  +  ■•  l'auteur  en  conclut  qu'un  tel  nombre  est  la  somme 
de  deux  carrés;  le  nombre  i  e^t  résidu  quadratique  de  tout  nombre  premier 
8n  -h  7  et  non  résidu  des  nombres  premiers  »it  +  3. 

Dans  [a  seconde  Partie  de  l'arlictc,  l'auteur  démontre  ce  thcoréme  que  •  (oui 
nombre  premier  p  qui  divise  m'  -+■  kn',  m  et  n  désignant  deux  nombres  pre- 
miers entre  cui  et  i  un  nombre  qui  ne  surpasse  pas  3,  peut  être  mis  sous  la 
m£me  forme.  Voici  cette  démonstration  traduite  textuellement  ■  : 


«  Soit  m'  +  kn' 

=  \p.  On   peut  supposer  m 

et  n  plus  petits  que  ">  donc 

»  Si  rona).>., 
eux,  Iclï  que 

on  peut  déterminer   deux 

X'  -t-  ky  =  "k'p,      1 

nombres  jr,  y,  premiers  entre 
<1. 

<j  Pour  cela,  développons  —  en   fraction  ronti 

ue  et  désignons  par  -  l'aïanl- 
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dernière  rcduile  de  celte  fraction  ;  on  a 

m  3  —  /i  a  =  ±  I . 
u  Posons  maintenant 

x—poL  —  mty       y  =  p'j^  —  ntj 

t  désignant  un  entier  quelconque.  Donc 

nx  —  my  =  ip/?. 

»  De  là  on  conclut  que  x  cly  sont  ou  premiers  entre  eux,  ou  qu'ils  sont  divi- 
sibles par  p.  Si  donc,  pour  un  certain  t  =  t%  on  a  a?  =  x\  y  =  y'  et  de  plus 
x'*  H-  ky'*  <  XjD,  il  faut  que  x'  tl  y'  soient  premiers  entre  eux.  Mais 

x*-\-ky*  =  p'(a.'  -{-  k1^')-h  t^  {1»}-^  kn*)—  2pt{am  -^  k^n)  =  f{t)y 
ou,  après  une  transformation  facile, 

•^  W  -1-  kn^       \  m*  -h  kn*  ^ ] 

»  La  valeur  de/(0  ne  cesse  point  d'être  divisible  par  p  pour 

_  «^  -^  k^n 
°  ~    m}  -¥  kn^  ^^ 

et  elle  atteint  alors  sa  valeur  minima;  car 

/(/.  di  5)  =/(fJ -I- S>(m>  4- Avi»), 

donc  /(O  croit  avec  5. 

»  Si  donc  on  désigne  par  /'  l'entier  qui  approche  le  plus  de  t^^  on  voit  que 
/(*')  ne  peut  surpasser /(/^  —  j)»  Donc 


x""  ^  ky'* <  y^P -^  iP' 


4 

Mais,  dans  le  cas  de  A'  =  i  ou  A:  =  q,  on  a,  en  supposant  X  >  i, 

4A:h-X» 


4X 


<  X,        donc        x'*  '\-  ky'*  <  \p. 


12  -+-  X* 
>»  Dans  le  cas  de  A:  =  3,  on  a  — j^ —  <  X,  dès  qu'on  a  X  >  a.  Il  ne  reste  à 

4â 

considérer  que  le  cas  X  =  2.  Mais  ce  cas  ne  peut  se  présenter,  car  alors  m'  +  3  /i' 

serait  un  nombre  pair,  donc  m  et  n  seraient  impairs,  donc  m*  +  3n*  serait  au 

moins  égal  à  l\p.  » 

A  ces  considérations  de  l'auteur,  on  peut  ajouter  que  la  démonstration  tient 

encore  bon  pour  A'  =  4  si  /?  >  2.  En  effet,  *    .> —  est  <  X  dès  que  X  >  2  ;  reste 

donc  à  considérer  X  =  2.  Ce  cas  ne  peut  se  présenter,  car  on  aurait  alors 

m}  -^\n}  —  2/?, 

et,  m  étant  évidemment  pair,  ip  serait  divisible  par  4« 


SECONDE  l'AUTiE. 
fVeyr  (Sd.).  —  Sur  lu  déti^riiiinatioii  des  trajccLoires  orthogo- 
nales d'un  syslèrac  de  cercles  dtitis  le  plan.  (au-?^). 

L'RUIcur  monirp  qac,  une  seulr  des  cnurli»  clicrclifc»  étant  connue,  un  \ti  I 

toutes  pur  dr.  simples  ijuadrituri'a. 

ng  (V.)-  —  Note  sur  les  surfaces  du  second  dcgri^.  (-14-35). 

/r  (Ed.).  —  Forinalion  de  cerlain.-s  (-(lualions  résoliiblm 
Jilgébriquciuenl.  {10--1.16). 

L'iiuteur  forme  mie  IpUp  ûqiialion  en  x  ilo  ili-gri.'  m  par  l'diminiiliou  rir  JJ|« 
lie  %,  des  équations 

On  rorme  de  mime  les  Aquatiuni  ilont  les  l'ncincj  sont  :e  —  va,  +  />,  t  V'i. 
Ici  H  étint  les  nicinei  d'une  #i|Uution  cubique  donnée,  pour  m  =  >.  3,  iJ( 
premier  et  le  dernier  cas  conduisent  &  la  résolution  det  équations  biqufdni- 
tiques.  Au  même  résultat  mène  ta  T'irmation  de  réquuliun  dm  r-icines 

qui  termine  l'article. 

Rehorovsky  (  ^',).  —  Nolt'  sur  lu  ppli  cation  des  intégrales  délinies 
à  la  sommation  des  suites  infinies.  (i34-i43)> 

Quelques  formules  sommaloires  diiduites  par  des  dérivations  elTcclaécs  lou) 
le  signe  /. 

Vahaus  (I)'  J.).  —  Sur  les  trisectoires.  (rSS-iSg). 

Soit  O  un  point  situé  sur  la  circonfûreuce  d'un  cercle  et  S  une  sécante  de  ce 
cercle.  Qu'une  droite  menée  arbitrairement  par  O  rencontre  le  cercle  en  B  <l 
la  sécante  S  en  U.  Le  lieu  du  point  M  tellement  choisi  que  D  soit  le  poini 
milieu  de  BM  est  une  trisectoirc.  L'auteur  l'applique  à  la  trisection  d'un  angle 

Lerch  {^f.)-  —  Note  sur  les  coniques.  {160-1^7). 

Studnicka  (D'  F.-J.).  —  Détermination  directe  des  variants  et 
des  rétrovariants  des  équations.  (aoS-aia). 

Ce  sont  les  coerilcieats  d'une  équation  débarrassée  par  une  transfomiitios 
X  ^  j'  -m  de  son  second  terme,  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équaiion  aui  ra- 
cines réciproques  débarrassée  du  même  terme.  L'auteur  les  donne  sous  fnniit 
dcdélerminanls. 

Paige  {Vy  Ck.  le).  —  Note  sur  la  théorie  des  polaires  dans  les 
courbes  géométriques.  ('iia-:ii6.  en  français). 
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0>mme  le  dit  l'auteur,  «  cette  courte  Note  donne  les  démonstrations  de 
quelques  propriétés  des  groupes  polaires,  d'un  groupe  de  points  par  rapport  à 
un  point  donné,  propriétés  qui  permettent  de  ramener  aisément  la  détermina- 
tion des  courbes  polaires  d'un  point  relativement  à  une  courbe  C„  indécompo- 
sable à  celle  des  mêmes  polaires  pour  des  courbes  décomposables.  Ces  propriétés 
permettent  aussi  de  trouver  les  éléments  nécessaires  à  leur  construction  et  à  la 
détermination  de  leur  ordre  ». 

Zahradnik  {D^  K.).  —  Propriétés  des  groupes  osculatoires  sur  la 
strophoïde.  (261-271). 

Par  un  point  arbitraire  de  cette  courbe  passent  trois  cercles  qui  l'osculent 
ailleurs;  les  points  de  contact  de  ces  cercles  forment  un  groupe  d'une  involu- 
tion  cubique  située  sur  la  strophoïde.  L'auteur  résout  diverses  questions  rela- 
tives à  ces  groupes  de  points. 

Pànck  {A,).  —  Détermination  expérimentale  du  nombre  ir.  (272- 
275). 

Exposé  du  problème  connu  de  la  théorie  des  probabilités. 

Vanecek  {J,-S.).  —  Description  organique  des  lignes  et  des  sur- 
faces du  second  degré.  (275-278). 

L'auteur  rappelle  les  théorèmes  connus  de  Newton  et  de  Chasles  sur  les 
lignes  du  second  degré  et  en  donne  une  généralisation  relative  aux  surfaces 
quadriques. 

Les  deux  sources  contiennent,  outre  de  nombreuses  questions  proposées  aux 
élèves  et  les  solutions  données  par  ceux-ci,  des  revues  littéraires  et  des  annonces 
critiques  de  nouvelles  publications. 

Ed.  W. 


MONATSBERICHTE   der  Akademie  der  Wissensciiaften  zu  Berlin. 

Année  1881  (»). 

i3  janvier. 

//.   Bruns.  —  Remarques  sur  les  variations  de  l'intensité  de  la 
lumière  des  étoiles  du  type  d'Algol. 

M.  Pickering  a  essayé  d'expliquer  ces  variations,  en  supposant  qu'un  corps 
sphérique  obscur  décrive  un  cercle  autour  de  l'étoile  considérée,  la  forme  de 
cette  étoile  étant  également  sphérique.  Il  a  ainsi  obtenu  une  représentation  nu- 


(')  Voir  Bulletin,  IX,. 
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mérique  du  phénomène-  qui  concorde  avec  les  observations.  Il  avait  esda  cette 
autre  hypothèse,  qui  vient  im média tement  A  l'esprit,  celle  de  la  rotmikm  de 
l'étoile,  parce  qu'elle  ne  lui  semblait  pas  permettre  d'eipliqner  la  coutaaoede 
Tintensité  de  la  lumière  pendant  la  plus  grande  partie  de  la  période. 

M.  Bruns  fait  remarquer  que,  dans  l'hypothèse  de  M.  Pickering,  le  rapport  de 
la  dimension  de  chacun  des  deux  corps  A  leur  distance  doit  être  néoeasairement 
beaucoup  plus  grand  que  nous  ne  sommes  habitués  A  le  constater  dans  les  obièr> 
valions  actuellement  possibles  ;  d'où  résulterait,  tout  au  moins,  que  nous  ne  poa- 
vonsnous  contenter  de  supposer  les  deux  corps  simplement  sphériqaes.  Et  si  l'on 
remplace  le  corps  obscur  par  une  traînée  de  météores,  il  faudrait  que  son  épais- 
seur dans  la  direction  du  rayon  fût  bien  petite  en  comparaison  de  toutes  ses 
autres  dimensions. 

Sans  renverser  l'hypothèse  de  M.  Pickering,  ces  remarques  montrent  cepeadaat 
qu'elle  offre  bien  quelques  difficultés.  Mais,  si  toute  autre  hypotlièse  se  présentaat 
A  l'esprit  d'une  manière  simple  devait  être  exclue,  il  conviendrait  de  se  rattacher 
quand  même  au  système  de  M.  Pickering.  Or  voici  que  M.  Bruns  se  propose  de 
démontrer  que  l'hypothèse  si  simple,  rejetée  par  M.  Pickering,  de  la  rotation  de 
l'étoile  variable  autour  d'un  de  ses  axes,  offre  au  moins  le  même  degré  de  proba- 
bilité que  celle  du  compagnon  obscur  et  que  les  résultats  déduits  de  cette  hypo- 
thèse concordent  également  avec  Texpériènce.  Il  en  résulte  que  l'on  ne  doit  re- 
tenir, dans  l'hypothèse  de  M.  Pickering,  que  la  formule  d'interpolation  permetUat 
de  remplacer  par  des  calculs  les  constructions  graphiques  généralement  adoptées. 
M.  Bruns  arrive  A  ce  résultat  en  démontrant  que  l'on  peut  toujours,  dans  l'hy- 
pothèse de  la  rotation  de  l'étoile  variable,  choisir,  et  cela  d'une  infinité  de  na- 
nières,  les  éléments  de  rotation  de  manière  que  la  courbe  représentant  l'intensité 
de  la  lumière,  déduite  de  ce  choix,  diffère  partout,  d'aussi  peu  que  l'on  vesi, 
d'une  courbe  continue,  régulièrement  périodique,  représentant  l'intensité  de  la 
lumière  observée. 

L'importance  de  la  Note  de  M.  Bruns  est  bien  plus  dans  la  démonstratioo  6e 
ce  théorème  de  Mécanique  que  dans  la  critique  de  rhypothcse  de  M.  Pir- 
kering. 

•j>i  février. 

Note  (le  M.  We  ter  strass. 

Celte  Note  a  clé  traduite  dans  le  Hulietin. 


3i  mars. 

M.    Tf^eiersirass  présente   à  T Académie  le  premier  volume  des 
C)Euvres  complètes  de  Jacobi. 

O  premier  volume  a  encore  éié  publié  par  Borchardt. 


(')  Proccedings  of  the  American  Académie  of  Arts  and  Sciences,  t.  \VI. 
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16  juillet. 

Kronecker.  —   Sur  la   théorie    de   l'éHmination   d'une  variable 
entre  deux  équations. 

I.  Les  développements  de  Jacobi  (*)  touchant  rélimination  d'une  variable 
outre  deux  équations  et  les  recherches  faites  par  M.  Kronecker  sur  les  séries  de 
Sturm  (')  ont  comme  point  de  départ  commun  le  problème  suivant: 

Soient /(j7)  et/',  (a;)  deux  fonctions  entières  de  la  variable  x,  de  degrés  n  et 
n  —  /i,  ;  trouver  deux  multiplicateurs  <fr  {x)  et  W{x)  tels  que  le  degré  du  pro- 
duit ¥{x)W{x)y  où 

F(^)  =/,(^)4'(ar)-/(a7)9(jr), 

soit  plus  petit  que  n. 

C'est  à  la  solution  de  ce  problème  qu'est  consacré  le  Mémoire  de  M.  Kronecker. 
Ce  Mémoire  est  beaucoup  plus  long  que  la  plupart  des  Communications  mathé- 
matiques faites  à  rAcadémie  de  Berlin;  il  a  soixante-six  pages,  et,  comme  il  est 
écrit  sous  une  forme  concise,  il  nous  faudra  entrer  dans  quelques  détails  et  être 
long  à  notre  tour  pour  donner  une  idée  de  la  voie  suivie  et  des  résultats  obtenus. 

Et  d'abord,  quelque  particulières  que  soient  les  fonctions /(x)  et/,  (:r),  on 

peut  toujours  traiter  directement  le  problème  proposé,  en  déterminant  par  un 

système  d'équations  linéaires  les  coefficients  des   fonctions  9(:r),  '^{x)^  E(^), 

de  manière   que   la   condition    imposée  soit  vérifiée.  Seulement  on  caractérise 

ainsi  les  cias  particuliers  bien  moins  simplement  qu'en  suivant  une  autre  méthode, 

f  (x) 
qui  consiste  à  se  servir  du  développement  de  "^ — r^  en  fraction  continue. 

M.  Kronecker  commence  par  exposer  cette  dernière  méthode.  Il  développe  la 

fonction  rationnelle  "^7-; — r-  en  fraction  continue,  ce  qui  lui  donne   l'algorithme 

/(J7) 


l>in« 


fr-x—         grfr        =0» 

qui  définit  les  fonctions /,(j7), /, (a: ),  ..  .,/^( a:).  Il  désigne  par  ■^— — -  la  A' 

/  {x) 
réduite  de— — ^  et  par  n^  le  degré  de  la  fonction  ^/^(x).    Et,  sans  diffîculté, 

il  montre  que  les  fonctions  <i>(:r),  W{x),  F(x),  répondant  à  la  question,  sont 
toutes  de  la  forme 

M'{x)--^{x)^^{x), 

F{x)r~k{x)/,^,{X). 

0  étant  une  fonction  entière. 


(  •  )  Crelle,  t.  30. 

(*)  Monatsberichte  der  ffertiner  Akademie,  février  1873  et  février  1878. 
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Ceci  posé,  prenons  pour  A:  un  des  nombres  i,  3,  ...,  r  et,  mous  alUduat 
plus  particulièrement  à  ^'{x)  par  exemple,  proposonsHions  de  détermiBcr  «ae 
fonction  ^{x)  de  degré  donne'  v,  répondant  k  la  question. 

M.  Kronecker  montre,  tout  d*abord,  qu'il  faut,  pour  la   ralenr  détemiaée 

attribuée  à  kf  que  le  nombre  v  soit  compris  entre  les  dtnx  limites  n^ — i  et 

/ii^j.  Considérons  les  intervalles  compris  entre  ces  limites  et  v;  désigBoas  par 

pi  le  plus  petit  des  deux  intervalles.  On  obtient  alors  pour  V(jp)  une  fonctimi 

entière  dont  Tun  des  facteurs  est  évidemment,  comme  plus  baot,  le  dësoaiM- 

/  (x) 
teur  ^u(x)  d'une  des  k  réduites  de  "^ .    / »  et  dont  le  second  faclear  est  mm 

fonction  entière  dont  te  degré  est  nécessairement  plus  petit  que  |i. 

Le  nombre  k  restant  toujours  fixe,  on  peut  examiner  les  différents  cas  qni  se 
présentent  suivant  que  v  prend  l'une  ou  l'autre  des  valears  comprises  cacie 
iii^— I  etii|^.  On  voit  ainsi  le  rôle  important  que  joue  le  dénominalenr  ^(') 
de  chaque  réduite  ;  ce  dénominateur  est  un  invariant  de  rinterralle,  corres- 
pondant i  kt  dans  lequel  on  peut  choisir  le  degré  v  de  la  fonction  cherchée; 
il  est,  en  effet,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  toutes  les  fonctions  T(x) 
correspondant  au  nombre  k  choisi. 

II.  Au  lieu  de  chercher  k  déterminer  directement  les  coefficients  de  ^(x)  et 
de  ^{x)  pour  en  déduire  ensuite  ceux  de  F(â7),  on  peut  considérer  ceux  de 
^{x)  et  F(a;),  ou  encore  ceux  de  V(â7)  et  F(â?)  comme  les  inconnnes  à  dé- 
terminer. Dans  le  dernier  cas,  la  méthode  à  suivre  revient  an  fond  à  celle  qae 

Cauchy  a  donnée  pour  déterminer  une  fonction  rationnelle  ==^ — :  à  Taide  des 

n  valeurs  que  prend  cette  fonction  pour  les  n  racines  de  Téquation  /(jr)  =0. 
la  somme  des  degrés  du  numérateur  et  du  dénominateur  devant  être  plus  p^ 

tite  que  /i. 

M.  Kronecker  aborde  ce  problème  à  son  tour  et  nous  allons  voir  qu'il  ajoate 
une  remarque  bien  importante  aux  résultats  obtenus  avant  lui. 

Soient  ^,,  Ç,,  ...,  \^  les  n  racines  de  Téquation  /(x)  =  o,  et  soit,  pour 
/i  =  I,  a,  ...,  /t. 


^  "a 


les  n  valeurs  connues  à  l'aido  desquelles  on  veut  déterminer  les  coefficients  àf 

la  fonction  -~, —  • 

Supposons  que  nous  ayons  d'abord  déterminé  à  Taide  de  la  formule  d'ioter- 

polation  de  Lagrangc,  au   lieu   de   la   fonction  rationnelle  r— ^ — -y  une  foortion 

entière  de  degré  (w —  !),/,( x),  en  posant/, (Ç^)  — //^^   (^=1,   2,    ...,ii):'l 

ne  nous  resterait  plus  alors  qu'à  déterminer  les  deux  fonctions  F(j:)  et  H'(x) 

telles  que 

F(5J  -  ^-(ÇJ/.CÇJ,     (A  =  1,  a,  ...,  /i). 

Nous  voici  donc  ramenés  à  un  problème  identique  au  suivant  : 

Déterminer  trois  fonctions 4» (x),  ^'(x)  et  F(j:)de  manière  à  vérifier  l'éfa- 

lité 

V(,x)  -  ^•(x)/.(x)  -  *(jr)/(j:), 

la  somme  des  degrés  de  V{x)  et  «le  M'(J")  étant  plus  petite  que  n. 
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Nous  avons  vu,  dans  le  paragraphe  précédent,  que  toutes  les  solutions  de  ce 
problème  étaient  données  par  les  égalités 

F(x)  =  e(a:)./,^,(x), 
La  fraction  cherchée  est  donc  nécessairement  de  la  forme 

/l-4-.(^) 

Ainsi  nous  sommes  arrivés  au  résullat  intéressant  :  les  seules  fonctions  ra- 
tionnelles  répondant  au  problème  de  Cauchy  sont  "^i^y  >  ^^  ^^"^  '^^  seules 

fonctions  rationnelles  ayant  mêmes  valeurs  que  la  fonction  entière /,(jr)  pour 
les  n  racines  de  Téquation  /{x)y  la  somme  des  degrés  du  numérateur  et  du  dé- 
nominateur devant  rester  plus  petite  que  n. 

C'est  ici  que  se  place  la  remarque  importante  faite  par  M.  Kronecker.  Dans 
le  problème  de  Cauchy  on  donne  le  degré,  soit  du  numérateur,  soit  du  déno- 
minateur de  la  fonction  rationnelle,  et  Ton  impose  à  la  somme  des  deux  degrés 
d'être  plus  petite  que  /t;   les  nombres  ^,,  ^,,  ...,^„  sont,  de  plus,  supposés  in- 

/     {x) 
égaux.  Et  Ton  obtient  pour  tout  résultat  les  fractions  -,-\- — -  :  mais  cette  der- 

nière  fraction  remplit-elle  toujours  les  conditions  imposées?  On  voit  facilement 
qu'il  n'en  est  rien.  Sans  doute,  on  a  toujours  la  relation 

mais  supposons   un  instant,  ce  qui  est  bien  permis,  que  le  numérateur  et   le 

dénominateur, /i^^,  et  4^1^,  aient  un  diviseur  commun;  on  démontre  alors  que  le 

/     { x) 
quotient     /"'        n'est  pas  égal  à  i/^  pour  cha(tine  des  n  valeurs  \^. 

La  relation  bien  connue 

montre,  en  effet,  que  tout  diviseur  x{x)  commun  à  /fc+, (^)  et  4'i(ar)  est  né- 
cessairement diviseur  de/(j:7),  puisque,  étant  diviseur  de  ^|^  {x)^  il  ne  peut  diviser 
cpj(x).  Donc,  si  \  est  une  des  racines  de  y{x)=  o,  la    valeur   de   la   fraction 

/     {x)  f(x)o  ( x) 

~~^-T-  pour  a?  =  Ç  ne  peut  être  égale  à/.  (Ç),  car  sans  cela  ^ — 7—- — -    se- 

rait  nul  pour  x  =  ^;  or  ce   quotient  est  différent   de   zéro,  car,  comme  les  Çj^ 

donnés  sont  inégaux  par  hypothèse,  "^ — ■■  n'a   aucun   diviseur    commun  avec 

X  —  ^,  et  puisque  ^^{x)  et  "/^{x)  n'ont  pas  de  diviseur  commun,  ?^(x)  n'a 
aucun  facteur  x  —  Ç. 

En  résumé,  les  seules  solutions  du  problème  de  Cauchy  sont  les  fractions 

■  f"^*     ,     qui  se  présentent  sous  une  forme  réduite:  celles  dont  le  numérateur 

et  le  dénominateur  ont  un  diviseur  commun  ne  répondent  pas  au  problème. 

De  plus,  si  le  degré  v  du  dénominateur  de  la  fraction  cherchée  doit  être  compris 

entre  n^-^i  et  n^^^y  k  étant  déterminé,  il  n'y  a  qu'une  solution  du  problème 

/     (x) 
qui  soit  possible:  c'est     ."^^     .   *  Si  donc  /k^., (a?)   et  ^i^{x)   ont   un   diviseur 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Mars  1886.)  R.} 
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commun,  le  problème  de  Caochy  devient  impoêsible.  Il  n'esiste  pu  alon  de 
fonctions  rationnelles  dont  le  dénominateur  soit  d'un  degré  comprii  entre 
ii|— I  et  iii^  et  qui  prenne  des  valeurs  données  arbitrairement  pour  les  a 
racines  inégales  de  Féquation  de  degré  Ji,/(â?)  =  o. 

M.  Kronecker  donne  un  exemple  de  ce  cas  bien  intéressant.  Il  eboisity  pour 
n  =  4»  la  fonction 

/(ar)=(ar-i)(jr-2)(*-3)(^-Ç), 
E  étant  arbitraire,  et  propose  de  déterminer  une  fonction  rationnelle 

•yant  pour  les  racines  i?  =  i,  3,  3,  (  de  f{x)  les  valeurs  6,  3,  i,  (*— 6{-i-it. 
La  somme  des  degrés  du  numérateur  et  du  dénominateur  est  bien  alors  plas 
petite  que  ji  =  4»  comme  l'exige  le  problème  de  Cauchy. 

On  détermine  d*abord/,(x)  par  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange;  il 
vient  immédiatement 

/,(«)  =  J?» — 6a?  H- II. 

A  l'aide  des  trois  valeurs  x  =  6,  3,  3,  on  obtient  facilement  pour  la  fractioa 
cherchée  l'expression  - 1  et  l'on  voit  bien  que  cette  fraction  n'est  pas  égale  à 

Su 

^•— 6ï-»-ii  pour  â?  =  {. 

Le  problème  est  impossible. 

Il  est  bon  d'observer  qu'au  lieu  de  se  servir  des  résultats  du  paragraphe  pré- 
cédent sur  le  développement  en  fraction  continue,  on  peut  aussi  déterminer  di- 
rectement les  fonctions  F(â;)  et  M^(x)  par  les  n  équations  de  condition 

/.(^J^'CçJ^^'C^J       (^=1,2,  ...,it). 

A  ce  sujet,  il  faut  renvoyer  à  l'Analyse  algébrique  de  Caurhy  (p.  SaS). 

III.  Mais,  au  lieu  de  considérer  comme  inconnus  les  coefficieots  de  deoi 
des  fonclir)ns  <l>(a7),  M'(j:),  V{x)j  on  peut  ainsi  ne  considérer  comme  inconnu* 
que  les  cocfUricnts  «l'une  seule  de  ces  trois  fonctions;  M.  Kronecker  fait  re- 
marquer que  Ton  parvient  ainsi  à  la  solution  complète  la  plus  simple  que  com- 
porte le  problème,  abstraction  faite  de  la  solution  à  l'aide  du  développemeot 
rn  fraction  continue  dont  nous  avons  parlé  en  commençant. 

On  voit  facilement  qu'il  est  indifTérent  de  considérer  d'abord  comme  iocoDnofs 
les  coefficients  de  Tune  ou  do  l'autre  des  trois  fonctions.  Choisissons  T(x)et 
supposons  que  les  n  racines  ç,,  ç^,  ...,  \^  de  Téquation  f{x)  =o  soient  dis- 
tinctes. 

Comme  le  defçré  du  produit  F(x)M'(j:)  doit  être  plus  petit  que  n  et  que 

il  faut  qu'en  divisant/, (j:)U*(x),  dont  le  degré  est  {n —  n,)  -+-v,  par/(x), 
dont  le  de^ré  est  /i,  le  de^ré  p  du  reste  F(  Jr)  soit  plus  petit  que  n  —  v.  Cette 
condition  p</i~v  va  nous  permettre  de  déterminer  le  rapport  des  (v-t-i) 
coefficients  de  ^V  {x). 


i 
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En  posant 


(/) 


les  fonctions/(')(  jr)  sont  linéairement  indépendantes  et  le  degré  de/(')  (x)  est 
n  —  i  —  j.  La  fonction  F{x)  devient  alors 

(*■)   (A) 

Mais  F{x)  doit  être  au  plus  de  degré  {n  —  v  — i);  donc,  comme  les  fonc- 
tions/(')(j?)  sont  linéairement  indépendantes,  le  coefficient  de  f^'^^x)  qui  est 
de  degré  (/i  —  i),  celui  de/t»)(a?)  qui  est  de  degré  (/i  —  3)  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  coefficient  de/^*~')(ar)  qui  est  de  degré  n — v,  doivent  être  tous 
nuls. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  à  remplir  est  donnée  par  v  équa- 
tions linéaires  en  ^^"(5^  ),  V(ÇJ,  ...,  ^(Ç^).  Elles  sont  vérifiées  si  Ton  prend 
pour  W{x)  un  déterminant  facile  à  établir 

I   (X  )  =   |C  ,  C^i»    •  •  •!  Cp^^_^„  Xr  I 
OÙ 


c.=2^^' 


On  obtient  alors,  par  une  transformation  élémentaire,  pour  F{x)  un  déter- 
minant élégant,  et  la  condition  imposée  au  degré  du  produit  F{x)W{x)  est 
vérifiée. 

Comme  '^{x)/^{x)  — 'P(x)/{x)  =  F{x)^  on  en  déduit  un  déterminant 
pour  4*{x),  ou,  ce  qui  résume  mieux  le  résultat  obtenu,  un  déterminant  con- 
tenant une  indéterminée  U  pour  la  fonction  \JW{x)  —  *(j?).  Voici  ce  déter- 
minant : 

^»  ^0»  •  •  •  »  ^V— I 

^Of  ^^Q  ^1  »  •  •  •  »  *^  ^V— I  ^v 

••»  •••»         •••»  

Or  on  remarque  qu'en  développant  "y.  suivant    les    puissances   décrois- 

santes de  Xf  on  obtient  comme  coefficients  des  puissances  de  x  précisément  les 
éléments  c,,  à  l'aide  desquels  est  formé  ce  déterminant.  On  s'affranchit  enfin  de 
l'hypothèse  de  l'inégalité  des  racines  ^,,  ^,,  ...,  l^  de  l'équation /(^r)  =  o. 

Si  l'on  avait  pris  comme  point  de  départ  les  coefficients  donnés  par  ce  déve- 

loppement  de  ^ — ^  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  on  au- 
rait eu  l'avantage  d'éviter,  dés  le  début,  la  restriction  concernant  l'inégalité  des 
racines  de  l'équation /(a;)  =0. 

Voici  donc  une  partie  du  problème  résolu;  mais  une  partie  seulement.  Qu'a- 
t-on  obtenu  en  effet?  On  a  obtenu  pour  <fr(x),  '^(x),  F{x)  des  expressions  qui 
satisfont  aux  conditions  du  problème.  Mais  les  a-t-on  ainsi  toutes  trouvées;  n'y 
a-t-il  pas  encore  d'autres  fonctions  4»  (j?),U^(â;),  F  (x)  répondant  à  la  question? 
Cest  ici  la  partie  délicate  du  problème. 
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Pour  la  résoudre,  M.  Kronecker  tient  compte  du  résultat  obtenii  Juiqa'ici,  et 
comme  ce  sont  les  quantités  c^  qui  sont  les  éléments  A  Faide  desquels  sont 
formées  les  fonctions  trouvées  ^{x),  ^(a;),  F(a;),  ce  sont  ces  quantités  €^ 
qu'il  considère  comme  données.  Cela  ne  peut  offrir  aucune  difficulté,  car  on  les 

obtient  facilement,  soit  à  Taide  des  dérivées  de  ^9r— r*  soit  encore,  c.,  e«,  ..., 

/(a?)  I    êf   " 

c^^  comme  coefficients  de  la  fonction  /^{x)  considérée  comme  une  fonctioa 

homogène  et  linéaire  de  /f*>(jf),  /^*Hx),  ...,  /^•-••>(«),  et  les  suivants  Ci 

(k^n)f  par  les  relations  linéaires 


f  .-0 


^iC,+i^^  (P-  o»    •»   2,    ...)» 


nfi  h^,  A,,  •  •  •«  ^M  ^^^^  définis  par 

n 

/{x)=^b,x^. 

1  =  0 

M.  Kronecker  remarque  d'ailleurs  que,  dans  le  problème  proposé,  il  est  toat 
naturel  d'introduire  précisément  ces  éléments  c^  comme  quantités  données, 

puisque  les  a/t|  premiers  coefficients  du  développement  de  la  réduite  V^-rA 

f  (x) 
coïncident  avec  ceux  du  développement  de     *        » 

Pour  ne  pas  interrompre  inutilement  l'énoncé  du  théorème  suivant,  je  vais 
rappeler  immédiatement  la  définition  de  l'ordre  d'une  formule  récurrente,  c'est- 
à-dire  d'une  formule  de  récursion  linéaire,  pour  une  suite  de  (Quantités  données. 
Il  est  égal  à  \l  lorsque  chaque  élément  de  la  suite  donnée,  à  partir  du  (fi  -f-i)"*! 
est  exprimable  linéairement   par  les   {x  éléments  précédents,   à    Taide  de  U 

formule  récurrente. 

f(x) 
Nous  avons  besoin  des  a/i  premiers  coefficients  du  développement  de  ^t — T 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  x;  ce  sont  ces  coefficients  c,,  c,,  .... 
c,„_,  que  nous  runsidérerons  comme  connus.  Et  les  rapports  des  (v-4-i)  coeffi- 
cients de 


y 


1  =  0 

seront  nos  v  inconnues. 


Nous  Tavons  dit  au  début  lïc  ce  numéro,  ces  coefficients  ^  sont  assujettis  i 
une  seule  condition,  c'est  (|ue  le  reste  de  la  division  du  produit/, (^)V(jr) par 
f{x)  soit  au  plus  de  degré  n  —  v —  i.  Si  donc  nous  développons  le  quotient 

f  (x)^y (x) 

*^^  . — par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable,  les  coef- 
ficients de  x~',  x~'f  . . .,  x-^  sont  nuls.  Ceci  nous  donne  v  équations  de  condition, 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ^?jJ^*  représente  bien  une  fonction  T(x) 

répondant  au  problème. 

Voici  ces  v  équations  de  condition  : 


J 
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Mais  que  veulent  dire  ces  v  équations?  Que  les  coefficients  de  la  fonction 
cherchée  W{x)  sont  les  coefficients  de  la  formule  récurrente,  d'ordre  au  plus 
égal  à  V,  la  plus  générale  que  Ton  puisse  établir  pour  les  3v  quantités  c^j  c,, 

Le  problème  proposé  est  ainsi  ramené  à  un  autre  qui  lui  est  identique.  C'est 
cet  autre  problème  qui  est  traité  dans  les  paragraphes  suivants  du  Mémoire 
de  M.  Kronecker;  il  lui  permet  d'aboutir  directement  aux  mêmes  résultats  qu'à 
l'aide  de  la  méthode  du  développement  en  fraction  continue  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut. 

IV.  A  cet  effet,  il  faut  d'abord  démontrer  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux 
déterminants  et  aux  séries  récurrentes,  car  ce  sont  ces  théorèmes  qui  servent 
de  lemmes  à  M.  Kronecker.  Je  les  cite  seulement  dans  l'ordre  dans  lequel  ils 
sont  démontrés. 

1.  Si  le  déterminant 

est  une  fonction  linéaire  des  (m-f-i)  indéterminées  a^,  a,,,  ...,  a^„  seulement, 
et  que,  dans  cette  fonction  linéaire,  le  coefficient  de  a^^  soit  différent  de  zéro, 
tous  les  déterminants  d'ordre  (  m  + 1)  formés  à  l'aide  du  système 

^  /  i  =  I,  Q,   ...,  /i  \ 

'*       \/i  =  G,  I,  ...,  m/ 
sont  nuls. 

2.  Je  suppose  que  tous  les  mineurs  d'ordre  (m  -f-i)  du  déterminant 

soient  nuls,  que  le  mineur  d'ordre  m, 

|a,J        ({  =  •'" '"V 

'    »*  '        \^  =  i,  2,  ...,  m/ 

soit  différent  de  zéro,  et  que  l'on  demande  de  résoudre  le  système  d'équations 
linéaires 

n 


^«.k«*=o        ('  =  !»  2»  •••»  n). 


I 

On  voit  que  les  n  quantités  z^(k  =  i,  2,  ...,  n)  vérifient,  pour  des  a,,,  a,,, 
. . .,  a^^  indéterminées,  la  relation 

^ ^om       ^P,iii+i  ^m-ht  H-  .  •  .  -f-  flou  ^m 


=  (-i)-|a^J(a„z,-+-a„«,-f-...-f-a,.«^). 

On  en  tire  immédiatement  les  variables  «,,  z,,  ...,  ^^  en   fonctions  linéaires 
des  variables  i^^.,,  -s^i+a»  •••»  ^n  H"*  restent  indéterminées. 
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3.  Soit  mainlenant  un  système  c^  formé  par  (/i-Hi)  lignes  horîioaUles 
correspondant  à  p  =  o,  i,  . . .,  /i  et  par  les  colonnes  verticales  correspondant  à 
i=:Of  if  ....  Dans  chaque  colonne  verticale»  à  partir  de  la  (n-f-i)****»  ckaqne 
élément  est  supposé  fonction  linéaire  et  homogène  des  n  éléments  se  trouvaBl 
dans  la  même  ligne  et  dans  les  n  premières  colonnes.  A  partir  de  i^n, 
supposons  donc  que  l'on  ait 


"r^ 


—  "•!  ^fO  "*"  ^it  C^,  -♦-•••  -i-  "ii-f^^^,l»-f  • 


Soit  min  le  plus  grand  des  nombres  tels  que  Fnn,  an  moins,  des  déter- 
minants d'ordre  m  que  Ton  peut  former  avec  les  n(n -h i)  éléments 

c^,^    (/?  =  o,  I,  ....  n;    q  —  o,  i,  ...,n  —  i), 

soit  différent  de  zéro.  Soient  p  =  i^t  c,»  ...»  i^-h  ^^  "^  valeurs  de  /y,  et  f  =  k^, 
^it  "M  ^M-,  les  m  valeurs  de  f  à  l'aide  desquelles  ce  déterminant  est  fonné. 
On  montre  alors  que  chacune  des  (  /i  + 1)  lignes  du  système  c^  est  une  fonction 
linéaire  des  m  lignes  correspondant  aux  valeurs  de /?»  /?  =  ^»  i,»  ...»  i,.^. 

De  plus»  si  un  autre  des  déterminants  d'ordre  m  que  l'on  peut  former,  par 
exemple  celui  que  Ton  obtient  pour  /?  =  A,»  A,»  ...»  A^_,  et  t  =  it„  A:,»  .••» 
k^_^  est  nul,  il  existe»  quelle  que  soit  la  valeur  de  £,  une  relation  linéaire  entre 
les  éléments  de  la  t**^  colonne  correspondant  aux  lignes  horizontales  p^Kt 

A,»  •..,  '•wi— 1* 

De  ce  qui  précède  on  déduit  que»  dans  le  cas  particulier  où  c^^=  c^^»  il  est 
impossible  qu'il  y  ait  une  relation  linéaire  entre  les  m  premières  lignes  ni  entre 
les  m  premières  colonnes. 

11  en  résulte  que»  dans  ce  cas  particulier,  l'on  peut  prendre  pour  A^,,  A*,,  ...i 
^■•-1  *^  *»»  *«>  •••»  *i»-i»  ^c*  valeurs  des  indices  o»  i,  ...»  m  —  i  de  ces  quantités» 
et»  par  suite»  que  l'on  peut  immédiatement  déterminer  le  plus  petit  nombre 
m  tel  que  (  m  + 1)  quantités  consécutives  c  soient  liées  par  une  relation  linéaire. 

4.  Soit  une  suite  de  quantités  c^,  c,,  ...  formant  une  suite  récurrente  d'ordre 
riy  c'est-à-dire,  comme  nous  le  disions  plus  haut,  une  suite  de  quantités  fn 
nombre  au  moins  égal  à  2/t  et  telle  que  chacune  de  ces  quantités  soit  expri- 
mable par  une  seule  et  même  fonction  linéaire  des  n  précédentes.  On  a  bien 
alors 

comme  nous  le  supposions  tout  à  l'heure  ;  il  en  résulte  la  détermination  du 
nombre  ni  dont  il  vient  d\>tre  question. 

Nous  avons,  par  suite,  la  possibilité  de  caractériser  de  quatre  manières  diffé- 
rentes les  quantités  c  que  nous  considérons  :  i"  par  l'existence  d'une  formule 
récurrente  d'ordre  plus  petit  que  m,  pour  ces  quantités  c_j;  a"  par  la  propriété 
que  chaque  colonne  du  système  c  ^  puisse  être  exprimée  en  fonction  linéaire 
des  m,  mais  non  des  (w  — i)  premières  colonnes  de  ce  système;  3*  parles 
conditions 

(  f  p  =  o,  I ,  . . . ,  m  \ 

I  =  o,  I,  ...,  /^l  —  i\  /  '                                          \ 

A-=--o,  ,,....„.-■>  IVJ="    U  =  o,  ......  m-,,H. 

'  '  ^  \  t  z=z  m,  m-hif  / 

fi"  Par  les  conditions 
|c»4il$-o     (/,  A- -o.  I,  ..  ,  m  — i);     |  c^^  J  -  o     (/?,  7  =  o,  i,  ....  1):    ^  =  '"' 
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5.  Si  nous  considérons  ensuite  le  déterminant  trouvé  dans  le  §  III  pour 

où  U  est  une  indéterminée,  et  que  nous  définissions  deux  fonctions  O'^'i(x)  et 
D('»)(x)  en  posant  ce  déterminant  égal  à  UD('*»)(d;)  —  C^"*)(j?),  nous  trouvons 
que  Tinégalité  dont  nous  venons  de  parler, 

I  Ci+k  I  <  o, 
est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'égalité 


soit  vérifiée,  sans  que  ses  deux  membres  s'annulent  séparément. 
Mais  alors  les  quantités  données  c^f  c,,  ...,  c,„^^  sont  les  a  m  premiers  coef- 

ficicnts  de  -rrr-r; — r  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x;  les  autres  quantités 
DC"»)(j;)  ^ 

Cy  dont  l'iodicc  est  égal  ou  supérieur  à  2  m,  sont  alors  déterminées  par  la  con- 
dition que,  pour  /i  >  m,  chaque  déterminant  formé  à  l'aide  des  n*  premières 
quantités  c^    soit  nul. 

6.  On  peut  maintenant  faire  un  nouveau  pas  en  avant  et  montrer  que  la 
suite  particulière  c„,  c„  ...,  considérée  dans  le  §  4,  peut  aussi  être  définie 
comme  la  suite  des  coefficients  du  développement  d'une  fonction  rationnelle 
de  X  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  le  degré  du  dénomi- 
nateur de  cette  fonction  rationnelle,  supposée  mise  sous  sa  forme  réduite,  étant 
égal  à  m  et  le  degré  de  son  numérateur  étant  plus  petit  que  m.  Cette  fonction 
rationnelle  peut  être  représentée  par  le  quotient  des  deux  déterminants  C("*)(Xv 
et  D('"^(x)  dont  les  éléments  ne  ^sont  formés  qu'à  l'aide  des  2  m  premières 
quantités  c  de  la  suite  considérée. 

/  (x) 

7.  Comme  au  début,  envisageons  une  fonction  rationnelle  de  Xy  "^ l,      '  »  dont 

le  numérateur  soit  du  (/i  —  /ij'*"*  et  le  dénominateur  du  /i'*"*  degré.  Pour  que 
/, (jr)  et/(ar)  aient  un  diviseur  commun  de  degré  (/i  —  m),  il  faut  et  il  suffit 
que  les  (/i  —  m)  équations 


I  C,^n  I  =  O 


>+*ï 


//?,    g  =  G,    I,    ...,    /  \ 

\t  =z  niy  m  H- 1 ,   . . . ,  n  —  1/ 


soient  vérifiées,  et  pour  que  ce  diviseur  commun  soit  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  fondions/,  (a:)  et /(a:),  il  nous  suffit  d'écrire,  à  la  suite  des 
{n  —  m)  égalités  précédentes,  l'inégalité 

I  c,+fc  1^0        (i,  A-  =  o,  I,  ...,  m  —  i). 

En  désignant,  pour  abréger,  par  A(6„,  6^^,,  ...,  bj  le  déterminant 


Co 

C. 

c^-. 

*mC«       -f-...-f-6„C, 

m    m 

•    • 

c„. 

*mC^  +  ,  -^-•••-+-  ^n^n^x 

Cm 

jBi— a 

^m^,».-.-^       •-^^««^«H-, 

I 

X 

X"*-' 

6,„J?'"     +.  .  .-H  Ô^O?'* 

56  SECONDE  PARTIE. 

M.  Kronecker  démonlre  ensuitei  indirectement  et  {Mir  indacUon,  qne,  pov 
des  Taleurs  quelconques  des  quantités  b,  ^{b^,  b„^^,  ...,  b^)  est  une  fonction 
de  degré  n  divisible  par  A(i,  o,  ...,  o);  celte  fonction  A(i,  o,  •..,  o)  est 
d'ailleurs  identique  à  la  fonction  désignée  plus  haut  par  D("*>(x). 

V.  Les  théorèmes  énoncés  dans  le  paragraphe  précédent  étant  établis, 
M.  Kronecker  revient  au  problème  général  que  nous  avons  perda  de  vue  un 
instant,  mais  pour  la  solution  duquel  tous  les  matériaux  nécessaires  sont 
maintenant  rassemblés. 

Il  s*agit,  je  le  rappelle,  de  résoudre  complètement  le  système  d'équations 

2?.<?.>i=o        (1  =  0,  I,  ...,v;    m  =  o,  I,  ...,  V  — i). 

U) 

De  toute  manière,  il  est  bien  évident  que  la  nature  particulière  de  la  solntioa 
de  ce  système  d'équations  dépend  essentiellement  du  nombre  des  coefficients  c 
qu'elles  relient;  si  p^  =  o,  par  exemple,  nous  nous  trouvons  dans  un  tout  antre 
cas  que  si  p^  n'est  pas  nul. 

L'hypothèse  la  plus  générale  que  l'on  puisse  faire  sur  les  av  quantités  e  con- 
siste à  fixer  le  plus  grand  nombre  X  pour  lequel  le  déterminant 

k.+*l        («»  A:  =  o,  I,  ...,  X  — i) 

soit  différent  de  zéro,  et  le  plus  grand  nombre  |i  pour  lequel  tou»  les  minenn 
d'ordre  (X  + 1),  formés  à  l'aide  des  éléments 


soient  nuls. 

Ceci  posé,  on  est  amené  à  caractériser  ces  quantités  c,  en  supposant  que  l'oa 
ait 

^.>fcl<**        (/,  R  —  o,  I,  ...,  X  — i), 

et  que,  pour  les  (jx  —  v)  premiers  termes  de  la  suite  des  quantités  c,  et  iH>Qr 
ces  (|x-f-v)  premiers  termes-  seulement,  il  y  ait  une  formule  récurrente 
d'ordre  X. 

M.  Kronecker  le  démonlre  et  se  propose  ensuite  de  trouver,  pour  les  quaniilés 
c  ainsi  définies,  la  formule  récurrente  la  plus  générale  applicable  depuis  If 
commencement  de  la  suite  des  quantités  r,  et  applicable  au  moins  v  fois  de 
suite.  A  cet  effet,  il  inlnjduit  la  notion  de  formule  récurrente  primilii'e. 

En  développant  le  déterminant 

\Cp+q\    (/?--<>,  1,  ••»  X;    <7  — o,  I,  ...,  X  — I,  T  — X;    t  —  X  =  o,  i,  ,..,  v— i), 

qui,  par  hypothèse,  s'annule,  on  obtient  une  formule  récurrente  qui  est  dite 
primitive 

Toute  autre  formule  récurrente  est  dite  dérivée.  Ces  définitions  sont  légitimées 
par  la  démonstration  du  théorème  suivant,  qui  nous  donne  une  première  partie 
de  la  solution  du  problème  posé  : 

a  Toutes  les  formules  récurrentes  possibles  se  ramènent  à  des  formules  tc- 
currentes  primitives.  » 

Ce  ihcorème  une  fois  démontre,  on   peut  enfin  caractériser  les  quantités  r,. 


i 
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c,,  . . .,  c,^,,  en  disant  qu'elles  sont  reliées  par  une  formule  récari*ente  primitive 
d'ordre  X,  qui  n'a  lieu  que  pour  les  ({i  +  v)  premiers  termes  de  la  suite. 

Et  alors  la  formule  récurrente  primitive  elle-même  est  donnée  par  les  X 
équations  qui  ont  lieu  lorsque  chacune  des  quantités  c^i  c^„  ...,  c,^_,  s'ex- 
prime linéairement,  à  l'aide  de  la  formule 

par  les  X  quantités  c  qui  la  précèdent  immédiatement. 

Considérons  en  particulier  le  cas  ou  X  =  jjl  =  v.  Nous  voyons  alors  que  le 
plus  petit  degré  du  dénominateur  d'une  fraction  dont  le  développement,  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable  x,  commence  par 


c,jr-»-+-c,ar-' -+-... -h  c,^,a: 


— »v 


est  déterminé  par  cette  formule  récurrente  applicable  au  moins  v  fois  à  la  file 
et  existant  pour  chaque  suite  des  quantités  c,,  c,,  ...,  c,^.,,  comme  nous  venons 
de  le  démontrer. 

Ce  plus  petit  degré  est,  en  effet,  égal  à  l'ordre  de  la  formule  récurrente 
lorsque  cette  dernière  a  lieu  pour  toutes  les  3v  quantités  c.  Il  est  égal  au 
nombre  indiquant  combien  de  fois  à  la  file  a  lieu  la  formule  récurrente,  lorsque 
cette  dernière  n'a  pas  lieu  pour  toutes  les  3v  quantités  c. 

On  peut  actuellement,  à  l'aide  de  la  transformation  de  déterminant  bien 
simple  dont  j'ai  parlé  (IV,  5),  résoudre  complètement  le  problème  : 

De'terminer,   à  l'aide  des  av  premiers  coefficients  du  développement  de 

f  (x) 

y         >  les  fonctions  ^  {x)  \  ^  {x)  et  ¥ {x)  vérifiant  V équation 

/,(x)W(a;)  -/(ar)4»(ar)  =  F(x). 

La  solution  est  la  suivante  : 

ÇJ>){x)  et  D("*)(j;)  conservant  leur  signification  et  E(*>(a?)  désignant  une 
fonction  entière  quelconque  de  degré  A:,  on  a 

W{x)  =  D(^)(a?)E(i^^)(a?), 
*(j:)  =C(^)(a?)EîJ*-^)(x)i 

F(x)  =/(a:)E(J'-î^)(a^)2|c^,|a^-— 
(/?  =  o,  I,  ...,X;    ^  =  G,  1,  ...,  X  — 1,  i;    /  =  jjL-i-v  —  X,  ji -h  v  —  X -f-i, ...). 

La  relation  qui  lie  C(^)(x),  D(^)(ar)  et  les  |  c^^^  \  est  celle  que  l'on  obtient  en 
remplaçant  les  trois  fonctions  4>(j;),  W(jr),  ¥{x)  par  leurs  valeurs  dans  l'é- 
quation qui  doit  être  vérifiée. 

VI.  Dans  la  dernière  partie  de  son  Mémoire,  M.  Kronecker  fait  d'abord 
plusieurs  observations  intéressantes. 

Au  lieu  de  définir,  comme  au  début,  les  nombres  n,,  /i,,  n„  ...,  on  peut 
aussi  les  définir  comme  les  ordres  des  déterminants 


|c, 


0     I' 


^0      c. 


C.      Cx      C. 

C,    c,    c, 
Ct    c.    c. 


qui  ont  des  valeurs  différentes  de  zéro. 
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Il  a*existe  que  des  formules  récurrentes  primitiTes  d'uo  des  ordres  n,,  m^,  n,, 
....  Il  existe,  en  outre,  des  formules  récurrentes  dérWées  d'ordres  Ji|+i, 
itj^-f-a,  .«.y  pour  chaque  n^^  ft  condition  seulement  que  ces   nombres  Ji|+i, 

n^-^-^t  ..•  soient  plub  petits  que  — —•  Chacune  de  ces  formules  récvr- 

rentes  d'ordre  i»^,  «j-M,  »»4-af  •••»  va  jusqu'au  ^n^•h  i»^^,  —  iV*~  terme  de 
la  suite  des  quantités  c. 

Ces  remarques  faites,  M.  Kronecker  se  propose  de  montrer  comment  Toa 
peut  trouver  toute*  les  formules  récurrentes  directement,  c'est*-ft-dîre  sans  défiair 
les  quantités  c  comme  des  coefûcients  de  développement  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  la  variable.  A  cet  effet,  il  démontre  directement  que  si  Toa 
entend  par  i»,,  n,,  ...  les  ordres  des  formules  récurrentes  primitives  cxistanl 
pour  les  quantités  c,  la  formule  récurrente  d'ordre  n^  est  applicable  à  la  file, 
justement  (/t^M—- 1)  fois,  et  que  cette  formule  correspond  ainsi  justement  tu 
(it|H-i»ft^,  +  i)  premiers  termes  de  la  suite  des  quantités  c. 

Enfin,  M.  Kronecker  considère  simultanément  les  suites  de  quantités  c  dé- 
finies de  la  manière  suivante  : 


(A)  gt  — tl) 


î,^  = 


^..- 


gt      '.^       I  éTij      -.^       I 

or  Sir 

et,  plus  particulièrement,  le  cas  où  i^^  r,  i^^  r  —  i,  ...,  i^=r.  Dans  ce  cas. 
les  éléments  g  des  deux  fractions  continues  précédentes  sont  les  mêmes,  ma» 
se  présentent  dans  Tordre  inverse.  Il  y  a,  en  général,  évidemment  un  rapport 
entre  les  quantités  c  et  les  quantités  c(*).  Ce  rapport  est  intimement  lié  i 
certaines  propriétés  de  permutations.  M.  Kronecker  consacre  à  cet  objet  les 
dernières  pages  de  son  Mémoire. 

S'il  est  permis,  en  terminant,  d'exprimer  un  vœu,  ce  sera  celui  de  voir  bicotM 
toutes  ces  recherches,  qui  se  prcscnlcnt  sous  une  forme  encore  un  }»cu  dispersée, 
fondues  avec  d'uulrcs  rccherclics  non  moins  importantes  sur  l'êliminatioD,  Ai 
telle  manière  que  le  corps  de  doctrine  en  résultant  soit  accessible  à  Teusei- 
gncment.  • 

Le  Mémoire  de  M.  Kronecker  jette  d'ailleurs  une  si  vive  lumière  sur  le  lien 
qui  unit,  en  Algèbre,  diverses  théories  qui  toutes  relèvent,  il  est  vrai,  de  celle 
du  plus  grand  commun  diviseur,  qu'il  est  bien  utile  de  le  posséder  i  food. 

lo  septembre. 

A  l'occasion  du  cinquantième  anniversaire  du  doctorat  de  M.  Kummer, 
l'Académie,  suivant  un  vieil  usage,  adresse  au  célèbre  géomètre  ses  vœux,  en 
rappelant  ses  travaux  en  Analyse  (série  hypergéométrique),  en  Arilhmcliqaf 
(restes  cubiques,  facteurs  idéaux,  démonstration  du  grand  théorème  de  Fermât, 
lois  générales  de  réciprocité  d'ordre  quelconque),  en  Géométrie  (complexes  de 
droites,  surface  de  Kummer). 

D'abord  professeur  au  gymnase  de  Liegnitz,  où  il  eut  pour  élève  M.  Kronecker. 
M.  Kummer  a  été  successivement  nommé  professeur  à  «  l'Acadcmic  de  guerre* 
et  à  l'Université  de  Berlin.  Comme  l'on  sait,  M.  Kummer  est  Associé  de  l'ioslitui- 
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22  décembre. 
Kronecker.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Cette  Communication  étant  suivie  de  plusieurs  autres  sur  le  même  sujet,  il 
en  sera  rendu  compte  ultérieurement. 


MATHESIS,  RECUEIL  mathématique  a  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des 
ÉTABLISSEMENTS  D* INSTRUCTION  MOYENNE,  publié  par  P.  Manslon^  professeur 
à  l'Université  de  Gand,  et  /.  Neuberg,  professeur  à  l'Université  de  Liège. 
Gand,  Hoste;  Paris,  Gauthier- ViUars  (*). 

Tome  II;  1882. 

Catalan  {E,),  —  Maximum  et  minimum  de  la  fonction 

ax^  -I-  bx  -f-  c 
^        a'x^  -h  b'x  -h  c 

(5-7)- 
Cesàro  {E.),  —  Propriétés  d'une  courbe  de  poursuite.  (8-10). 

Gilbert  {P.)»  —  Exercices  d'Analyse  infinitésimale.  (17-ao). 

Expression  de  la  différentielle  ds  de  l'arc  d'une  courbe  au  moyen  des  diffé- 
rentielles de  la  demi-somme  q^  et  de  la  demi-différence  q^  des  rayons  vecteurs 
réunissant  chaque  point  à  deux  centres  fixes.  Dans  ce  système  de  coordonnées 
Ç%  et  9,t  l'arc  d'ellipse  et  Tare  d'hyperbole  dépendant  des  mêmes  quadratures. 

Brocard  {H.),  —  Interprétation  de  Téquation  caractéristique  de 
diverses  courbes.  (25-3o,  49-5 1). 

Coniques,  chaînette,  tractrice,  cissoTde,  strophoTde,  développée  de  l'ellipse. 

Jamet{V.).  —  Sur  le  développement  de  arctangj?  en  série  con- 
vergente. (5  2-57). 

Sans  calcul  différentiel  proprement  dit. 


(*)  Voir  Bulletin,  VI,,  p.  189.  Ce  recueil  parait  vers  le  i5  de  chaque  mois,  par 
livraisons  de  a4  page»  grand  in-8».  Prix  7'',5o  pour  la  Belgique;  9''  pour  l'Union 
postale. 
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Realis  (S.).  —  Solution  de  la  question  58.  (64-67). 

Solutioos    en    nombres   entiers    de  ««H-j^-i-jrss  A:(X"-4- Y»-4-Z«),  pow 
*  =  7>  '9»  67»  «te. 

Tarry  (G.).  —  Propriétés  générales  de  trois  figures  semblables. 

(73-77)- 

Chômé.  —  Sur  une  propriété  des  surfaces  gauches.  (82-85). 

Démonstration  analytique  du  théorème  de  Hachette. 

Catalan  (E.)  et  Brocard  (H.).  —  Question  65.  (85-88,  a45- 
a48). 

On  a 

|(r-4-2R)>çr>v^rRî, 

q  étant  le  rayon  d'une  circonférence   isopérimètre  à  un  polygone  régulier 
inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  circonscrit  ft  un  cercle  de  rayon  r. 

Cesàro  (E.).  —  Formule  d'Arithmétique.  (97-101).  Sur  une  noo- 
velle  formule  d'Arithmétique.  (148-149)* 

Soit  q^  le  plus  grand  entier  contenu  dans  —  * 

F(a?)=/(i)H-/(Q) +...+/(  ar),        G(a:)  =  g'(i)-4-^(a)4-...-4-^(x), 
f  tl  g  étant  deux  fonctions.  On  aura 

Barbarin,  —  Sur  la  droite  de  Simson.  (106-109,  122-127). 

Théorèmes  relatifs  aux  cubiques. 

Habich  (E.).  —  Sur  les  roulettes.  (i45-i48). 

Lorsqu'une  ligne  plane  A  en  roulant  sur  une  droite  D  fait  décrire  à  un  point 
m  invariablement  lié  à  elle,  une  courbe  C,  la  podaire  de  A,  par  rapport  i  m* 
en  roulant  sur  C,  fuit  décrire  à  m  la  droite  D.  Les  théorèmes  de  Steiner  sur 
les  aires  et  les  arcs  des  roulettes  se  déduisent  de  ce  principe. 

Cesàro  (E.).  —  Une  question  de  probabilités.  (177-1 79)« 

On  casse  une  barre,  de  longueur  /,  en  trois  morceaux.  Quelle  est  la  proba- 
bilité que  deux  de  ces  morceaux  soient  moindres  qu'une  longueur  a?  SolatioB 
géométrique  en  représentant  les  longueurs  des  trois  morceaux  de  la  barre  p^ 
les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point. 
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Mansion  (P.).  —  Méthode  dite  de  Fermât  pour  la  recherche  des 
ina)cima  et  des  minîma.  (193-202). 

i*>  Historique,  —  Cette  méthode,  dite  de  Fermât,  en  réalité,  appartient  à  Des- 
cartes ou  plutôt  à  Hnygens.  La  méthode,  exposée  dans  les  Varia  Opéra  de 
Fermât,  est  identique  dans  son  principe  à  la  méthode  exposée  habituellement 
en  Calcul  différentiel,  a"  La  méthode  de  Huygens  consiste  en  ceci:  Si  F(6)  est 
une  valeur  maxima  ou  minima  de  ¥{x),  on  a 

F(a)  =  F(c),    a<b<c\ 

d'où  aisément,  si  F'(j7)  a  une  valeur  unique  pour  j?  =  6, 

,.     Fc-Fa       _,. 

Iim  — : =  ¥'0  —  o, 

c  —  a 

si  a  et  c  tendent  vers  b.  D*où  la  régie  :  «Si  F6  est  une  valeur  maxima  ou  mi- 
nima de  Fx,   la  dérivée  F' a?,  pour  a?  =  6,  est   nulle,  ou  n'a  pas  une  valeur 

unique     exemple  :  ¥{x)  =  xTh-  pour  a?  =  o  1.  »   On  laisse  trop  souvent  de 

côté,  dans  la  théorie  des  maxima  et  minima,  la  conclusion  soulignée  ici.  Toute 
cette  théorie  d'ailleurs  peut  s'exposer  sans  recourir  au  théorème  de  Taylor. 

Barharin.  —  Note  sur  le  périmètre  de  l'ellipse.  (209-210). 
Mansion  (/^.)-  —  ^"^  ^^  périmètre  de  l'ellipse.  (211-216). 

Formules  approchées  diverses. 

Cesàro  {E.),  —  Sur  la  tractrice.  (217-219). 

II  y  a  une  certaine  dualité  entre  la  tractrice  et  la  spirale  logarithmique. 

Colart  {E.),  —  Sur  le  principe  de  l'homogénéité.  (237-241). 
Fermât  {P»)-  —  Fragments  inédits.  (243-245). 

Carré  magique  par  enceintes  et  cube  magique,  communiquées  par  M.  Ed. 
Lucas. 

Autres  articles;  biographie  et  bibliographie;  questions  pro- 
posées; questions  résolues  ;  questions  rf'ea:amen(passim). 

Table  des  matières;  table  des  auteurs,  (  25i-256). 

Mansion  (P-)'  —  Supplément.  (1-16). 

1.  Cubatures  approchées.  Démonstration,  par  la  Géométrie  élémentaire,  de 
deux  formules  de  Woolley  et  d'une  nouvelle  formule.  Détermination  rigoureuse, 
pour  chacune  d'elles,  d'une  limite  supérieure  de  l'erreur.  {Extrait  des  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  VI,  a*  Partie,  p.  aa8-a3a.)  —  2.  Sur  la 


6a  SECONDE  PARTIE. 

méthode  d'intégration  graphique  de  Romin  {Ib.,  i""  Partie,  p.  49*^*)*  Am- 
lyse  d'une  Note  de  M.  Lisleferme.  —  3.  Principe  fondameniai  reUuif  am  emidatt 
de  deux  surface*  qui  ont  une  génératrice  eonunune.  «  Deux  wufiwc»  cage»» 
drées  par  une  courbe  d'espèce  donnée  dont  les  équations  conticnncat  (ji+i) 
paramétres  ont  un  contact  d'ordre  ic,  le  long  d'une  génératrice  oonannet  si 
elles  jouissent  de  cette  propriété  en  n  points  de  cette  ligne.  »  (AiHeCnidlr 
l'Académie  de  Bruxeile»,  3*  série,  t.  III,  p.  753-^59).  —  4.  Imiégratkm  en 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  La  méthode  lahî- 
tuelle  d'exposition  du  procédé  d'intégration  de  Lagrange  n'est  pas  rigoTcaïc 
On  peut  établir  la  légitimité  de  ce  procédé  en  recourant  à  la  méthode  généfsie 
d'intégration  des  équations  aux  dériTées  partielles  due  à  Gancfay  ;  on  en  rendast 
les  équations  homogènes  d'après  Jacobi  (M.  Gilbert  a  fait  reHiarqncr  à  rantnr 
que  cette  dernière  assertion  est  inexacte  ). 


Tome  ni;  i883. 

Verstraeien  {Th.).  —  Sur  un  point  de  l'enseignement  de  la  Géo- 
métrie descriptive.  (5-g). 

Cesàro  {E.).  —  Principes  du  calcul  symbolique.  (10-17). 

Si  fx  est  une  fonction  entière,  ou  une  série  convergente  déreloppée  snifitt 
les  puissances  croissantes  de  â?,  on  a  identiquement 

f[{a-^h)'^x]  =/[a-4-(j:-f-A)), 

les  puissances  de  x  étant  remplacées  par  des  nombres  quelconques  x^  x,. 
x^y  ...,  laissant  subsister  la  condition  de  conTergence.  Application  à  la  théorie 
des  nombres  de  Bcrnoulli  et  d'Euler,  défînis  par  les  relations  symboliques 

(B4-i)F  — BP  =y>,        (E-+-i)F-f-(E  — i)r  =  0. 

Mansion  (P-)-  —  Compte  rendu  critique  de  l'Ouvrage  intitulé: 
Th.  Muir,  a  T réalise  on  the  Tlieory  of  Déterminants,  Lon- 
don,  Macmillan,  1882.  (Un  volume  in-12  de  VIII,  240  pages.) 

Ouvrage  excellent  au  point  de  vue  théorique  (Il  n'y  a  que  deux  petite* 
erreurs  de  raisonncmenl,  §  107,  p.  i5i,  et  §  182,  p.  207)  et  sans  rival  au  point 
de  vue  pratique,  à  cause  des  nombreux  exercices  bien  choisis  et  bien  gradoés 
qu'il  renferme. 

Lucas  (£*.).  —  Démonstration  du  théorème  de  Clausen  et  de 
Staudt  sur  les  nombres  de  Bernoulli.  ( 25-28). 

Faisons  /?  =  i,  2,  3,  . . .,  w  dans 

x^  =  xp  4-  r^_,  a:P-  -+-...-+-  rj;:î  Xy 

X     désignant   le    produit   a?(a? -t-i)(j: -f- 2)  . . .  (a? -h/?  —  i),    puis  lirons  Je^ 
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équations  ainsi  obtenues  la  valeur  de  x^f 

Ajoutons  à  cette  relation  les  relations  semblables  obtenues  en  remplaçant  x 
par  I,  2,  3y  . . .,  j;  —  i  et  ajoutons.  Dans  la  somme,  le  coefficient  de  x  sera 

_  1.3.3. ../I  ^      I.3.3.../I — I 

B„  = h  A, h  •  •  • 

1.2.3.../?  —  1  I 

L'étude  du  déterminant  A  ^^  permet  à  M.  Lucas  de  prouver  qu'il  est  égal  à 
multiple  de  />,  plus  zéro  ou  plus  Tunité  suivant  que  n  n'est  pas  ou  est  multiple 
de  p.  Cela  donne  immédiatement  le  théorème  de  Clausen  et  Van  Staudt. 

Neuberg  (/.).  —  Applications  des  déterminants.  (ap-SS). 

Catalan  {£,)  et  Mansion  (P-)»  —  Sur  le  principe  de  l'homogé- 
néité. (33-35). 

Goedseels  {E.).  —  Théorèmes  de  Hachette  et  de  Chasles  sur  les 
plans  tangents  aux  surfaces  gauches.  (49-54)- 

Démonstration  géométrique  rigoureuse  de  ces  théorèmes  en  ne  supposant  pas 
d'autres  données  que  l'existence  d'un  plan  tangent  à  la  surface  gauche  consi- 
dérée, en  trois  points  de  celle-ci.  La  démonstration  habituelle  du  théorème  de 
Chasles  repose  sur  des  hypothèses  moins  faciles  à  vérifier. 

Lucas  {E,),  —  Le  nœud  de  cravate.  (54-56). 

Cavallin  [C.-B.-S.).  —  Sur  certaines  moyennes  géométriques  et 
sur  le  périmètre  de  Tellipse.  (56-6o). 

Traduction  d'un  article  du  journal  de  Zeuthen  (1882,  p.  96-96);  conséquences 
pour  le  calcul  du  périmètre  de  l'ellipse. 

Neuberg  (/.).  —  Quelques  théorèmes  de  Géométrie  élémentaire 
de  M.  E.  Catalan.  (6i-63). 

Soient  A',  B',  C  les  points  d'intersection  des  droites  BP  et  CN,  CM  et  AP, 
AN  et  BM,  A,  B,  C  étant  les  sommets  d'un  triangle,  M,  N,  P  leurs  symétriques 
par  rapport  à  BC,  CA,  AB.  Les  triangles  A'BC,  B'CA,  C'AB,  appelés  annexes 
de  ABC,  par  M.  Catalan,  jouissent  de  nombreuses  propriétés. 

Cesàro  (E.).  —  Note  de  Géométrie.  (73-78,97-101,  121-125). 

Condition  pour  qu'une  droite  invariablement  liée  au  trièdre  de  la  tangente  T 
de  la  normale  principale  N  et  de  la  binormale  B  à  une  courbe  gauche  engendre 
une   surface  développable,  quand   le  point  de  rencontre  de  TBN  parcourt  la 
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courbe.  I.  Cas  d'une  courbe  quelconque.  II.  Cas  d'une  hélice  quelconque.  UL 
Cas  d'une  hélice  ft  courbure  constante.  Incidemmcût  beaucoup  de  théoièiiiei 
anciens  et  nouTcaux  sur  les  hélices. 

Gelin  (JE.).  —  Nombre  de  manières  de  décomposer  un  polygone 
convexe  en  triangles  parles  diagonales.  (108-110).  Voir  anssi 
t.  IV,  37-38. 

Historique.  Démonstration  de  la  formule  d'Enler. 

Delboeuf  (J.).  —  Trisection  de  Tangle.  (i3o-i33). 

Modification  de  la  solution  de  Ghasles. 

Ancion.  —  Sur  la  méthode  des  isopérimètres.  (i45-i48,  161- 

.67). 

Exposé,  avec  simplifications  et  additions,  dues  à  M.  Mansion,  des  traTini  de 

D.  André   [Nouvelles   AnncUes  de  Mathématiques,    (a),   XIII,   i28-i3o]  fi 

E.  Rouché  [7&.  (3),  I,  SSS-Sag]. 

Mansion  (P»)*  —  Compte  rendu  de  TOuvrage  intitulé  :  F.  Daugi, 
Leçons  de  Méthodologie  mathématique.  Gand,  Hoste.  Ud 
volume  in-4^  autographié  de  4i6  pages.  (i49-i56). 

Ouvrage  remarquable  pour  lequel  nous  renvoyons  à  notre  compte  rendi. 
Subdivisions  principales.  —  I.  Introduction  :  De  la  méthode.  II.  Arithmétiqae 
(Question  des  incommensurables).  III.  Algèbre  (Calcul  des  quantités  négatÎTes 
et  imaginaires).  IV.  Géométrie  (parallèle;  mesure  du  cercle,  etc.).  V.  De 
l'Analyse  infinitésimale  et  des  principales  méthodes  qui  y  suppléent.  VI.  Com- 
pléments d'Arithmétique  cl  d'Algèbre  (théorie  des  nombres).  VII.  Complémenls 
de  Géométrie  analytique  (principes  de  Géométrie  projective). 

Legrand,  —  Intersection  d'une  droite  avec  une  surface  du  second 
degré,  (i -7-1 81). 

Solution  par  la  règle  et  le  compas.  Solution  nouvelle  pour  le  paraboloî<l< 
hyperbolique  due  à  M.  Neuberg.  On  projette  un  quadrilatère  gauche  de  la 
surface,  sur  un  plan,  par  des  parallèles  à  la  droite  donnée.  La  question  est 
ramenée  à  mener  par  un  point  pris  dans*  le  plan  d'un  quadrilatère  plan  une 
droite  qui  divise  les  côtés  opposés  en  parties  proportionnelles. 

De  Lisleferme.  —  Construction  de  la  tangente  à  certaines  courbes. 
(9.06-207). 

Courbes  dont  l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  celle  de  deox 
autres.  La  sous-tangente  ou  l'inclinaison  de  la  tangente  se  déduit  aisément  de 
celle  des  deux  autres. 
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Cesàro  (E,).  —  Remarques  sur  une  queslîon  de  probabilités. 

(233-237). 

Solution  de  ce  problème  :  «  On  casse  une  barre  de  longueur /en  n  morceaux. 
Quelle  est  la  probabilité  que  />  de  ces  morceaux  au  moins  soient  moindres 
qu'une  longueur  donnée?  » 

Gilbert  (Ph,),  —  Sur  une  propriété  de  rellipsoïde.  (238-240). 

Démonstration  nouvelle  de  ce  théorème  :  «  Pour  l'équilibre  électrique,  il  faut 
et  il  suffît  que  la  densité  de  l'électricité  varie,  sur  la  surface,  comme  la  distance 
du  centre  au  plan  tangent.  » 

Autres  articles;  bibliographie  ;  questions  proposées  ;  questions 
résolues;  questions  d'examen  (passim). 

Table  des  matières;  Table  des  auteurs,  (25o-256). 

Suppléments.  —  I.  G.  Teixeira.  Sur  la  théorie  des  imaginaires 
(avec  Rapport  par  P.  Mansion,  16  pages).  Extrait  des  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  VII,  i'*^  Partie, 
p.  59-63;  2*  Partie,  p.  417-4^8. 

II.  H,  Dutordoir.  Toute  équation  algébrique  a  une  racine;  dé- 
monstration nouvelle  (avec  Rapport  par  P.  Mansion,  20  pages). 
Extrait  du  même  recueil,   i'*  Partie,  p.  32^58;  a'*  Partie,  437- 

449- 

Ces  Mémoires  seront  analysés  dans  le  compte  rendu  du  Volume  d'où  ils  sont 
extraits. 


SITZUNGSBERICHTE  dbr  Kaisbrlichen  Akademie  der  Wij^enschaften 
zu  WiKN,  —  Mathematisch-naturwissenschafiliche  Classe  (•). 

Tome  LXXIX. 
Ciamician  (G.^L.),  —  Recherches  spectroscopiques.  (8-1 1). 

Exposé  de  Thypothése  suivante  :  l'homologie  des  lignes  spectrales  des  élé- 
ments voisins  au  point  de  vue  chimique  est  la  suite  de  ce  que  les  éléments 
des  groupes  naturels  de  cette  espèce  sont  constitués  par  les  mêmes  composants. 


C)  Voir  Bulletin,  IV„  p.  aaS. 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  2'  série,  t.  X,  (Avril  1886.)  K.'j 
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L'auteur  arrive  ft  des  résultats  tout  ft  fait  semblables  k  ceux  obtenus  par 
Alendelejeff,  par  la  coosidération  des  poids  atomiques. 

Ilannijy  J,).  —  Périodes  journalières  de  rapidité  et  de  direc- 
tion du  vent,  (i  1-96). 

Partant  des  résultats  inscrits  par  deux  anémomètres  enregistreors  d'Allié 
(de  Londres)  placés  sur  TÉtablissement  central  pour  la  Météorologie  et  le 
Magnétisme  terrestre,  Tauteur  s'occupe  de  la  question  de  la  distrtbntion  dei 
directions  du  vent  examinées  séparément  et  des  quatre  composantes  dans  le 
jour,  et  il  compare  ces  obserrations  avec  d'autres  de  proTenanee  diSérenle.  Il 
cherche  à  montrer  que  c'est  vers  midi  qu'il  y  a  renforcement,  qae,  de  plas, 
c'est  au  moment  de  la  température  maximum  que  se  trouTe  également  le  mtm- 
Tement  d'air  le  plus  grand.  Du  matin  jusqu'au  maximum  de  tempéntue,  ki 
courants  d'air  ont  une  tendance  vera  l'est,  dans  l'après-midi  ei  le  soir,  nx9 
l'ouest. 

Puluj  (D'  /.).  —  Sur  le  frottement  intérieur  dans  un  mélange 
d'acide  carbonique  et  d'hydrogène.  Premier  fascicule.  (97-1 13). 

La  constante  de  frottement  d'un  mélange  d'acide  carbonique  et  dlijdrogéae 
(et  probablement  de  tous  les  gaz  qui  n'ont,  l'un  sur  l'antre,  aucune actioa 
chimique)  a  sa  valeur  comprise  entre  les  valeurs  des  constantes  relatives  sa 
gaz  qui  constituent  le  mélange.  Les  gaz  qui  ont  le  plus  grand  poids  molécalaire 
ont,  ft  quantité  égale,  le  plus  d'influence  sur  la  valeur  de  la  constante  de  lici- 
tement du  mélange. 

Pscheidl  (Prot.   W.).  —  Détermination  des  coefficients  d'élasti- 
cité par  la  flexion  d'une  barre.  (119-128). 

L'auteur  trouve  de  i5<»  à  17"  pour  le  fer  forgé  t  =  20867  et  pour  le  verre  des 
miroirs  e  —  6920.  Dans  les  Annales  de  Poggendorff,  Werlheim  donne  ponric 
fer  étiré  £  =  20869,  pour  le  fer  recuit  e  =  2079^,  et  enfin,  pour  le  verre  des 
miroirs,  e  -~  7015. 

Stefan  (/.).  —  Sur  la  difl'usion  des  liquides.   Second  Mémoire. 
(i6i-ai4  •) 

L'auteur  montre  que  les  résultais  obtenus  par  Graham  dans  ses  recherches 
soQt  d'accord  avec  les  lois  qui  se  déduisent  de  Téquation  établie  par  Fourieri 
propos  de  la  distribution  de  la  chaleur  par  conductibilité,  et  appliquée  par 
Fick  aux  calculs  des  phénomènes  de  la  diffusion. 

Ettingshausen  {Albert  v.).   —  Mesures  d'oscillations  simulta- 
nées. (2i5-24o,  avec  une  planche). 

Il  s'agit  des  oscillations  d'une  aiguille  aimantée  soumise  à  l'action  d'on 
inducteur  à  suspension  bifilaire  qui  oscille  lui-même.  La  théorie  eiposée  est 
d'accord  avec  les  observations  faites. 
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Ameseder  {Adolf).   —  Sur  les  courbes  du   quatrième  ordre  à 
trois  points  doubles.  (241-267,  avec  une  planche). 

Génération  de  la  courbe  du  quatrième  ordre  et  de  sixième  classe  au  moyen 
d'un  faisceau  de  droites  et  de  tangentes  à  une  conique.  De  son  mode  de  géné- 
ration, l'auteur  déduit  les  propriétés  connues  de  cette  courbe  et  en  ajoute 
beaucoup  de  nouvelles.  Il  considère,  en  particulier,  les  systèmes  de  coniques 
quadruplemcnt  tangentes  à  la  courbe. 

JValtenho/en  (D^  A.  v.).  —  Sur  la  manière  dont  se  comporte, 
au  point  de  vue  magnétique,  le  fer  pulvérulent.  (268-280,  avec 
une  planche  et  une  gravure  sur  bois). 

L'auteur  s'occupe  de  la  démonstration  de  cette  proposition  que,  dans  une 
spirale,  le  moment  magnétique  d'un  barreau  de  fer  provient,  pour  la  plus 
grande  partie,  des  variations  magnétiques  moléculaires. 

Waltenhofen  (D'  A,  v,),  —  Sur  le  percement  du  verre  par 
Félectricité.  (336-344)- 

Description  des  phénomènes  observés  dans  le  percement  d'une  mince  plaque 
de  verre  trempé,  couvert  de  stéarine,  placé  entre  les  deux  pointes  correspondant 
aux  deux  armatures  d'une  bouteille  de  Leyde. 

Jùllig  {Max).  —  Sur  la  théorie  des  thermomètres  métalliques. 
(34.9-374»  î^vec  une  planche). 

Théorie  de  la  déformation  produite  par  des  changements  de  température 
d'un  thermomètre  formé  de  bandes  métalliques  isotropes  ou  hétérotropes. 
L'auteur  indique  les  thermomètres  métalliques  de  Stohrer,  Breguet,  Holzmann, 
JQrgensen,  etc.,  auxquels  peuvent  s'appliquer  les  formules  données. 

Stefan  (D*"  7.).  —  Sur  la  relation  entre  le  rayonnement  et  la 
température.  (391-428). 

La  formule  de  Dulong  et  Petit  relative  à  la  quantité  de  chaleur  émise  à  une 
température  donnée  est  ici  remplacée  par  une  formule  plus  simple  d'après 
laquelle  cette  quantité  de  chaleur  est  proportionnelle  à  la  quatrième  puissance 
de  la  température  absolue  du  corps  rayonnant.  L'auteur  compare  les  résultats 
de  Dulong  et  Petit  à  ceux  de  La  Provostaye  et  Dcsains;  sa  formule  lui  permet 
d'établir  leur  accord.  Dans  la  discussion  des  observations  d'Ericsson,  on  trouve 
également  que  la  nouvelle  formule  est  aussi  très  utile  pour  la  détermination 
du  rayonnement  à  haute  température.  L'auteur  réunit  enfin  les  différents 
nombres  que  l'on  peut  obtenir  pour  la  température  du  Soleil  en  partant  des 
différentes  formules  proposées  jusqu'ici. 

JVeyr  {Emil),  —  De  la  représentation,  sur  une  conique,  d'une 
courbe  plane  rationnelle  du  troisième  ordre.  (4^9-446). 
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Si  l'on  représente  une  courbe  plane  G,  de  troisiènoe  ordre  et  de  quatritee 
classe  sur  une  conique  G,,  le  point  double  de  G,  sera  appliqué  en  un  omple  de 
points  dd^  de  G,»  et  trois  points  de  G,  placés  en  ligne  droite  {iripiet  iùiéaùt, 
Gerades  Punkttripei)  en  trois  points  4?,,  x„  J7„  de  C„  denz  de  ces  points  déle^ 
minant  le  troisième.  Tous  les  triplets  x,,  x,,  x,  forment,  sur  G,,  une  in^olatisa 
cubique  de  troisième  ordre  et  de  seconde  espèce  (l]).  La  représentatioa  al 
déterminée  si  Ton  a  G,,  la  droite  dd^  et  l'image  dr,,  x.,  dr,  d'un  triplel,  on  bîes 
les  images  de  trois  triplets.  L'auteur  résout  les  différents  problémcp  rdalîb 
aux  courbes  G,  au  moyen  de  cette  représentation. 

Pels  (Cari).  —  Sur  la  détermination  des  tangentes  aux  courbes 
limites  de  Tombre  portée  par  les  surfaces  de  révolution  sur 
elles-mêmes.  (447^4719  civec  une  planche). 

La  construction  de  la  tangente  s'effectue  au  moyen  d'une  surface  de  rérola- 
tion  du  second  degré  osculatrice  à  la  position  donnée  k  la  surface  derérolatioa 
et  ayant  un  de  ses  rayons  de  courbure  principaux  égal  k  un  des  deux  rayoos 
principaux  de  la  surface  donnée.  Le  travail  contient  une  simplification  d'aades 
procédés  de  de  la  Gourncric. 

Ameseder  (Adolf).  —  Sur  les  courbes  rationnelles  du  quatrième 
ordre  pour  lesquelles  les  tangentes  aux  points  doubles  sont  en 
totalité  ou  en  partie  des  tangentes  d'inflexion.  (472-476). 

L'auteur  s'appuie  sur  le  mode  de  génération  des  courbes  de  quatrième  ordit 
et  de  sixième  classe  contenu  dans  un  travail  cité  précédemment.  II  développe 
la  condition  pour  que  les  tangentes  eu  un  point  double  soient  des  tangestei 
d'inflexion.  Cette  condition  exprime  que  ee  point  double  est  le  pôle  de  la  droite 
qui  joint  It's  deux  autres  points  doubles,  et  cela  relativement  à  la  conique  qai 
supporte  riiivolution  de  tangentes  du  second  déparé  entrant  dans  le  mode  de 
^éiith'alioii.  L'auteur  donne  une  suite  de  théorèmes  sur  les  courbes  de  celte 
e»ipère. 

Schottner  (Franz),  —  Sur  la  détermination  du  coefficient  df 
frottement  inlérietir  des  liquides  visqueux.  (477"49o). 

Les  expériences  fait»'"*  iiioiiirent  la  portée  de  la  formule,  due  à  Stoke*,  àin^ 
la  détermination  du  coeffirient  de  frotleuieiit  intérieur  des  liquides. 

Lippich  (F,),  —  Sur  la  marche  des  rayons  lumineux  dans  une 
sphère  homogène.  (5iG-53(),  avec  une  planche). 

L'auteur  s'occupe  de  la  solution  du  problème  suivant  :  *  Sur  une  spW're  ho- 
mogène tombe  un  faisceau  iiilininienl  mince  de  rayons  homoccntriques,  od 
demande  le  lieu  des  deux  images  forniées  par  le  rayon  émergent  dans  le  ri< 
général  où,  avant  l'énicrsion,  le  faisceau  a  subi,  dans  l'intérieur  de  la  sphêrfi 
un  nombre  quelconque  de  rénexions». 

f/oceicir  (D*"  F.).  —  Sur  la  solution  des  problèmes  de  Dvnamiqwe 
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au  moyen  des  équations  aux  dérivées  partielles  de  Hamilton. 
(  567-594  ). 

L'auteur  examine  quelques  problèmes  simples  de  Dynamique,  dans  le  cas  où 
se  conserve  le  principe  de  la  force  vive,  et  il  cherche  à  déterminer,  au  moyen 
d'un  certain  nombre  d'intégrales  du  mouvement,  le  plus  grand  nombre  possible 
d'intégrales  particulières. 

Lignar  («/.).  —  Sur  une  influence  locale  relative  aux  observations 
magnétiques  de  Vienne  pendant  la  période  1860-1871.  (SgS- 
60a). 

Schuhmeister  {J.).  —  Recherches  sur  la  diflfusion  des  solutions 
salines.  (6o3-6-26,  avec  trois  gravures  sur  bois). 

Détermination,  au  moyen  d'une  méthode  due  à  Stefan,  des  coefficients  de 
diffusion  d'une  série  de  sels  importants.  L'auteur  montre  que  le  coefficient  de 
diffusion  décroit  quand  la  température  augmente,  et  qu'il  est  considérablement 
plus  grand  pour  les  solutions  concentrées  que  dans  le  cas  d'une  faible  concen- 
tration. Ce  résultat  est  en  contradiction  avec  la  loi  élémentaire  de  Fick. 

Stefan  (/.).  —  Sur  la  divergence  entre  la  théorie  du  magnétisme 
d'Ampère  et  la  théorie  des  forces  électromagnétiques.  (ôSp- 
679,  avec  deux  gravures  sur  bois). 

Le  travail  contient  une  comparaison  de  la  théorie  électrodynamique  du  ma- 
gnétisme dans  sa  forme  la  plus  générale  et  de  la  théorie  électromagnétique; 
l'auteur  prend  en  considération  non  seulement  les  couples,  mais  aussi  les 
sommes  des  forces  exercées  par  un  élément  de  courant  sur  un  courant  élémen- 
taire. 


iciue 


Weyr  (Emil).  —  Sur  les  involutions  de  n*^"*'  degré  et  de  A'^ 
espèce.  (680-698). 

Une  multiplicité  ^-uple  de  n  groupes  élémentaires  placés  sur  un  support 
rationnel  (par  exemple  des  points  sur  une  courbe  rationnelle)  prend  le  nom 
d'involution  de  w'*"'  degré  et  de  A''*"*  espèce  et  est  désignée  par  ij  lorsque 
chaque  groupe  se  trouve  déterminé  si  l'on  se  donne  k  éléments.  Chaque  élément 
peut  être  compté  plusieurs  fois,  k  —  l  éléments  quelconques  apparaissent  dans 
(/-+-i)(/i  —  k)  groupes  avec  un  élément  (/h-i)"p'"  dans  chacun;  le  nombre 
des  éléments  (A: -4-i)»p'"  d'une  iJ  est  égal  à  (A^  4-i)(/i  —  A).  Si  k  éléments 
d'une  In  appartiennent  à  deux  groupes,  ils  appartiennent  à  une  infinité  de 
groupes;   ils  constituent  alors  ce  que  l'on  appelle  un  groupe  neutre.  Une  iJi 

possède  ^ couples  d'éléments  neutres.  Dans  une  Ij,  chaque  élé- 

I             .        (n.  —  a)(/*  —  •^).,  .  r^  »ii 

ment  se   présente   dans ^ triplets  neutres.    Dans   une   I,^,  deux 
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élémenti»  quelconques  apparaissent  dans ^ ^  quadraplett  nentics. 

I  «3 

Dans  une  !«,  Ar  —  a  éléments  quelconques  apparaissent  dans  • — ^ — - — — ^ 

groupes  neutres.  Les  groupes  neutres  d'une  1%"^  forment  une  ISt).  Une  lî  ot 
déterminée  par  (Ar  +  i)  groupes  indépendants  l'un  de  l'autre.  Les  applieatisai 
aux  courbes  rationnelles  planes  du  i»'*~  ordre  et  aux  courbes  ratHMadles 
gauches  du  i»'***  ordre  se  déduisent  facilement.  Pour  les  premières,  les  groupes 

de  points  placés  en  ligne  droite  forment  une  iSi  les  - — ~"'^^*      *  .  OMpki 

neutres  sont  les  points  doubles  de  la  courbe  et  les  3(ii  —  a)  éléments  triplei 
sont  les  points  d'inflexion,  etc.  Pour  les  courbes  gauches,  les  groupes  de  poists 
situés  dans  un  plan  forment  une  l2«  les  triplets  neutres  se  trouTent  sur  lei 
sécantes  triples,  les4(i  —  3)  éléments  quadruples  sont  les  points  de  coatict 
des  plans  osculateurs  stationnaires,  etc. 

Donath  (D'  Julius).  —  La  chaleur  spécifique  de  l'oxjde,  de 
Tox^dule  d^urane  et  le  poids  atomique  de  l'urane.  (699-704)* 

Barchanek  (Clemens).  —  Rapports  entre  les  droites  et  les  lignes 
du  second  ordre  qui  sont  données  par  un  diamètre  et  une  corde 
conjuguée.  (712-722,  avec  une  planche). 

Niessl  (6r.  t;.).  —  Détermination  des  trajectoires  de  deu\  mé- 
téores observés  le  12  janvier  1879  en  Bohême  et  dans  les  pars 
limitrophes.  ( 728-744 )• 

Puluj  (D*^  /.).  —  Sur  le  frottement  intérieur  dans  un  mélange 
d'acide  carbonique  et  d'hydrogène  (745-756,  second  Mémoire). 

Le  travail  contient  le  calcal  des  observations  de  Fauteur  au  mo3'eD  delà  iot- 
mule  de  Maxwell. 

Kantor  {S.),  —  Nouvelles  relations  symétriques  dans  la  théorie 
du  quadrilatère  complet.  (757-763,  suite). 

Développement  d'une  série  de  théorèmes  sur  un  quadrilatère  inscrit  à  ua 
cercle.  L'auteur  donne  à  la  fois  des  relations  de  position  et  des  relations  nié- 
triques  de  forme  symétrique. 

Kan(or{S.).  —  Sur  deux  surfaces  particulières  de  sixième  classe. 

(768-786). 

1"  A  rextéricnr  d'une  surface  du  second  ordre  F,  se  trouvent  trois  points 
fixes  A,,  Aj,  A/,  d'un  pr»int  P  de  l\y  on  projette  les  points  A,,  A„  A.  sur  F,,  c** 
qui  donne  trois  points  tels  que  le  plan  qui  les  contient  enveloppe  uoc  surfac*" 
♦le  sixième  classe  *^  lorsque  le  point  V  décrit  la  surface   K,.    Celte  surface.  n«" 
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possède  un  plan  tangent  quadruple,  est  inscrite  dans  un  cône  de  troisième 
classe,  etc. 

a*  A  rextérieur  de  F,  se  trouvent  quatre  points  A,,  A,,  A,,  A,,  qui,  projetés 
d'un  point  P  de  la  surface  F,  sur  cette  surface  donnent  quatre  points  sommets 
d'un  tétraèdre  bomologique  du  tétraèdre  A,,  A,,  A,,  A^.  Le  plan  d'homologie 
enveloppe  une  surface  de  sixième  classe  lorsque  le  point  P  décrit  la  surface  F,. 

L'auteur  étudie  ces  deux  surfaces  et  déduit  de  son  examen  une  quantité  de 
théorèmes  intéressants. 

Kanlor  (5.).  —  Sur  certains  faisceaux  de  courbes  du  troisième 
et  du  quatrième  ordre.  (787-798). 

L'auteur  étudie  les  faisceaux  de  courbes  du  troisième  ordre  qui  ont  plusieurs 
points  d'inflexion  en  commun  aux  points  qui  constituent  la  base  du  faisceau, 
et  aussi  des  faisceaux  de  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  en  partie  des 
points  d'ondulation  aux  points  de  base.  Si  les  courbes  d'un  faisceau  du  qua- 
trième ordre  ont  trois  sommets  comme  points  d'ondulation  communs,  il  y  a 
toujours  un  quatrième  sommet  qui  jouit  de  cette  propriété.  De  plus,  l'auteur 
arrive  à  cette  proposition.  Sur  chacun  des  six  côtés  d'un  quadrilatère  complet 
se  trouvent  trois  points,  deux  sommets  du  quadrilatère  et  le  point  d'intersec- 
tion du  côté  avec  le  côté  opposé;  ces  trois  points  déterminent  sur  le  côté  une 
involution  qui  possède  deux  points  doubles.  On  obtient  ainsi  douze  points 
doubles  de  celte  espèce,  deux  sur  chaque  côté.  Par  ces  douze  points  doubles  et 
les  quatre  sommets  du  quadrilatère  passent  une  infinité  de  courbes  du  quatrième 
ordre  pour  lesquelles  les  quatre  sommets  sont  des  points  d'ondulation  communs. 

Tome  LXXX. 

Kolin  (Gustav),  —  Sur  le  pentagone  complet  dans  lespace.  (7- 

10). 

Dans  un  pentagone  complet  de  l'espace,  chaque  côté  (ligne  qui  joint  deux 
sommets)  est  opposé  à  un  plan  (plan  déterminé  par  les  trois  autres  sommets). 
Les  dix  côtés  ou  les  dix  plans  coupent  un  plan  quelconque  en  dix  points  ou 
suivant  dix  droites  et  ces  droites  sont  les  polaires  des  points  relativement  à  une 
conique  déterminée  du  plan  choisi. 

Pscheidl  (  W.).  —  Sur  une  nouvelle  manière  de  déterminer  l'in- 
clinaison au  moyen  des  oscillations  d'un  barreau  aimanté.  (11- 
16,  avec  deux  gravures  sur  bois). 

Sterneck  {Robert  v.),  —  Sur  la  modifîcatlon  de  la  constante  de 
réfraction  et  la  déviation  du  pendule  sur  les  montagnes.  (61- 

97)- 

Résultais  et  discussion  des  observations  faites,  sur  les  hauts  sommets  du 
Steiermark  de  la  Bohème  et  de  la  Haute -Autriche,  sur  la  réfraction. 
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Doubrava  (  S).  —  Sur  le  mouvement  des  plaques  placées  entre 
les  électrodes  de  la  machine  de  Holtz.  (g8-ioo). 

L'auteur  donne  l'explication  du  fait  qu'une  plaque  se  dirige  yen  le  pôle  aé- 
gatif  (expérience  de  Waltenhofcn )  en  s'appuyant  sur  cet  autre  lait  coaaa  qie 
le  faisceau  positif  est  le  plus  long. 

Puluj  (D**  J,)>.  —  Sur  le  radiomètre  (i3a'>i36,  avec  une  planche). 


L'auteur  décrit  une  expérience  qui  montre  que  le  mouTement  da 
ne  peut  pat  proTcnir  des  courants  de  gaz  qui  se  produisent  sur  le  bord  de  tes 
ailettes. 

Waltenhofen  (D'yf.  v.).  —  Sur  une  mesure  directe  du  travail 
d'induction  et  sur  une  détermination  qui  s'en  déduit  de  l'équi- 
valent mécanique  de  la  chaleur.  (137-1 5o,  avec  deux  gravures 
sur  bois). 

L'auteur  démontre  expérimentalement  que  le  travail  qu'un  courant  électriqie 
est  capable  de  produire  dans  un  conducteur  est  égal  au  traTail  que  l'on  doit 
faire  pour  développer  par  induction  le  même  courant  dans  le  même  oondae- 
teur.  Des  nombres  trouvés,  l'auteur  déduit  l'équivalent  mécanique  de  la  duh 
leur. 

Goldstein  {Eugen).  —  Sur  la  phosphorescence  développée  par 
les  rayons  électriques.  (i5i-i56). 

Amesedcr  {Adolf),  —  Sur  les  coniques  quadruplement tangentes 
aux  courbes  du  quatrième  ordre  à  trois  points  doubles.  (187-192, 
avec  une  planche). 

L'auteur  montre  que  toute  eoni(iue  quadrnplement  tangente  est  le  support  de 
trois  involutions  quadratiques  de  tangentes  telles  que  chacune  d'elles  peut  avec 
un  faisceau  de  rayons  qui  lui  correspond  projectivement  engendrer  la  courbe. 

Ruth  [Franz)»  —  Sur  un  mode  de  génération  particulière  de  Thv- 
pcrboloïde  orthogonal  et  sur  des  faisceaux  de  cônes  et  d'hyper- 
boloïdes  orthogonaux.  (:>.5--s>.8(i,  avec  une  planche). 

L'auteur  discute  à  fond  l'hyperboloïde  cquilatère  en  le  considérant  comme 
engendré  au  moyen  de  deux  faisceaux  de  plans. 

Exner  (D*"  Franz),  —  Sur  la  cause  de  la  production  d'éleclricilé 
par  le  contact  des  métaux  hétérogènes.  (3o7-32'j). 

L'auteur  prétend  démontrer  par  ses  recherches  que  ce  que  l'on  appelle  dec- 
irlcitc  de  contact  est  produit  par  Toxydation  des  métaux  qui  se  touchent. 
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Mach  {E,)  et  Doubrava  (S.).  —  Observations  sur  les  différences 
qui  existent  entre  les  deux  états  électriques.  (33 1-345,  'avec 
quatre  gravures  sur  bois). 

Les  recherches  faites  constatent  simplement  l'influence  de  la  matière  sur  les 
deux  états  électriques. 

Bobek  [Karl),  —  Sur  une  courbe  rationnelle  du  quatrième  ordre. 
(361-391,  avec  trois  planches). 

Les  courbes  sont  considérées  comme  engendrées  par  des  faisceaux  de  coniques 
ayant  en  commun  trois  points  de  base.  L'auteur  donne  à  la  fin  l'ensemble  des 
espèces  de  courbes  qui  ne  se  ramènent  pas  l'une  à  l'autre  par  collinéation. 

Streintz  {Heinricli).  —  Compléments  à  la  connaissance  de  l'élas- 
ticité de  retard.  I.  (397-438)* 

L'auteur  montre  que  le  décrément  logarithmique  d'un  fil  tendu,  animé  d'os- 
cillations de  torsion  est  indépendant  de  l'amplitude  des  oscillations,  de  la  ten- 
sion, de  la  longueur  du  diamètre  du  fil,  etc.,  on  peut,  au  contraire,  constater 
l'influence  de  la  température. 

Tumlirz  (D*"  O.  ).  —  Sur  la  vitesse  de  propagation  du  son  dans 
les  tuyaux.  (439-442,  avec  deux  gravures  sur  bois). 

Mach  {E.)  ei  Sinionides  (/.)•  —  Nouvelles  recherches  sur  les 
ondes  produites  par  les  étincelles.  (476-486,  avec  six  gravures 
sur  bois). 

Si  l'on  tire  d'une  plaque  noircie  à  la  suie  en  deux  points  et  simultanément 
des  étincelles,  on  observe  des  phénomènes  d'interférence  que  les  auteurs 
étudient  de  près.  Ils  considèrent  en  outre  des  phénomènes  de  réflexion  et  de 
réfraction. 

Ameseder  (Adolf).  —  Sur  les  courbes  rationnelles  de  troisième 
et  de  quatrième  ordre.  (487-499,  avec  une  planche). 

Application  du  mode  de  génération  de  ces  courbes  déjà  relaté  plus  haut. 

Hann  (J,).  —  Recherches  sur  le  régime  des  pluies  d'Autriche- 
Hongrie.  (571-635). 

Eder  (D^  Joseph-Maria),  —  Un  nouveau  photomètre  chimique 
à  Toxalate  de  mercure  pour  la  détermination  de  l'intensité  des 
ra)^ons  ultra-violets  de  la  lumière  du  jour  avec  des  compléments 
à  la  photochimie  du  chlorure  de  mercure.  (636-66o). 
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Beitlinger  (Edmund)  et  Urbanitzky  {Aljr.  v.).  —  Sur  les  phé- 
nomènes offerts  par  les  tubes  de  Geissler  sous  une  action  exté- 
rieure. I*' Mémoire.  (665-686). 

Ce  trarail  coDtieiit  un  exposé  rapide  et  complet  des  résultats  des  observatioa» 
faites  par  les  auteurs  sur  les  phénomènes  d'attraction  et  de  répolsioB  de  la  co- 
lonne lumineuse  des  tubes  de  Geissler. 

BoUzmann  {Ludwig).  —  Sur  les  forces  qui  agissent  sur  les  corps 
diamagnétiques.  (687-714)* 

L'emploi  d'une  méthode  nouvelle  et  directe  pour  déterminer  le  coeflideat  de 
diamagnétisme  du  bismuth,  méthode  qui  consiste  à  mesurer  Teflet  exercé  sur  des 
corps  diamagnétiques  dans  un  champ  magnétique  non  homogène,  permet  i 
l'auteur  de  développer  la  théorie  compliquée  qui  se  rapporte  à  l'action  d'aae 
spirale  cylindrique  sur  un  cylindre  diamagnétique  de  même  axe,  la  répolsioa 
exercée  par  une  sphère  sur  la  limite  d'une  spirale  cylindrique;  l'auteur  déter- 
mine enfin  le  moment  de  torsion  autour  d'un  axe  vertical  qu'exerce  une  spi- 
rale sur  un  barreau  cylindrique  diamagnétique. 

Kantor  {S.).  —  Sur  un  genre  de  configuration  dans  le  plan  et 
dansTespace.  (715*723). 

L'auteur  considère  les  configurations  constituées  par  m  as*"*"  complets  placêi 
soit  dans  le  plan,  soit  dans  l'espace  et  dont  les  sommets  se  trouvent  sar 
n  rayons  d'un  faisceau. 

Gegenbauer  (L.),  —  Sur  les  fractions  continues.  (763-770). 

Examen  des  relations  qui  existent  entre  les  dénominateurs  du  dévcloppcmeot 
en  fraction  continue,  d'une  fonction  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives 
entières  de  la  variable. 

Liznar  (/.).  —  Mesures  magnétiques  effectuées  à  Krcmsmùnsler 
eu  juillet  1879.  (776-784). 

Anton  {Ferdinand).  —  Détermination  de  la  trajectoire  de  la  pla- 
nète (iw)  Bertha.  (785-820). 

Burg  {Adam).  —  Sur  Faction  des  soupapes  de  sûreté  des  chau- 
dières à  vapeur.  (872-91?.,  avec  six  gravures  sur  bois). 

Trcbitscher  {Michacl).  —  Sur  la  réduction  d'un  faisceau  de 
courbes  du  second  ordre  à  un  faisceau  de  rayons.  (9i3-<)4^^). 

L'auteur  cuipluie  une  truu»rorniatiun  plane  quadratique  où  les  points  circu- 
laires à  l'infini   <onl  des   points  doubles  pour  transformer  un   faisceau  de  '^ 
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niques  en  un  faisceau  de  rayons;  il  examine  ainsi  des  problèmes  concernanl  les 
coniques  et  les  faisceaux  de  coniques  à  des  problèmes  relatifs  à  des  faisceaux 
de  droites. 

Winckler  (D'-^.).  —  Sur  le  dernier  multiplicateur  des  équations 
diflférenti elles  d'ordre  supérieur.  (948-965). 

L'auteur  s'occupe  de  quelques  cas  très  généraux  où  l'équation  diflférentiellc 

qui  définit  le  dernier  multiplicateur  — -^^  = ^^^=^  est  intégrable  même  si 

le  second  membre  contient  les  deux  variables  x  tty.  Il  montre  que,  pour  ob- 
tenir le  théorème  de  Malmsten  [Mémoire  sur  l'intégration,  etc.  {Journal  de 
LiouvUle,  t.  VII J],  il  n'est  pas  nécessaire  de  généraliser  la  théorie  de  Jacobi. 

Mautner  {Josef),  —  Caractères,  axes,  diamètres  conjugués  et 
points  conjugués  des  coniques  d'un  faisceau.  (973-1022,  avec 
dix  gravures  sur  bois). 

Démonstration  et  extension  à  l'aide  des  coordonnées  lignes  homogènes  des 
théorèmes  énoncés  par  Steiner  à  la  page  874  du  LV*  Volume  du  Journal  de 
Crelle. 

Migotti  {Adolf),  —  La  ligne  de  striction  de  l'hyperboloïde  con- 
sidérée en  tant  que  courbe  rationnelle  du  quatrième  ordre. 
(io23-io36). 

Expression  des  coordonnées  homogènes  du  point  de  la  ligne  de  striction  en 
fonction  entière  et  du  quatrième  degré  d'une  variable  t.  L'auteur  développe  et 
interprète  dans  le  cas  présent  les  théorèmes  donnés  pour  les  courbes  gauches 
rationnelles  et  du  quatrième  ordre  par  Cremona,  Bertini  et  Weyr. 

Weyr  {Emii).  —  Sur  les  coniques  triplement  tangentes  à  une 
courbe  plane  de  troisième  ordre  et  de  quatrième  classe.  (io4o- 
1046). 

On  obtient  les  C,  triplement  tangentes  à  C^  comme  enveloppes  des  droites  qui 
relient  les  couples  de  points  formant  sur  C^  une  involution  quadratique. 

Exner  (D*"  Franz),  —  Sur  la  théorie  des  éléments  galvaniques 
inconstants.  (loSS-io^S). 

Un  élément  galvanique  (Smée,  Volta)  à  un  seul  liquide  reçoit  la  dénomina- 
tion ^'inconstant. 
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ATTI  DBLL4  R.  AOCADBHIA  DILUI  SuiXES  M  ToftUfO  (').  Ill*8*. 

Tome  XIV;  187S-79. 
Hermite  {Ch.y  —  Sur  Tinlégrale 

(91-124). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  les  formules 

d5  = -: »         I     <f«  =:  axcoiav, 

i-T-5  sina»         »/#■  —  - 

et,  après  avoir  montré  que  la  première  est  une  conséquence  de  la  seconde,  il 
introduit  dans  cette  dernière  les  limites  o  et  1  en  montrant  que 


dz  =:  xcotar. 


Il  fait  voir  par  ces  formules  le  lien  qui  existe  entre  les  deus  théories  des  fonc- 
tions circulaires  et  des  intégrales  eulériennes.  A  Tégard  des  fonctions  circulaires 
il  lève  une  difficulté  qui  se  présente  dans  le  développement  en  série  de  la  co- 
tangente 


I  30  3<i  aa 

1:  cotar  =  — h 


a       a*  —  i       a'  —  4       ^ — 9 

Celle  difficullé  consisle  en  ce  qu*en  remplaçant  a  par  fVz,  cl  en  supposante 
infini,  la  limile  du  premier  membre  est  — ir  ou  4-  fi:  suivant  que  a  croll  par 
valeurs  posilives  ou  ncgalives,  tandis  que  le  second  membre  n'a  pas  cette  mém^ 
limile.  L'auteur  love  celte  difficulté  par  la  considération  du  reste  R.  de  la  série, 
pour  lequel  il  obtient  l'expression 


dx. 


ayant  remplacé  a  par  ia,  et  posé  le  nombre  des  termes  n  ~  \a.  Il  montre  que 
si  Ton  suppose  à  la  fois  infinis  l'argument  a  et  le  nombre  /i,  la  limite  Je  U 
somme  des  termes  S,  e»t  indéterminée,  mais  qu'on  a 

S^  —  H«  ==  —  «r. 

Puis,  après  avoir  établi  le  développement  du  sinus, 

sinaT  —  naii |(i y  \  ...  fi -1  » 

\         '  /\         \J         \        «"/   ._^  a 

I  -t-  — 
n 


(•)  Voir  IhiUetin,  11,,  p.  -».Vi. 
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où 

r  ®  o«jf  -u  p(»-«)j^  —  p*  —  I 


K^l 


il  passe  à  considérer  l'intégrale 

0 


/> 


dont  R^y  R'/i  sont  des  cas  particuliers. 

Pour  ce  qui  est  des  intégrales  eulériennes,  l'auteur  partant  du  développement 
du  sinus  donné  plus  haut  arrive  à  établir  une  relation  démontrée  par  Cauchy 
dans  les  Nouveaux  exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  t.  II, 
p.  386.  La  méthode  suivie  par  l'auteur  dans  la  démonstration  est  le  développe- 
ment d'une  indication  donnée  par  Cauchy  dans  son  Mémoire  sur  les  intégrales 
entre  des  limites  imaginaires. 

Negri  (C).  —  Sur  une  relation  entre  les  lignes  d'ombre  des  sur- 
faces de  révolution  et  des  hélicoïdes,  et  sur  quelques  propriétés 
de  ces  mêmes  lignes.  (116-124). 

L'auteur  étudie  les  relations  qui  existent  entre  les  séparatrices  et  les  lignes 
d'ombre  portée  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  surface. 

Bruno  (G.),  —  Sur  une  propriété  de  deux  quadriques  homo- 
focales.  (i25-i4o). 

La  propriété  en  question  est  exprimée  par  une  inégalité  satisfaite  par  les  coor- 
données d'un  foyer  d'une  section.  L'auteur  donne  ensuite  la  résolution  des  pro- 
blèmes suivants  : 

Trouver  un  plan  qui  coupe  une  quadriquc  donnée  suivant  une  conique  ayant 
un  foyer  en  un  point  donné. 

Trouver  les  foyers  de  la  section  d'une  quadrique  avec  un  plan  donné. 

Placer  une  conique  donnée  sur  une  quadrique  donnée. 

Saint'Robert  (P,  de).  —  Quelques  mots  sur  un  Mémoire  du 
capitaine  F.  Siacci   sur  le  pendule  de  Léon  Foucault,  (i4i' 

i44). 

Dorna  (A,),  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (iSg-iôS). 

Siacci  (F.),  —  Quelques  mots  de  réponse  au  comte  de  Sainl- 
Robert.  (211-216). 

Basso  (C).  —  Sur  l'allongement  des  conducteurs  filiformes  tra- 
versés par  le  courant  électrique.  (349-373). 
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D'Ovidio  (E.).  —  Théorèmes  sur  les  systèmes  de  surfaces  da 
deuiLième  ordre.  (45a-43S)« 

Soient  ^  un  faisceau  de  quadriques,  eUtcd  le  tétraèdre  conja^é,  e,  /,  g  les 
points  où  un  plan  donné  est  tonché  par  des  surfaces  du  faisceau.  Il  j  a  imûours 
un  autre  faisceau  V  dont  tMe/g  est  le  tétraèdre  conjugué,  et  dont  trois  iurfaces 
touchent  en  b,  c,  d  le  plan  bcd, 

Dorna  {A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  TObserva- 
toire  astronomique.  (456-458). 

Genocchi.  —  Sur  deux  lettres  de  Lagrange  publiées  par  B.  Boa- 
compagni.  (4 59-4^3  )• 

Dorna  {A.).  —  Sur  l'instrument  portatif  des  passages  de  Steger 
et  sur  les  équations  fondamentales  dont  dépend  l'usage  de  cet 
instrument  et  des  instruments  des  passages  en  général.  (364- 

573). 

Pittaluga  (Ér.).  —  Sur  les  axes  élastiques.  (707-720). 

Dorna  {A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  Tobserva- 
toire  astronomique.  (730-732). 

Bruno  (G.).  —  Démonstration  géométrique  de  quelques  pro- 
priétés de  la  surface  engendrée  par  la  courbe  logarithmique 
tournant  liélicoïdaiement  autour  de  son  asymptote.  (735-747)- 

Cette  surface  peut  être  aussi  enRendréc  par  le  mouvement  hélicoTdal  d'une 
spirale  logarithinique. 

De  quel(|ues  considc^rations  faites  en  établissant  les  propriétés  de  cette  surface 
Fauteur  déduit  la  démonstration  d'un  théorème  relatif  à  un  triangle  qui  tourne 
dans  un  plan  autour  d'un  sommet,  et  change  de  dimensions  en  restant  toujours 
semblable  à  lui-même. 

Siacci  (/'.)•  —  Sur  le  mouvement  sur  une  courbe  plane.  (730- 
760). 

Si  un  point  décrit  une  courbe  plane  et  que  l'on  décompose  raccéicralion  en 
deux.   Tune  passant  par   un   point   fixe   quelconque,   l'autre  dirigée  suivant  la 

r   T 

tangente   à   la   courbe,   la    première  sera   donnée  par »    la   seconde  par 

P    ? 
T  dT 

>  r  étant  le  rayon  vecteur,  p  la  distance  du  point  fîxe  à  la  tangente,  0  le 

rayon  de  courbure,  s  l'arc  et  T  une  fonction  arbitraire. 

Gomme  conséquence  de  ce  théorème,  l'auteur  démontre  aussi  que  deux  force* 
F,  F'  passant  par  deux  points  fixes  différents  feront  parcourir  à  un  même  poini 
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une  même  courbe,  si  Ton  a 

p'     p" 

C,  C  étant  les  moments  des  vitesses  initiales,  et  que  cela  a  lieu  aussi  bien  dans 
le  vide  que  dans  un  milieu  dont  la  résistance  soit  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse. 

A  l'égard  du  théorème  de  M.  Bonnet,  l'auteur  observe  qu'on  peut  ne  pas 
comprendre  au  nombre  des  forces  qu'on  a  à  considérer  la  résistance  du  milieu, 
lorsqu'elle  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

Lorsqu'un  point  décrit  d'un  mouvement  uniforme  la  courbe 

(I)  ^  4..^  H H  -j  =const., 

Px       Pi  Pi 

la  force  centripète  peut  être  décomposée  en  n  forces  passant  par  n  points  fixes, 
et  dont  chacune  ferait  parcourir  au  point  cette  même  courbe.  Si  la  résultante 
passe  aussi  par  un  point  fixe,  on  a  une  propriété  analogue  pour  la  courbe 

C»       Cî        C|  CJ 

—    ^r    ^^    -4~  '^~~   ~4~  •  •  •  — ^  ■^—  • 

P'     Pi      Pi  Pi 

L'auteur  considère  en  particulier  le  mouvement  sur  une  ellipse,  et  trouve 
enfin  l'expression  du  temps,  lorsqu'un  point  parcourt  une  ellipse  sous  l'action 
de  la  résultante  de  plusieurs  forces  centrales,  dont  chacune  ferait  parcourir  au 
point  cette  même  ellipse. 

Dorna  (-^.).  —  Sur  la  détermi nation  du  temps  avec  rinstrument 
portatif  des  passages.  (761-766). 

Siacci  {F.).  —  Sur  le  mouvement  sur  une  courbe  gauche.  (946- 
95i). 

Si  un  point  décrit  une  courbe  gauche,  et  qu'on  décompose  l'accélération  en 
deux,  Tune  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  partant  de  la  projection  d'un  point 
fixe  sur  le  plan  osculateur,  l'autre  suivant  la  tangente,  la  première  sera  donnée 
par 


F=ilî!. 

la  seconde  par 

p'    9 

TrfT        T^  qdq       TdT 

~~  p'  ds       p*    ds    ~~  p'  ds 

q   T« 
~P^  pi"' 

p,  p,  étant  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  q  la  distance  du  point  fixe  à  sa 
projection  sur  le  plan  osculateur,  r  et  p  les  distances  de  cette  projection  au 
point  mobile  et  à  la  tangente,  T  une  fonction  arbitraire  représentant  le  produit 
de  p  par  la  vitesse. 

Ce  théorème  a  été  établi  par  M.  Cerruti  par  la  considération  d'un  complexe 
linéaire  (/?.  Accademia  dei  Lincei,  Transunti,  18  mai  1879).  M.  Siacci  en 
donne  ici  une  démonstration  indépendante  de  la  théorie  des  complexes. 
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tfOs^idio  (E.).  —  Extension  de  quelques  théorèmes  sur  les  fonnes 
binaires.  (963-971). 

On  connaît  les  relations,  dues  à  M.  Cayley,  Tune  entre  une  forme  cubique, 
ses  covariants  hessien  et  cubique  et  son  discriminaoty  l'autre  entre  une  ibrae 
biquadratique  et  ses  principales  formations  inTariantÎTes.  Ces  relations  et 
d'autres  aussi  sont  des  conséquences  d'un  théorème  de  Glebsch  spr  le  détenai- 
nant  fonctionnel.  Mais  la  démonstration  de  ce  théorème  suppose  que  les  de» 
formes  renferment  les  mêmes  variables  ;  et  de  plus  le  théorème  et  les  rdatioas 
de  M.  Cayley  ne  sont  plus  vrais  lorsqu'on  remplace  les  yariables  par  les  coef- 
ficients symboliques  d'une  autre  forme.  L'auteur  lève  ees  deux  restrietioas. 
Nous  citerons  la  relation  qu'il  donne  comme  remplaçant  celle  de  M.  Cayley 
pour  une  forme  cubique  u|[,  lorsqu'on  veut  considérer,  au  lieu  des  variables  \, 
\,  les  coefficients  symboliques  cv>,,  —  w^  d'une  forme  cubique  quelconque 

a(l(v)>'=  a[—  (««»)>'-»- î(p«)0  —  (<w)(iw')(f?' IV') (v''«»)(«>^ir'). 

Dorna  {A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  TObsenra- 
toire  astronomique,  (972). 


Tome  XV  ;  1879-80. 

Dorna  {A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (24-53). 

D'Ovidio  (E,),  —  Sur  les  covariants  linéaires  fondamentaux  de 
deux  cubiques  binaires.  (267-5170]). 

M.  Sylvcster  a  prouvé  a  priori  que  deux  des  huit  covariants  linéaires  simol- 
tancs  de  deux  formes  cubicfues  binaires,  ceux  des  dejfrrs  \  et  3,  ou  3  et  J  par 
rapport  aux  coefficients,  doivent  s'exprimer  par  les  autres.  L'auteur  arrive  à 
cette  expression  par  deux  voies,  par  les  coefficients  indéterminés  et  par  U 
notation  symbolique.  Ce  dernier  procédé  a  été  communiqué  à  l'auteur  par  M.  le 
D'  Gcrbaldi.  Voici  l'expression  du  covarianl  linéaire  (/>A)(AV)V^  des  dcai 
formes  aiy  ol}  : 

où 

T    :(AV)\  S3r(BA)»,  ir={aai)\ 

D^Ovidio  {E,),  —  Sur  deux  covariants  simultanés  de  deux  formes 
binaires  biquadratiqiies.  (3oi-3o/{). 

L'auteur  arrive,  par  une  voie  différente  de  celle  suivie  par  M.  Sylveslcr,  à  la 
décomposition  du  covariant  sextique  D,  et  du  biquadratique  D,. 

D^Oi^idio  (h\).  —  La  rcsnitanle  de  deux  formes  binaires  biqua- 
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dratiqiics  exprimée  par  leurs  invariants  fondamentaux.  (385- 

389). 

Dorna  {A,).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (4i5-4i(>). 

UO\,ndio  {£,).  —  La  relation  entre  les  huit  invariants  fondamen- 
taux de  deux  formes  binaires  biquadratiques.  (471-488). 

Siacci  {F.),  —  Sur  une  loi  de  réciprocité  dynamique.  (5i9-52o). 

On  peut  dans  les  équations  canoniques  de  la  Dynamique  et  dans  les  équations 
intégrales  considérer  comme  principales  les  variables  ou  constantes  conjuguées 
(toutes  ou  une  partie)  en  en  changeant  le  signe,  et  respectivement  comme 
conjuguées  les  variables  ou  constantes  principales.  Comme  conséquence  de  cette 
loi,  on  a  plusieurs  formes  qu'on  peut  donner  au  principe  d'Hamilton.  L'auteur 
cite  l'équation  suivante,  peu  différente  de  celle  d'Hamilton,  et  où  Ton  suppose 
qu'au  lieu  des  variations  des  coordonnées,  celles  des  vitesses  soient  nulles  aux 
limites  de  l'intégrale, 


6  f  (S-U)rf/  =  o, 


U  étant  la  fonction  des  forces,  et 

Il  énonce  aussi  une  autre  réciprocité  par  laquelle  si  l'on  regarde  comme 
variables  les  constantes  a^,  ^^  des  intégrales  canoniques  des  équations 

dq^  _  àH  dp^  __       dH 

dt   ~  ôp^^  dt    ""       dq^^ 

et  comme  constantes  les  /?,  g,  ces  mêmes  intégrales  seront  les  intégrales  des 
équations 

rfa,  ^  dH  ^r  _  _  Ëïï 

dt    ~"  d?/  dt   ~      âa/ 

Gribodo  (C).  —  Sur  une  propriété  des  pôles  d'un  faisceau  de 
rayons  en  involution.  (52i-53o). 

Le  lieu  du  pôle  d'une  involution  par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  invariable, 
passant  par  le  centre  S  du  faisceau  et  tournant  autour  de  ce  point,  est  une 
ellipse  qui  a  pour  axes  les  rayons  conjugués  orthogonaux  de  l'involution.  Les 
ellipses  relatives  à  la  rotation  de  tous  les  cercles  qui  passent  par  S  sont  homo- 
thétiques.  Si  le  centre  se  meut  sur  une  droite  du  faisceau,  le  lieu  des  pôles  est 
le  rayon  conjugué  de  la  perpendiculaire  à  cette  droite.  . 

Basso  (C).  —  Contribution  à  la  théorie  des  phénomènes  de  dif- 
fraction. (571-580). 
Bull,  des  Sciences  mathém,,  1*  série,  t.  X.  (  Vvril  1886.)  R.G 


Ht  SKCONDK  l'AIITlR. 

fyO(-itlio  (h'.).  —  Sur  les  formes  liinnircs  Ju  ciaquiùine  ordre. 
(3l)i-Gi")- 

Par  l'Application  d»  rMuIlati  ohlrniu  dans  »»  M^moirps  prrcïdrnU  sur  t(< 
fnrmM  binxires,  l'aulcur  joint  de  ooutriux  résullatï  i  ceux  dr  Clcbsrli  nlaiift 
à  l'exprcsi'toa  des  invariaots  cl  mvarianls  nno  ((iDdamcoLaui  d'une  formr 
bJnalrn  du  dnquième  ordre  par  lu  javarianls  et  covarianls  foadamcntaui,  M 

Sninn  (O.).  —  Sur  les  trii^ilrcs  trircctangulaires  dont  les  arêtes 
sont  tiiiilcs  nonnalcsà  une  quadriquc  donnée.  (6i~-62S). 

l.e  linu  dei  sommets  est  uoe  rnurlie  du  seizième  ordre.  Si  la  c|uadri<lui>  r^ 
un  parïliiiluVdij  Bllifitiqua,  dit  se  réduit  au  quatrième  ordre. 

Aforcrn  (G.).  —  Sur  une  nouvelle  construction  géométrique  du 
lliéoi-ènic  de  l'addition  des  intégrales  elliptiques.  (649-653). 

L'auteur  a  éli  amené  à  rtille  consirucLion  par  la  conaidèrition  in  raouTciaeil 
uniforme  et  rcctilignc  comme  uu  cas  particulier  du  mouvement  d'un  paiat 
sujet  i  l'attraction  de  deux  centres. 

Dorna(A.),   —  Présentation  des  éphéniérides  du  Soleil,  delà 
Lune  et  des  principales  planètes  pour  l'année  1881 .  (655-6;;)- 

Gerbaleii  (F,).  —  Sur  la  significalion  géométrique  du  covariant 
du  neuvième  ordre  d'une  forme  cubique  ternaire,  ("oj-jij'' 

L'auicur  obtient  la  signification  g£oméiri<|ue  du  cuvariant  Q  [notatino  i' 
ricbïcii  et  Gordan,  i/cber  cubisclie  ternâre  Formen  (tfatlt.Ann.,  Bd.  Vij]  to 
a[)pli(iuani  la  méthode  de  la  notation  symbolique  direciemeDl  i  la  forme  géné- 
rale, au  lieu  de  considérer  comme  Clebsch  la  forme  canonique.  Il  donne  l'ei- 
pression  de  quelques  formations  invarîanlives  par  les  fondamentales  et  quelques 
propri^ti^s  des  points  d'inflexion  des  cubiques  planes,  qui  résultent  âe>  Sarma 
différentes  qu'on  peut  donner  au  covariant  Q. 

Cufioni{G-).  —  Sur  l'équation  des  moments  d'inflexion.  (773- 

,84). 

Genocc/ii  (-4,).   —   La  Correspondance  de  Sopliie  GermaiD  ei 
Charles-Frédéric  Gauss.  (ygS-SoS). 

Sincci(F.).  —  Un  théorème  de  Mécanique  analytique.  (809). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  83 

Tome  XVI:  1880-81. 

# 

nichelmy  (P.).  —  Sur  les  roues  déniées.  (29-44)- 

Ferraris  (C).  —  Sur  les  lunettes  à  objectif  composé  de  plu- 
sieurs lentilles  placées  à  distance  entre  elles.  (45-70). 

Dorna  (A,).  — Présentation  de  quelques  travaux  de  TObserva- 
toire  astronomique.  (76-82)  et  (i 24-1 2,5). 

Denza  {D,-F,).  —  Les  étoiles  filantes  du  i4  novembre  1880  ob- 
servées à  Moncalieri  (i 26-1 35). 

Deltrami  {E,).  —  Sur  les  fonctions  cylindriques.  (20i-2o5). 

La  fonction  potentielle  d'un  anneau  circulaire  homogène  est  donnée  par 

V  rr  2M  f  [h\{br)e—''ydry 

a  cl  b  étant  la  demi-somme  et  la  demi-diiïérence  de  la  plus  grande  et  de  la 
plus  petite  distance  du  point  à  la  périphérie  de  Tanneau,  dont  M  indique  la 
masse.  L'auteur  part  de  la  formule 

oe 
grco.«  _   p^  (  ,.  )  _^.  2  V  p^  (  ,.  )  COS/1 8, 

1 

OÙ  les  fonctions  F^(r)  sont  liées  aux  fonctions  cylindriques  }^{r)  par  la  rela- 
tion 

l',.(iV)  =  i''J,(r). 

Il  retrouve  en  passant  des  formules  importantes  de  Neumann  et  Lipschitz  et 
arrive  à  la  relation  remarquable 

f'[P,(br)e-r]-dr=--  i  /"   ^f-— -. 

dont  l'expression  de  V  est  une  conséquence  immédiate. 

Basso  (G.).  —  Démonstration  d'une  propriété  géométrique  des 
rayons  réfractés  extraordinaires  dans  les  milieux  biréfringents 
à  un  axe.  (208-21 1). 

L'angle  que  le  plan  de  réfraction  extraordinaire  forme   avec  le  plan  d'inci- 
dence est  indépendant  de  l'angle  d'incidence. 

Dorna  (A,).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  TObserva- 
loire  astronomique.  (212). 


SECONDIÎ  PAUTIE. 
?/((' (.-(.).  —  Sur  une  proprù'li;  des  fondrons  interpola  ires. 

-375). 

•ira  (G.).  —  Sur  la  séparation  des  varialilcs  dans  les  équations 
mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface.  (276-395). 

rnl  f.  ^  les  conrdonnt^"  curvilignes  d'un  point  sur  une  surfarc,  Mf'.  if" 
ililriT^es  par  rapport  ïii  Irtnps.   L«i  condition»  m-cosairr^  et  iotHanlu. 
que  l'on  puisse  rRcc.tucr  la  si^paration  d»  varjublcs  f  et  ^,  «inl  : 
.Juc  l'ctpresïion  de  la  force  vive  s«il  de  la  (orme 

»(*?''  + 'Vf  ■). 
ant  une  fonction   ofi   le»  ç,  1^  -'"»>t     :piin^:,  cl  ■!•.  *)'  des  roociioiis  de  b 
ic  varialile  <p  cl  de  la  seule  variable  ^  rcspei^tivrmcrit  ; 
Juc  dans  le  prodiili  H  l',  \!  tftanl  lu  fonction  des  Tartes,  les  variables  snicnl 
séparées. 

I  (£'.).   —   Sur  les   pi-opri(^l(!s  foudamentalcs  des  com- 
tes linùaircs.  (3a7-33G). 
'lia  (A.).  —  Théorie  et  calcul  des  ressorts   ni^tallicjucs. 

tno  (  G.).  —  Construction  des  connexes  (  1 .  a  )  et  {  a,  a). 

1(1  {A.).  —  Préscnlalion   des  éphémérides  du  Soleil,  de  I» 
uune  et  des  planètes  principaux  pour  l'onniJe  i88a,  ((ialî-Oii"). 

Denza  {D.-F.}.  —  Sur  l'aurore  polaire  du  3i  janvier  1881,  (-içj- 

744). 
Bourguet  (Af.-L.).  —  Sur  la  détermination  des  maxtma  et  mi- 

nima  de  la  fonction  r(:r).  (758-772). 

expose  quelques  praprii-trs  de! 


vSa.y  y    ' 
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TomoXVII;  1881-82. 

Bruno  (C).  —  Sur  les  coniques  passant  par  trois  points  donnés^ 
et  tangentes  à  deux  droites  données.  (29-34). 

Bruno  (C).  —  Sur  les  quadrilatères  gauches  circonscrits  à  une 
quadrique.  (35-44)- 

Si  un  quadrilatère  gauche  est  circonscrit  à  une  quadrique,  les  quatre  points 
de  contact  ne  sont  pas  nécessairement  sur  un  même  plan,  comme  il  résulterait 
d'un  théorème  énoncé  par  Ponceict  dans  le  Traité  des  propriétés  projectives 
des  figures,  Paris,  i865,  t.  I,  p.  78. 

Peano  (G.),  —  Un  théorème  sur  les  formes  multiples.  (73-79). 
Soient  données  les  formes  multiples 

renfermant  une  série  de  variables  binaires^,,  a;,,  et  que  les  substitutions  eflfec- 
tuécs  sur  ces  variables  soient  indépendantes  des  substitutions  effectuées  sur  les 
autres.  Si  les  formes 

qui  ne  renferment  pas  les  x^  admettent  un  système  fini  de  formations  invarian- 
tivcs  fondamentales,  les  formes  données/,^,  ...  l'admettent  aussi. 

Dorna  (>!.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (80-82). 

Siacci  (F.).  —  Les  axes  statiques  d'un  système  de  forme  inva- 
riable. (241-242). 

Si  un  corps  dont  un  point  reste  fixe  est  soumis  à  l'action  de  forces  constantes 
d'intensité  et  direction,  il  y  a  quatre  droites  autour  desquelles,  faisant  tourner 
le  corps,  on  le  ramène  à  une  position  d'équilibre.  Ce  sont  ces  droites  que  l'auteur 
appelle  axes  statiques  et  dont  il  énonce  les  propriétés  principales. 

Kn  i883,  ces  axes  statiques  ont  été  repris  en  examen  par  M.  Padova  qui  a  fait 
connaître  leur  distribution  dans  l'espace  {Atti  del  /?.  Istituto  Veneto,  6*  série, 
t.  I,  1882-1883,  p.  1243  ). 

Dorna  (A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (253-255). 

Curioni  (G.).  —  Etudes  sur  la  résistance  des  corps  solides  à  la 
ilexlon.  (256-2()6). 


86  SECONDE  PARTIE. 

Pour  établir  les  équations  de  l'équilibre  dans  la  flexion,  on  suppose  que  les 
deux  coefficients  d'élasticité  par  tension  et  par  pression  soient  égaux,  ce  qui 
n'est  pas  vrai  en  général.  L'auteur,  en  tenant  compte  des  deux  coefficients  diffé- 
rents, établit  des  nouvelles  équations  d'équilibre  qui  n'ont  pas  cette  imperfec- 
tion, et  qui  se  réduisent  aux  anciennes  par  l'hypothèse  que  les  deux  coefficients 
soient  égaux. 

Dorna  (A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (267-269). 

Le  Paige  (C).  —  Sur  la  forme  quadrilinéaire.  (299-319). 

Zanotti-Bianco  {O,),  —  Notes  biographiques  sur  Jean-François 
Peverone,  mathématicien  de  Cuneo.  ( 320-824). 

Basso  (G.)*  —  S^^  ^^  ^^^  particulier  d'équilibre  d'un  solénoïde 
soumis  à  Faction  magnétique  terrestre  et  à  celle  d'un  courant 
électrique.  (358-367). 

Dorna  (A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (368-3 70). 

Piazza  (S.).  — Sur  les  correspondances  (1,2)  et  (i,3).  (43»- 

446). 

Genoccki  (A.).  —  Présentation  d'un  volume  intitulé  :  Corres- 
pondance inédite  de  Lagrange  et  d'Alembcrt  publiée  d'après  les 
manuscrits  autographes,  et  annotée  par  Ludovic  Lalanne.  (53 1- 
533). 

Gerbaldi{F,).  —  Sur  les  groupes  de  six  coniques  en  involution. 
(566-579). 

Peano  (G.).  —  Systèmes  de  formes  binaires  d'un  même  degré  el 
système  complet  d'un  nombre  quelconque  de  cubiques.  (58o- 
586). 

On  dit  que  deux  formations  invariantives  sont  d'un  même  type  lorsqu'on 
peut  les  déduire  l'une  de  l'autre  par  des  opérations  polaires. 

Soit  le  système  complet  des  formations  invariantives  de  N  formes  binaires 
d'un  même  degré  n\  on  aura  un  certain  nombre  de  types  auxquels  appartiennent 
les  formes  de  ce  système.  L'auteur  démontre  que  si  le  nombre  N  des  formes 
augmente  indénhimcnt,  le  nombre  des  types  reste  fini.  Ensuite  il  traite  le  cas 
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d'un  nombre  quelconque  de  cubiques  binaires,  et  démontre  qu'on  a  alors  dix 
types,  et  donne  aussi  le  nombre  des  formations  appartenant  à  chacun  de  ces 
types. 

Noçarese  (E,).  —  Sur  quelques  formules  de  Hermite  pour  l'addi- 
tion des  fonctions  elliptiques.  (607-621). 

Ces  formules  sont  données  par  l'auteur  sous  la  forme  de  rapport  de  deux 
déterminants  d'ordre  égal  au  nombre  des  arguments  et  sans  ambiguïté  de 
signe.  La  formule  relative  av  sin  am  avait  été  donnée  par  Clebscli,  comme 
l'auteur  en  avertit,  mais  sans  la  détermination  de  signe.  L'auteur  déduit  de  ses 
formules  quelques  relations  remarquables,  dont  nous  citerons  la  suivante  : 


(«•^-".-+-...H-".._.)  = 


/W-3      /m- 5 
*1  *1 


Cl  *1 


•    •    ■  • 


ayant  posé 


éTn-k 
^in  -I 


'#»!— I 


/7'-»A. 


«/M-l  ^ 


l 


■»»— 1 


■»»i— I 


tj  =  tnu-y 


t'r'  A, 


*         ^//l-|'*in-i 


Af  =  dnw.. 


>tn-i 


'.A. 


A„_. 


astigliano  (A.).  —  Sur  une  propriété  des  systèmes  élastiques. 
(703-71 3). 

£n  appelant  déplacement  du  point  d'application  d'une  force  la  projection  du 
»lacenient  effectif  de  ce  point  sur  la  direction  de  la  force,  l'auteur  démontre 
W^   théorème  suivant  : 

^  Si  P,  Q  sont  deux  des  forces  extérieures  appliquées  à  un  système  élastique 
,  g  les  déplacements  de  leurs  points  d'application,  le  coefficient  de  Q  dans 
pression  de  p  est  égal  au  coefficient  de  P  dans  l'expression  de  q.  » 

en  fait  quelques  applications  et  il  en  déduit  un  théorème  de  M.  Betti. 

.r^za  (-/V.).  —   Sur  un  déterminant  gauche  qui  se  présente 
s  l'étude  des  lunettes.  (714-722). 

-^ese  {E,).  —  Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques. 

3-739)- 

formules  que  l'auteur  a  données  pour  l'addition  dans  le  Mémoire  précé- 

«vraient  donner  celles  pour  la  multiplication  en  supposant  tous  lesargu- 

égaux   entre   eux.  Mais   les  seconds  membres  se  réduisent,  dans  cette 

,  à  la  forme  -•  L'auteur  lève  cette  difficulté  au  moyen  d'nn  théorème 

iacci  et  établit  des  formules  pour  la  multiplication  en  les  déduisant  de 
l'addition.  Voici  le  théorème  de  M.  Siacci  : 


supposant 


Xj  —  X,  —  J7j  —   ...   —  *^ii— I  —  «^ 


SECONUK  l'AHIIK- 


SJ=?.(j:.)p.(a:,)--.<p^.(aT^,l 

S.  ±  9.(  J)?',  (x) ..  ■  yj,"--,"  [ j;)    ^ 
ï±^.(*)f,t*)...4'i.''-,"(«) 

Scfnvnrs  {li.-A.).  —  Démonstration  i^Iémcnlaîrc  d'une  proprilli 
fondamentale  des  fonctions  inti-rpolairt^s.  (■jio--^'^)- 

ToracXVIlI:  18S2-8.I. 

Dorna{A.).  -  Éplicmôridcs  du  Soleil,  de  la  Lune  ci  des  pUèlcs 
jirinci{iales.  (^-^-fi-ï)- 

Denza  {F.).  —  Sur  lu  connexion  entre  les  éclipses  de  Soleil  et  le 
maguélisme  terrestre.  (io8-i32). 

Pasqiialini  {L.),  —  Sur  les  figures  électrochimiques  à  la  siirfiiw 
d'un  cj-lindre.  (i33-i4*')' 

Vollcrra  (  V'.).  —  Sur  les  ligures  clectroehimiques  à  la  suH'acc 
d'uQ  cylindre.  (147-168). 

M.  Volterra  lïtudic  matbi^niatiquccnc^nt  ce  phénomène  dans  la  période  lUilion' 
nuire,  11  cLatilïL  IcK  cnnditiuna  ouiqucllea  iliiiL  satUruire  Ih  Tunctùin  qui  di'Uni' 
la  distribution  de  la  force  électro motrice  A  la  surface  du  cylindre,  et  démontre 
(|uc  CCS  conditions  ne  peuvent  diïtcrminer  qu'une  seule  fonction.  Rosuilc,  il 
transforme  ces  conditions  pour  montrer  la  possibililiS  de  construire  cDiXtite- 
meot  cette  fonction,  et  donne  les  deux  formules 


l>  étant  Ja  densité  du  coura 
rayon   du  cylindre,  F„  la  fo 

sion  des  couches  visibles.  E 
mules  par  intégrales  ellipliqi: 


t  principal,  \l  la  conductibilité  du  liquide,  R  le 
A  la  surface  du  cylindre.  E  h 
Q  angle  qui  dépend  de  l'eilto- 
:  l'expression   de  ces  deux  for- 


D'Oiidio  (£".).  —  Présentation  d'un  nouveau  journal  de  Malhi'- 
maliqucs  du  professenrG.  Miltag-Loffler(^cf«  Âfathcnuiùca). 

(243-244). 


J 
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Dorna  (A.).  —  Observations  météorologiques  ordinaires  de  Tan 
1882. (287-296). 

Volterra  (  V,).  —  Sur  les  figures  électrochimiques  de  A.  Guébhard. 
(329-336). 

Apres  avoir  étudié  analytiquement  le  phénomène  de  Guébhard,  dont  il  fait 
remarquer  l'analogie  avec  celui  de  Tribe,  et  démontré  que  les  lignes  qui  se 
présentent  dans  ce  phénomène  a)rrespondcnt  aux  lignes  de  niveau,  Fauteur  dé- 
duit par  le  calcul  que  la  coïncidence  des  anneaux  de  Guébhard  avec  les  lignes 
de  niveau  peut  se  présenter  aussi  en  d'autres  circonstances  qui  n'ont  pas  encore 
été  soumises  à  l'expérience. 

Morcra  (G.).  —  Sur  les  propriétés invariantives  du  système  d'une 
forme  linéaire  et  d'une  forme  bilinéaire  alternée.  (383-4o2).  • 

Dorna{A,),  — Travaux  de  l'Observatoire  astronomique  de  Turin. 
(4io-4ii). 

Peano  {G.).  —  Sur  l'intégrabilité  des  fonctions.  (439-446). 

Dorna  {A.).  —  Travaux  de  l'Observatoire  astronomique  de  Turin. 
(517-520). 

Morera  (C).  —  Sur  le  problème  de  Pfaff.  (52i-53a). 

Au  moyen  des  résultats  obtenus  par  Maycr  [Ueber  unbeschrànkt  intcgrable 
Système  u.  s.  w.  {Afath,  Ann.j  Bd.  5,  p.  /|i8)]  la  méthode  d'intégration  suc- 
cessive de  CIcbsch  (Journ,  de  Crelle,  Bd.  GO)   conduit  au  théorème  suivant  : 

«  Si  une  expression  différentielle  linéaire  est  réductible  à  une  forme  cano- 
nique renfermant  p  fonctions  indépendantes,  pour  la  résolution  du  problème  de 
Pfaff,  on  doit  faire  les  opérations 

p  —  I,    p  —  3,    p  —  5,     ...  » 

Peano  (G.).  —  Sur  les  fonctions  intcrpolaires.  (073-580). 

Denza  (F»)-  —  Les  aurores  polaires  en  Italie  en  1882.  Note  I. 
L'aurore  polaire  du  16-17  ^ivril  188?..  (58i-()o<)). 

Jadanza  (/V.).  —  Sur  quelques  systèmes  dioptriques  composés 
de  deux  lenlilles.  (601-G18). 

Cappa{S.).  —  Sur  l'équilibre  d'un  système  de  quatre  forces  dans 
rcspace.  (()  19-69.6). 
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Démonstration  du  théorème  suivant  de  M.  Zucchetti  : 

«  Pour  un  système  de  quatre  forces  en  équilibre  dans  l'espace,  on  peut  con- 
struire une  infinité  de  polygones  funiculaires  quadrilatères  fermés  »  ; 

et  application  de  ce  théorème  à  la  résolution  de  deux  problèmes. 

Denza{F,).  —  Les  aurores  polaires  en  Italie  en  1882.  Note  II. 
L'aurore  polaire  du  19-20  avril  1882.  (679-690). 

Basso  (6r.).  —  Sur  le  phénomène  optique  appelé  nodus  Rosi. 
(Relation).  (691-698). 

Dorna{A.),  —  Quelques  travaux  de  l'Observatoire  astronomique 
de  Turin.  (719-720). 

Cappa  (S.).  —  Sur  la  transmission  du  mouvement  entre  deux 
axes  quelconques.  (738-740). 

Tome  XIX  ;  1883-84. 

Dorna  (A.).  —  tphémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  el  des  princi- 
pales planètes  pour  1884,  et  autres  travaux  de  l'Observatoire. 

(54-80). 

D^Ovidio  {E,),  —  Relation  sur  le  Mémoire  du  D*"  G.  Segre  inti- 
tulé :  Etude  sur  les  quadriques  dans  un  espace  linéaire  d^un 
nombre  quelconque  de  dimensions,  (8i-83). 

Dorna  {A.).  —  Relation  sur  le  Mémoire  de  l'Ingénieur  G.  de 
Berardinis  :  Sur  C écartement  de  la  ligne  géodésique  des 
sections  normales  dhine  surface,  (94-97)» 

Jadanza{N,),  —  Sur  les  systèmes  dioptriques  composés.  (99- 
117). 

D'Ovidio  (E,).  —  Relation  sur  le  Mémoire  du  D^  G.  Segre  :  Sur 
la  géométrie  de  la  droite  et  de  ses  séries  quadratiques,  (i38- 
139). 

D'Ovidio  {E.).  —  Relation  sur  le  Mémoire  du  D'  G.  Loria  : 
Reclierclies  sur  la  géométrie  de  la  sphère  et  leurs  applica- 
tions  à  U étude  et  à  la  classification  des  surfaces,  (i4o-i40* 


/ 
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Cappa  (S.).  —  Sur  la  limite  de  l'adhérence  entre  deux  cylindres 
qui  se  transmettent  le  mouvement  de  rotation.  (i54-i58). 

Segre  (C).  —  Sur  les  géométries  métriques  des  complexes  li- 
néaires et  des  sphères,  et  sur  leurs  analogies  mutuelles.  (109- 
186). 

La  géométrie  métrique  des  droites  et  des  complexes  linéaires  renferme,  comme 
cas  particulier,  la  géométrie  métrique  des  points  et  des  sphères.  On  déduit 
une  proposition  de  la  seconde  d'une  de  la  première  en  changeant  les  mots 
droites  et  complexes  en  ceux  de  points  et  sphères,  en  posant  toujours  égal  à 
zéro  l'angle  de  deux  droites,  et  en  substituant  la  distance  de  deux  points  au 
lieu  de  la  racine  carrée  du  moment  de  deux  droites  et  au  lieu  de  leur  interTalle. 

Dorna  {A .).  —  Travaux  de  l'Observatoire  astronomique  de  Turin. 
(268). 

Segre  (C).  —  Sur  les  surfaces  réglées  rationnelles  dans  un  espace 
linéaire  quelconque.  (SSS-S^a). 

Les  surfaces  réglées  de  l'ordre  n  dans  un  espace  de  n  -M  dimensions  se  dis- 
tinguent en  diverses  espèces  suivant  Tordre  de  la  directrice  d'ordre  minimum. 

Pour  n  impair  on  a groupes  et  pour  n  pair  -•  Les  surfaces  appartenant 

au  même  groupe  sont  telles  qu'on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  homo- 
graphie entre  deux  espaces  de  n  -t-i  dimensions.  L'auteur  donne  d'autres  pro- 
priétés de  ces  groupes  et  s'occupe  aussi  de  la  représentation  plane  de  ces  sur- 
faces réglées. 

Guidi  (C).  —  Sur  l'action  du  vent  sur  les  arcs  des  toitures.  (SjS- 
38o). 

Battelli  {A,),  —  Sur  les  systèmes  catoptriques  centrés.  (387- 
409). 

Curioni  (G,).  —  Sur  la  puissance  conjonctive  longitudinale  dans 
les  poutres.  (498-5i3). 

Siacci  (F,),  —  Quelques  théorèmes  sur  la  résistance  rencontrée 
par  une  surface  en  mouvement  dans  un  fluide.  (54 1-543). 

Dorna  (A.),  — Nouveau  matériel  scientifique  et  premières  obser- 
vations avec  des  anneaux  micrométriques  à  l'observatoire  de 
Turin.  (544-364)- 


92  SECONDE  PARTIE. 

Dorna  {^A .).  —  Travaux  de  l'Observatoire  aslronomiqiic  de  Turin. 
(565-566). 

Nos>arese  {E,),  —  Sur  les  accélérations  dans  le  mouvement  d'une 
figure  plane  dans  son  plan.  (66i-663  ). 

Les  directions  des  vitesses  des  points  d'une  droite  mobile  en  un  instant  quel- 
conque enveloppent  une  parabole.  L'auteur  étend  ce  théorème  aux  accélérations 
d'un  ordre  quelconque. 

Dorna  {A.),  —  Premières  observations  avec  des  anneaux  micro- 
métriques à  l'Observatoire  de  Turin.  Note  sur  la  détermination 
des  rayons  des  anneaux  micrométriques  par  des  étoiles.  (689- 

Charrier  {A,),  —  Lpbémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  prin- 
cipales planètes  pour  i885.  (718-739). 

Jadanza  {Jy»)-  —  Lunettes  réduites.  (769-790). 

Cappa  {S.).  —  Sur  le  mouvement  de  rotation  d'une  masse  liquide 
autour  d'un  axe.  (817-825). 

Dorna  (A,),  — Travaux  de  l'Observatoire  astronomique  de  Turiu- 
(83o-83i). 

Tardy  (P.).  —  Relations  entre  les  racines  de  quelques  équation^ 
fondamentales  déterminantes.  (835-848). 

Démonstration  de  quelques  théorèmes  donnés  par  ISf.  W.  Thomé  dans  ur» 
Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires. 

Loria  (G.).  —  Sur  la  géométrie  d'un  complexe  tétraédral.  (849-^ 

877)- 

L'aulcur  prend  pour  base  de  sa  méthode  la  représentation  du  complexe? 
tétraédral  sur  l'espace  ordinaire  constitué  de  points. 

Segre  (C).  —  Rechcrcbes  sur  les  faisceaux  de  cônes  quadrique»» 
dans  un  espace  linéaire  quelconque.  (878-896). 

Elude  synthétique  des  propriétés  de  ces  faisceaux.  L'auteur  retrouve  aussi-- 
par  la  voie  analytique,  ces  mêmes  propriétés  en  prenant  pour  point  de  dépar*- 
la  forme  canonique  donnée  par  M.  Kronecker  à  un  faisceau  de  formes  quadra-' 
tiques  dont  le  déterminant  est  =  o.  Il  en  déduit  que  la  classification  des  fais—' 
ccaux  de  cônes  quudriques  revient  à  celle  des  faisceaux  de  quadriques  déjà  éta^ 
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diée  par  M.  Scgre  môme  dans  un  aulrc  Mémoire  [Studio suite  quadriche,  etc. 
(  Mémo  rie  detta  B,  Accademia  dette  Scienze  di  Torino,  II"  série,  l.  XXXVI,  i884). 

Jadanza  (A'^.).  —  Sur  la  mesure  d'un  arc  de  parallèle  terrestre. 

(990-1003). 

Dorna  (A.).  —  Travaux  de  TObservatoire  astronomique  de  Turin. 
(ioo4). 

Padova  {E.),  —  Sur  la  rotation  d'un  corps  de  révolution  pesant 
qui  se  meut  autour  d*un  point  de  son  axe  de  symétrie.  (1007- 
1016). 

La  rotation  d'un  corps  de  révolution  pesant  autour  d'un  point  de  son  axe 
peut  être  remplacée  par  le  mouvement  relatif  de  deux  corps,  non  soumis  à  des 
forces  accélératrices,  tournant  autour  d'un  même  point,  et  ayant  dans  leurs 
mouvements  de  rotation  le  même  plan  invariable  et  le  même  mouvement  oscil- 
latoire moyen. 

Ce  théorème,  contenu  dans  un  Mémoire  inachevé  de  Jacobi,  a  été  démontré 
par  M.  Lottner,  à  l'aide  de  quelques  formules  données  par  Jacobi  même. 

M.  Padova  donne,  au  moyen  de  ces  formules,  une  nouvelle  démonstration, 
de  manière  à  faire  ressortir  les  relations  entre  les  constantes  des  mouvements 
considérés  et  à  montrer  la  nécessité  de  toutes  les  conditions  posées  dans  l'énoncé. 


Annali  della  R.  Scuola  Normale  Superiore  di  Pisa.  Scionzc  fisiche  e  ma- 
iemaliche.  In-S*". 

Vol.  I;  1871. 

P€tdova{E,).  —  Sur  le  mouvement  d'un  ellipsoïde  fluide  et  ho- 
mogène. (1-87). 

L'auteur  rappelle  quelques  résultats  déjà  connus  sur  cette  question  et  traite, 
eo  particulier,  le  mouvement  périodique.  En  partant  du  principe  d'Hamiiton 

5/(TH-eP)rf/  =  o, 

il  établit  par  un  nouveau  procédé,  et  écrit  sous  différentes  formes,  les  neuf 
équations  différentielles  qui  donnent  les  neuf  fonctions  du  temps  dont  dépend 
la  position  d'une  molécule. 

Il  étudie,  en  particulier,  les  mouvements  où  il  n'y  a  de  rotation  qu'autour  des 
ajtes  principaux  ou  autour  d'un  certain  autre  système  d'axes  orthogonaux. 
Dans  Tétude  des  mouvements  qui  ne  font  pas  perdre  à  un  ellipsoïde  de  révo- 
IvUon  sa  forme  symétrique,  l'auteur  supprime  la  considération  des  deux  fonc- 
tions auxiliaires  dont  Dirichlct  a  fait  usage. 
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Si  les  axes  de  Fellipsoïde  sont  constants,  deux  au  moins  des  composantes  des 
rotations  doivent  être  nulles  (nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  de  Rie- 
mann). 

Lorsqu'on  a  la  stabilité,  c'est-à-dire  lorsqu'en  ajoutant  une  petite  force  l'el- 
lipsoïde ne  fait  qu'osciller  et  tend  à  reprendre  sa  forme  primitive,  les  axes  font 
de  petites  oscillations  pendulaires.  Les  variations  des  axes  sont  périodiques  si 
les  périodes  des  composantes  sont  commensurables,  mais  ils  ne  peuvent  sabir 
des  variations  finies,  avec  cette  même  loi  de  variabilité. 

Si  deux  couples  de  composantes  des  rotations  sont  nuls  et  les  deux  de 
l'autre  couple  sont  périodiques  et  de  même  période,  les  axes  oscillent  pério- 
diquement et  avec  cette  même  période.  Ce  théorème  renferme  comme  cas  par- 
ticulier Tautre  de  Riemann  :  «  Si  deux  couples  sont  nuls  et  l'autre  est  con- 
stant, la  forme  de  l'ellipsoïde  est  aussi  constante.  » 

Bertini  {E,).  —  Sur  les  polyèdres  eulériens.  (89-132). 

D'abord  l'auteur  résume  quelques  propositions  données  par  M.  Jordan  [Re- 
cherches sur  les  polyèdres  (Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  aa)];  puis  il  se  pro- 
pose le  problème  de  la  classification  des  polyèdres  eulériens  par  la  considéra- 
tion de  deux  aspects  semblables  et  démontre  des  propriétés  importantes 
relatives  aux  cycles  d'éléments. 

Soient  A,  A,  deux  aspects  semblables  d'un  polyèdre  et  s^  l'élément  homo- 
logue de  Sj  s^  l'homologue  de  s^  et  ainsi  de  suite.  On  arrive  à  un  élément  t^ 
dont  l'homologue  est  s.  C'est  à  un  groupe  tel  que  s,  *„  *,,  ...,*.  que  l'auteur 
donne  le  nom  de  cycle.  Par  les  propriétés  des  cycles,  le  problème  de  la  classi- 
fication se  réduit  à  l'étude  de  cas  particuliers. 

Dans  un  appendice  est  donnée  la  solution  de  la  question  suivante  :  quelle  est 
la  manière  de  se  comporter  des  cycles  par  rapport  à  deux  aspects  semblable 
quelconques?  Les  d^si^tcis  fondamentaux  {ctMx  par  rapport  auxquels  les  cycles 
sont  d'un  même  nombre  d'éléments,  à  l'exception  de  deux,  qui  peuvent  ne 
contenir  qu'un  élément)  constituent-ils  un  cas  particulier,  ou  bien  le  cas  gé- 
néral de  deux  aspects  semblables?  L'auteur  démontre  que  deux  aspects  sem- 
blables quelconques  sont  fondamentaux. 

A  ce  Mémoire  fut  décernée  exceptionnellement  une  médaille  d'argent. 

Aschieri  {F.),  —   Sur  un  complexe  du  deuxième  degré.  (i33- 
i56). 

Ce  complexe  est  formé  par  les  droites  rencontrant  quatre  plans  donnés  en 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 

Tous  les  cônes  du  complexe  sont  circonscrits  au  tétraèdre  donné,  et  toutes 
les  courbes  du  complexe  sont  inscrites  dans  le  quadrilatère,  section  du  plan  de 
la  courbe  avec  le  tétraèdre.  Si  l'un  des  plans  est  à  l'infini,  les  cônes  passent  par 
l'origine,  et  les  courbes  sont  des  paraboles. 

Le  complexe  en  question  est  aussi   formé  par  les  droites  qui   font  un  angle 

droit  avec  leurs  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  quadrique.  Les  quatre 

plans  sont  alors  :    le   plan  de   l'infini  et  les  trois  plans  principaux  de  la  qoa- 

drique.  Le  complexe  est  le  même  pour  toutes  les  surfaces  dont  les  demi-axe* 

satisfont  à  la  relation 

a  —  c  =  \\{b  —  c), 
K  cl,int  une  constanle.  t 
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On  peut  en  ce  complexe  isoler  des  séries  simplement  infioics  de  droites,  cha- 
cune constituant  une  développablc  du  quatrième  ordre,  qui  a  pour  aréle  de 
rebrousscment  une  cubique  gauche. 

On  peut  même  considérer  ce  complexe,  en  deux  manières  différentes,  comme 
lieu  des  intersections  de  deux  séries  homographiques  de  complexes  linéaires. 

Un  autre  complexe  du  deuxième  degré  est  formé  par  les  droites  qui  ren- 
contrent deux  quadriques  données  en  quatre  points  harmoniques. 

D'Arcais  (F.),  —  Du  mouvement  sur  un  ellipsoïde  d'un  point 
soumis  à  Taclion  de  forces  qui  ont  une  certaine  fonction  poten- 
tielle. (iS^-iga). 

La  fonction  potentielle  est  supposée  de  la  forme 

Mj?«-h  N^"-{-  P-8% 

comme  dans  le  Mémoire  de  Neumann  :  De problemate  quodam  mechanico^  etc., 
{Journal  de  C  relie,  t.  56),  où  il  s'agit  du  mouvement  sur  une  sphère.  L'auteur 
traite  le  cas  de  Tellipsoïde  à  trois  axes  et  de  l'ellipsoïde  de  révolution  en  fai- 
sant  une  application  des  intégrales  abéliennes. 

Pour  l'ellipsoïde  de  révolution,  la  fonction  potentielle  est  supposée  de  la 
forme 

En  supposant  que  M,  N  soient  les  coefficients  de  x*  et  de  y*-\-  z*  dans  l'expres- 
sion qui  donne  la  fonction  potentielle  de  l'ellipsoïde  sur  les  points  de  sa  sur- 
face, on  est  dans  le  cas  d'un  point  qui  se  meut  sur  cette  surface  étant  soumis 
à  la  seule  action  newtonienne  de  l'ellipsoïde. 

lioùi  (A,),  —  Sur  les  mouvements  des  liquides.  (193-240,  3  pi.). 

Mouvement  d'une  colonne  liquide  dans  un  tuyau  cylindrique  sous  l'action  de 
la  gravité. 

S.  R. 
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Rendiconli  (remplaçant  les  Transunti),  1. 1;  1 884-1 885. 

Respighi  (L,),  —  Observations  de  la  comète  Wolf  i884>  faites 
au  cercle  méridien  de  l'Observatoire  du  Capitole.  (61). 

Tacchini  (P,).  —  Sur  les  observations  des  taches  et  des  facules 
solaires  faites  à  l'Observatoire  royal  du  Collège  Romain  en  1 884 • 
(65.67). 

Tacchini  (P.).  —  Sur  les  protubérances  hydrogéniques  solaires 
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(,o3-o5). 

ToncUi  {A.).  —  Sur  la  rcpri^scutalici 
rnnclinni  singulier».  (ia4-i-1o}. 

f<tHI.I 

{a,M.     (n.t.) 


i^lvliqu. 


If.(x). +,(!)].     l¥.(.^).'V,(J^ïl. 


[f.(*-ï.  *.(-f« 


RUUnt  Ae  roiipici  At  fonction»  connues  rt  d^tcrmioi^cs  dans  ces  iDlcntlItf.M 
[wut  IrouvrT  un  nnmhrc  inllni  dVxprMsionï  analytiques  d'une  f'ianmaf{i} 
qui,  AUX  (Hiinls  rationnel»  des  interT«1lps  donnés,  prend  n-spcciivcmrai  \n,  n- 
lenrsdc  ç,,  7,,  .. .,  7,,  el  «ux  points  irrationnds erlles de  ^,,'^,.  .■■,'^.<  un-fi^ 
qnW  tout  intre  point  dic  est  égale  b  0. 

L'nntcur  donne  auisi  une  cstlension  de  te  tliéorème  aux  cas  de  deux  tl  it 
n  variables. 

VaneceA  (I,-S.  et  M.-N.).  —  Sur  la  gi^pc^ration  dfs  surfaces  ri 
«les  courbes  gauclies  par  les  faisceaux  de  surfaces.  (i3o-i33). 

Le  mal/aUeeiiu  indique  iri,  en  géni'nil,  un  système  de  surfacu  sMÎtfiinV 
i  un  numbra  de  cundilitins  qui  n'est  pas  suUisaiil  pour  les  déterminer.  On  il 
congidérer  la  tlimtnaion  et  Vinetiiie  du  (aisce)u.  L'aulenr  tînoncc,  mu  iI^om 
stTBlion,  des  tliiorâmcs  dont  nous  rapporterons  le  suiTant  : 

..  Soit  dnniu'  iJi.  fi.isiTau  (  lî  )  df  IWilre  r.  lU  U  <!iii.cnsion  /.  - ,  et  J-.nd«f 
m,,  cl  des  courlKs  de  l'ordre  p^,  p^,  ...,/>,  respcciivemeai.  A  ces  conrbeit/.h 
faisons  correspondre  des  faisceaux  de  la  première  dimension  (  F.  ),  d'indice  «,- 

m ,  m„el  des  ordres  /„  /„  ....  /.,  Une  surface  R  du  faisceau  (R)ra- 

conire  les  courbes  en  (/>,)  points.  Faisons  correspondre  lux  points  diBltr«r- 
tion  de  p,  ceux  de  /),,  . . . ,  /),  el  rcc iproqucmenl.  Ces  points  dctcrminml,  dm 
les  faisceaux  (  F,  ),  des  surfaces  correspondantes.  • 

Is  par  le*]id' 


lin  faisant  va 
pasïcnt  A  la  foi 
face  de  lordrr 

ort 

toutes 

urfacc  Rdu  faisceau  (R),  il 
les  II  surfares  corrcspondan 

*,  -m.nrF.M.P., 

^■.=/,/,. ■•/■,■ 

-M,  =  m,ni....m., 
^\-P.P.--P.- 

ya  des  pu 
es  el  leur  1 

En  prcnHUt  1 

falscc 

u  (II)  de  ta  dimension  ra- 
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Cassant  (Z^-).  —  Les  angles  des  espaces  linéaires.  (i33-i36). 

L'auteur  se  base  sur  la  théorie  de  l'orthogonalité  des  espaces.  Il  commence 
par  établir  qu'il  y  a  «  H-  i  droites  rencontrant  quatre  espaces  de  n  dimensions 
situés  arbitrairement  dans  un  espace  de  2/1  +  1  dimensions,  et  qu'il  y  en  a 
p  —  n  rencontrant  quatre  espaces  dont  deux  soient  de  n  dimensions  et  les  deux 
autres  àc  p  —  n  —  i  dimensions,  et  tous  les  quatre  soient  situés  dans  un  espace 
de/?  dimensions.  Il  aborde  ensuite  le  problème  de  la  détermination  des  angles. 

Chaque  côté  d'un  angle  minimum  est  la  projection  orthogonale  de  l'autre  et 
le  plan  de  cet  angle  est  perpendiculaire  aux  deux  espaces. 

Frattini  (C).  —  Sur  un  théorème  de  Lagrange.  (1 36-142). 

Le  théorème  en  question  revient  à  dire  que  la  congruence 

x^  —  Dy*  =  ^  (  mod.  p  ), 

p  étant  premier  et  D  n'étant  pas  :=  o  (mod.  /?),  est  résoluble.  L'auteur  détermine 
le   nombre    des   solutions  de  cette   congruence  et  trouve    que  ce    nombre  est 

—  I  /?  —  (      )  I»  (      )  étant  le  caractère  quadratique  de  I)  par  rapport  à  /?.  II  dé- 
montre ensuite  la  résolubilité  de  la  congruence 

x^  —  Dy*  =  X  (  mod .  /?  ) , 

et  en  déduit  la  possibilité  de  l'autre, 

X*  —  Dy'  i^  X  (  mod  p  ). 

On  peut  résoudre  la  congruence 

Xx*  ■+-  2Ïiyx'  -h  Cy*^  X  (mod/?), 

lorsqu'on  n'a  pas  B'  —  4AC  =  o  (modp). 

Ffattini  (G.).  —  Un  théorème  relatif  à  la  transformation  modu- 
laire du  degré/?.  Note  I.  (142-147). 

Deux  substitutions  S,   S'   du  groupe   modulaire  différentes  de  l'unité  étant 
données,  on  peut  trouver  en  ce  groupe  deux  substitutions  T^,  T,  telles  que  Ton  ait 

(T7*ST,)('n«ST,)  =  S'. 

11  ne  peut  y  avoir  d'exception  dans  les  cas  suivants  : 

S  parabolique,    S'  hyperbolique    et    p  =  ^n  -{-i, 
S  parabolique.    S'  elliptique  et    p  =  ^n  -h3f 

S  de  période  2,    S'  parabolique       et    p  =  .\n-h3. 

Pour/)  =  /J/i-f-  I  on  peut  cependant  avoir  toujours 

(TT*S^T,)(Tâ*ST,)  =  S'. 

l>e  même  pour  p  =  f^n  -{-Z,  excepté  le  troisième  des  cas  indiqués  ci-dessus. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Mai  1886.)  H,- 
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Une  substitution  du  groupe  modulaire  est  appeUc parabolique ^  hyperbolique 
ou  elliptique  respectivement,  suivant  qu'un  élément  ou  deux  ne  sont  pas  dé- 
placés ou  que  tous  sont  déplacés. 

Blanchi  (L,),  —  Sur  les  systèmes  triples  orlhogonaux  de  Wein- 
garten. 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  un  théorème  que  M.  Weingarten  lai 
communiqua  en  octobre  1884,  relatif  à  l'existence  de  systèmes  triples  orthofo- 
naux  de  surfaces  dont  un  système  est  formé  par  des  surfaces  ayant  une  même 
courbure  constante.  Il  établit  les  formules  fondamentales  de  ces  systèmes. 
L'élément  linéaire  de  l'espace  par  rapport  à  un  de  ces  systèmes  prend  la  forme 

ds^  —  ros^Orfw'  -+■  sïn'bdv^  -h  (-r-)  dw*j 

que  M.  Darboux  a  établie  en  particulier  pour  les  systèmes  de  Ribaucour,  6  étaot 
une  fonction  de  Uy  v,  ii*  ((ui  satisfait  aux  équations 

â'f)        f^'O         .    .        . 

T r—  =  sinO  cos8, 

du'       dv' 

r)M  \cos6  ôuàwj  ~  ôw        sinô  dv  dvdw^ 

â'^  cosO  cW      c^e  sin9  dô      d»6 

âuàvOs^'       sin8  du  dvdw        cos8  dv  dudw 

A  chaque  solution  6  correspond  un  système  de  Weingarten. 

L'auteur  donne  une  méthode  pour  déduire  d'un  système  de  Weingarten  un 
nombre  infini  d'autres  systèmes  semblables.  La  construction  à  faire  est  celle 
qui  a  été  indiquée  par  lui  junir  la  surface  complémentaire  dans  sa  th«''sr  d'ba- 
bililalion  {Annati  délia  /?.  Scuola  lYormalc  superiore  di  Pisa,  Scienzefisiche 
e  matematiche,  Vol.  H,  iH-jq,  p.  aSj). 

Frcdlini  (G.).  —  Un  tlicorrmc  relatif  au  groupe  de  la  transforma- 
lion  modulaire  de  degré />.  Noie  II  (166-168). 

r>Liiu)nslralioa  d'un  iemmr  que  l'auteur  avait  énoncé  dans  la  Note  1. 

Ilcspiglil  {L.).  —  Sur  les  observations  speclroscopi(]ues  du  boni 
et  des  protubérances  solaires  faites  en  1881  et  1884  à  TObser- 
valoire  roval  du  (Jlapilole.  (i'j/î-181). 

Taccliini  (Z^-)*  —  ^^*^  ''^  relation  entre  les  niaxinia  et  ininima 
des  protubérances  solaires  et  les  niaxinia  et  niinima  de  1  oscil- 
lation diurne  de  l'aimant  de  déclinaison.  (^181-182). 

Hesso  {O-)-  —  Sur  une  classe  dcHpiations  dilïerentielles  linéaires 
du    (piatriènie   ordre,    et    sur    lécpialion    du    cinquième   ordre. 

Note  I  (1S3-186).  [Note  H  (23:;->.3-^. 
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L'équation  du  quatrième  ordre 

peut  être  ramenée  à  deux  équations  du  deuxième  ordre,  et  lorsque  9  est  le  carre 
d'une  fonction  entière  du  deuxième  degré,  on  peut,  en  général,  réduire  les  deux 
équations  du  deuxième  ordre  à  la  forme  hypergéométrique. 
Les  racines  de  Tcquation 

5  u*  —  ^ou'  —  5  M  —  I  =0 

satisfont  à  une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre  qu'on  peut 
ramener  à  deux  équations  hypergéométriques.  L'auteur  en  déduit  aussi  l'expres- 
sion des  racines  par  fonctions  hypergéométriques. 

Gomes  Teixeira  {F,).  —  Sur  la  détermination  de  la  partie  algé- 
brique de  l'intégrale  des  fonctions  rationnelles.  (18^-188). 

M.  Hermite  {Cours  d'Analyse^  p.  263  et  suivantes)  a  donné  deux  méthodes 
pour  cette  détermination,  dont  la  seconde  est  indépendante  de  la  connaissance 
des  racines  du  dénominateur.  M.  Gomes  rend  la  première  aussi  de  ces  méthodes 
indépendante  de  cette  connaissance,  au  moyen  des  théorèmes  sur  les  fonctions 
symétriques  rationnelles. 

Bicco  {A,),  —  Résumé  des  observations  des  crépuscules  rouges. 
Note  I  (189-194),  Note  II  (9.3o-233),  Note  III  (632-635). 

Jiiccb  (A.).  —  Sur  le  dernier  et  récent  maximum  des  taches  et 
protubérances  solaires.  (194-195). 

Garibaldi  [P.-M.),  —  Sur  la  relation  entre  les  maxima  et  mi- 
nima  des  taches  solaires  et  les  maxima  et  minima  des  varia- 
tions déclinométriques  observées  à  Gènes.  (195-19'^). 

Tacchini  (/^.)-  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  taches, 
f'acules,  protubérances  et  éruptions  solaires  observées  en  1884  a 
rObservatoire  royal  du  Collège  Romain.  (226-229). 

Millosevich  {E,),  —  Observations  de  la  nouvelle  petite  planète 
entre  Mars  et  Jupiter  ^45),  faites  à  l'Observatoire  roval  du  Col- 
lège  Romain.  (5t3(i). 

liesso  {D,),  —  Sur  les  équations  à  trois  termes  et,  en  particulier, 
sur  celles  du  septième  degré.  (23^-243). 

MM.  lUwson  et  llurley  ont  donné  une  méthode  pour  la  recherche  de  Téqua- 
liuu   diiïôreniicllc  linéaire   satisfaite    par    les   r*"«*   puissances    des  racines  de 
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réquutioii 

(a)  j"  4-^"»  —  j?  =  o, 

n  et  m  étant  premiers  entre  eux  et  /i  >  m,  et  ils  montrent  qu'on  arrive  à  une 
équation  difTérenticIle  linéaire  homogène  de  l'ordre  n. 

L'auteur  modifie  cette  métiiode  de  manière  à  obtenir  directement,  pour  cer- 
taines valeurs  de  r,  une  équation  de  Tordre  /i  — i. 

Les  équations  à  trois  termes  du  septième  degré  peuvent  être  ramenées  à  Tune 
des  trois  formes  données  par  la  formule  {a)  pour  m  =  i,  m  =  a,  m  =x  3.  La 
première  appartient  à  une  classe  que  l'auteur  a  résolue  par  séries  liypergéo- 
métriques  [Soprauna  classe  d'equazioni  trinomie  (  Memorie  délia  ft.  Ace.  dei 
Linceif  Vol.  XIX)].  L'auteur  donne  ici  la  résolution  des  deux  autres  formes. 

y^  -\-  y*  —  X  =  o,       y^  -h  y^  —  X  =  o. 

Blanchi  {L,).  —  Sur  les  systèmes  triples  orthogonaux  de  Wein- 
garten.  {'i\?i-i\C^). 

Si,  pour  chaque  surface  pseudosphérique  à  courbure  constante  négative  d'un 
système  triple  orthogonal  de  Weingarten,  nous  construisons  la  surface  complé- 
mentaire par  rapport  à  un  système  convenable  de  géodétiques  parallèles,  nous 
aurons  un  système  de  pseudosphériques  appartenant  à  un  nouveau  système  de 
Weingarten.  Cette  transformation  est  appelée  par  l'auteur  transformation 
complémentaire.  Ce  résultat,  qui  est  une  conséquence  d'un  théorème  énoncé 
par  l'auteur  dans  la  Note  précédente  sur  ce  même  sujet,  est  généralisé  ici  au 
moyen  d'une  transformation  établie  par  M.  Bâcklund  et  dont  la  transformation 
complémentaire  est  un  cas  particulier. 

Chaque  système  de  Weingarten  à  flexion  constante  se  change,  par  une  trans- 
formation de  Biicklund,  en  un  nouveau  système  de  celle  même  espèce. 

L'auteur  appelle  sur/aces   hyper  cycliques  de  rayon  R  celles  où  la  flexion 

des  lignes  de  courbure  est  constante  et  =  rr«  Chaque  surface    hypercyclique 

de  rayon  R  appartient  à  un  système  de  Weingarten  à  flexion  constante  y  • 

D'une  surface  hypercyclique  connue,  on  peut  déduire  un  nombre  doublement 
infini  de  nouvelles  surfaces  hypcrrycliques  en  intégrant  l'équation  à  din"éren- 
lirlics  totales 

(l'Z)  —  — -T-  f  I  -!-  oos  3  eus  (  '^  —  (0  )  I  du 

sina   Ou^ 

/sin'>;r<»sO  —  sin  3  cosc?  sinO  .    .  <A«>\    , 

—     : : h  cosOsinw  -\ )  av'. 

\  cos  (j  Ov  J 

L'auteur  donne  la  conslrurtion  gcoinèlrique  pour  déduire  ces  surfaces  déri- 
vées de  la  priniilive  S.  Il  suffit  de  conduire,  par  un  point  P  de  S,  un  segment 
F^P,  =  cosu  à  angle  droit  sur  v  —  const.  et  incliné  de  l'angle  ç)  sur  u  —  consl. 
Le  lieu  des  points  P,  est  une  des  snrfares  dérivée»*. 

Tacchini  (  P.).  —  Sur  le  dernier  niiniinuni  et  sur  le  dernier 
niaxinmiu  des  taelies  solaires  et  sur  les  actuels  p'ands  groupes 
de  laelies.  (  ^oS-iiii V 
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Millosevich  {E.),  —  Observations  de  la  nouvelle  planète  entre 
Mars  et  Jupiter  (2^,  faites  à  Téquatorial  de  o*",a5  d'ouverture 
deTObservatoire  royal  du  Collège  Romain.  (262). 

Arzelà  (C).  —  Un  théorème  sur  les  séries  de  fonctions.  (262- 
267). 

ce 

Si    ^M„(j?)  est  une  série  de  fonctions  convergente  en  tous  les  points  d'un 

1 
intervalle  b  —  a,  la  somme  des  traits,  en  chaque  point  desquels  pour  une  même 
valeur  de  n,  on  a  M.^{x)'>  a,  doit  avoir  pour  limite  zéro  pour  n  =  00. 

Pincherle  (S.).  —  Sur  une  formule  de  M.  Hermite.  (267-268). 

M.  Weierstrass  [Zur  Functionenlehre  {Monatsberichte  der  berlin,  Akad., 
1880)]  construit  une  expression  en  forme  de  série  de  fonctions  rationnelles 
qui,  même  étant  une  fonction  d'une  variable  complexe  dans  le  sens  ordi- 
naire, représente  en  diverses  régions  du  plan  diverses  fonctions  données. 
M.  Hermite  a  construit  une  expression  sous  la  forme  d'intégrale  défînie,  qui  a 
ces  mêmes  propriétés,  les  régions  du  plan  étant  déterminées  par  des  droites 
parallèles  à  l'axe  imaginaire.  Apres  avoir  donné  ces  notices  historiques, 
M.  Pincherle  trouve  une  expression  analogue  en  prenant,  au  lieu  des  droites 
parallèles,  des  cercles  ayant  le  centre  à  l'origine. 

Padova  {E,),  —  Recherches  sur  l'équilibre  des  surfaces  flexibles 
et  inextensibles.  (269-274). 

L'auteur  prend  pour  lignes  coordonnées  sur  la  surface  deux  systèmes  ortho- 
gonaux de  lignes,  pour  lesquelles  on  a  seulement  des  tensions  normales,  sys- 
tèmes qui  existent  toujours,  quel  que  soit  le  système  de  forces  en  équilibre 
appliqué  k  la  surface. 

Si  les  courbes  h  =  const.  de  la  surface  donnée,  h  étant  la  courbure  moyenne 
au  point  (m,  v)^  sont  géodétiquement  parallèles,  et  que  par  les  points  de  cette  sur- 
face nous  menions  des  droites  normales  à  une  surface  et  aux  courbes  h  =  const., 
la  surface  donnée  sera  en  équilibre  sous  l'action  de  forces  ayant  les  directions 
de  ces  droites,  et  pour  intensité 

cosY 

Un  autre  théorème,  démontré  aussi  par  l'auteur,  donne  le  moyen  de  con- 
struire un  nombre  infini  de  systèmes  de  forces  en  équilibre  sur  la  surface. 

l  ollerra  {V.).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  flexibles  et 
inextensibles.  (274-278). 

En  deux  Notes,  publiées  dans  les  Transunti  de  cette  Académie  en  1884,  sur 
IVquilibre  de  ces  surfaces,  l'auteur  avait  indiqué  que  le  problème  de  la  recherche 
des    dcplacemenis    infiniment    pclils    d'une    surface    fiexible    et    inextensible 
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z  ^  z{XyX)*  revient  à  l'intégration  des  équations  à  dérivées  partielles 

—  — _  ^         dw  _  àa 
^*'  âx  ""      &q^       ày  "  àp* 

étant  j9=^«^=T-et«p,  o  étant  deui  fonctions  l'ane  de  x^  y^  l'autre  de 

p^  q  qu*il  appelait  fonctions  conjuguées.  Si  Ton  connaît  une  solution  pariica- 
liérc  w^y  f3,,  il  suffit  d'intégrer  l'équation  k  dérivées  partielles 


dfcrr-j-)^! 


à^  dGi| 

et  les  déplacements  sont  donnés  par 

Ix  =  f{wdp  -4-  tady), 
Sy  =  f{wdq  —  adx), 
5«  =  fv. 

Il  avait  aussi  fait  remarquer  l'analogie  qu'il  y  a  entre  le  problème  de  l'équi- 
libre et  celui  de  la  déformation. 

Dans  la  présente  Note,  l'auteur  donne  pour  quelques  classes  de  surfaces  lia- 
tégration  de  l'équation  (2),  après  avoir  déterminé  une  solution  particolière  da 
système  (i). 

Les  surfaces  considérées  par  l'auteur  sont  celles  du  second  degré,  la  psei- 
dosphère,  les  hélicoTdes  de  M.  Dini  à  courbure  constante  et  les  conoTdes. 

Dans  le  cas  des  conoïdes  ^  =  /(  —  )>  on  a 


--^^(/')-9'(y). 


6  et  Z'  tHanl  des  fonctions  arbitraires. 

Tdxeira  {F.  Gonies).    —  Sur  l'intégrale  f  e"''fix)dx.    (278- 
•...80). 

On  sait  que,  lorsque /(j?)  est  rationnelle,  on  a 

/€'"''/(  jr)dx  -  e""^e(  jr)-f-  SA  /  -— dx, 

J  X  —  a 

où  H(j:)  est  rationnelle.  L'auteur  fait  voir  que,  si  l'on  veut  seulement  U  pre- 
mière partie  t'"^0(j7),  il  n'est  pas  nécessaire  de  trouver  les  racines  du  donomi- 
nateur  de /(a:).  La  méthode  a  encore  pour  fondement  les  propriétés  des  fonc- 
tions symétriques  comme  dans  l'autre  Note  du  même  auteur  que  nous  avons 
rencontrée  plus  haut, 

Fraltini  {(t.).  —  Sur  la   génération    des  groupes  d'opérations. 
\o[r  I  C^.Xi-aHj),  Noie  II  (  fi.VÎJ^). 
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Voiterra  (  F.).  —  Inlégralion  de  quelques  équations  diffcren- 
lielles  du  deuxième  ordre.  (3o3-3o6). 

Paclova  (E.).  —  Recherches  sur  l'équilibre  des  surfaces  flexibles 
et  inextensibles.  iNole  II  (3o6-3o9). 

Sur  les  normales  à  une  surface  S  et  à  partir  de  cette  surface,  on  prend  des 
segments  /  qui  varient  avec  continuité  de  manière  que  le  lieu  des  extrémités  soit 
une  autre  surface  S'.  L'auteur  trouve  les  équations  d'équilibre  pour  S'  exprimées 
par  /  et  par  des  quantités  qui  dépendent  directement  de  la  surface  S.  Ces  équa- 
tions se  réduisent  à  celles  de  M.  Beltrami  pour  /  =  o,  et  à  celles  de  M.  Jellett 
pour  une  autre  hypothèse  particulière.  11  considère  enfîn  le  cas  où  S  est  une 
sphère. 

Brioschi  (F.).  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  hyperellip- 
liques  du  premier  ordre.  (3i5-3i8). 

Arzelà  (C).  —  Sur  l'intégrabilité  d'une  série  de  fonctions. 

Soit   7   ii^{x)  une  série  convergente  pour  chaque  valeur  de  x  dans  l'inler- 

1 
valle  b  —  a.  Soient  a  et  e  deux  nombres  autant  petits  que  l'on  voudra,  et 
retranchons  de  l'intervalle  b  —  a  les  petits  traits  t,,  t^,  ...,  t  en  nombre  fini 
et  dont  la  somme  soit  <  c.  On  dira  que  la  série  est  convergente  uniformément 
par  traits  en  général  si  pour  tout  nombre  donné  m,  il  existe  un  autre  nombre 
/7i,  ^  m^  tel  que  pour  chaque  valeur  de  x  dans  l'intervalle  b  —  a,  excepté  tout 
au  plus  les  traits  x,  on  puisse  trouver  un  nombre  m  compris  entre  /n,  et  m, 
et  pour  lequel  soit  en  valeur  absolue 

Si  les  termes  u^{x)  sont  des  fonctions  intégrables  depuis  a  jusqu'à  b,  et  que  la 

se 

fonction  >   u^{x)  soit  finie  et  <  L  en  chaque  point  x  de  cet  intervalle,  la  con- 

1 
dition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'intégrabilité  de  celle  série  est  qu'elle  soit 
convergente  uniformément  par  traits  en  général  dans  l'inlervalle  considéré. 

L'auteur  déduit  ce  résultat  de  quelques  considérations  sur  une  fonction  de 
deux  variables,  donnée  dans  l'intervalle  b  —  a  sur  des  droites^  —y,  parallèles 
à  l'axe  des  x,  où  les  valeurs  jk,  forment  un  groupe  ayant  une  limite  y^. 

Pittarclli  (C).  —  Sur  la  Note  de  M.  Spotliswoode  :  Sur  les  in- 
variants et  les  covariants  d'une  fonction  transformée  par 
une  substitution  quadratique.  Note  I  (Sa^-SSi),  Note  II 
(  374-380). 

M.  Pittarelli  applique  le  calcul  symbolique  à  ceUe  question  et  obtient,  par 
celle  voie,  les  résultats  de  Spoltiswoode,  en  en  rectifiant  trois  qui  n'étaient  pas 
exarls. 


io4  SECONDE  PARTIE. 

Besso  (/^.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  équations  linéaires 
homogènes  aux  différences  finies  du  deuxième  ordre.  (38 1-383). 

Propriétés  analogues  à  celles  des  équations  diiïérenticlles  linéaires,  se  rap- 
portant au  produit  et  à  la  somme  des  puissances  semblables  de  plusieurs- solu- 
tions. 

Tacchini{P,).  —  Sur  les  observations  solaires  faites  à  l'Observa- 
toire royal  du  Collège  Romain,  le  premier  trimestre  de  i885. 

(448-449)- 

Millosevich  (£*.).  —  Observations  de  la  nouvelle  petite  planète 
entre  Mars  et  Jupiter  ^^',  faites  à  l'Observatoire  rojal  du  Col- 
lège Romain.  (458). 

Morf^hen  (A,).  —  Variations  produites  en  la  valeur  du  moment 
d'inertie  d'un  corps  par  la  distribution  irrégulière  de  la  matière. 
Note  I  (469-474),  Note  II  (616-621). 

Brioschi  (F.).  —  Sur  une  propriété  de  la  réduite  de  Téqualion 
modulaire  du  huitième  degré.  Note  I  (5i4-5i6),  Note  II  (583- 
586). 

Cerrud  (V),  —  Sur  la  déformation  d'une  couche  isotrope  indé- 
finie, limitée  par  deux  |)lans  parallèles.  (521-522). 

Tacr/iini  (P.).  —  Sur  le  grand  groupe  de  taches  actuellement 
visible  au  centre  du  discpie  du  Soleil.  (r)28-v529). 

A/i/losc\i('/i  {E.).  —  Sur  le  nombre  de  fois  que  les  petites  pla- 
nètes, enlre  Mars  et  Ju])itcr,  ont  été  observées  en   opposition. 

(5  29- :):]■>). 

Arzclù  ((y,),  —  Sur  Tintégralion  par  s<Tie.  Note  I  (532-537), 
Xole  11  (5()6-5()9  ). 

S(»it  f{x,  y)  unr  fnurlinn  doniK-c  pour  les  vuIlmifs  do  .r  de  rinlervallc  b  —a 
et  sur  des  droites  _>'  ~.r,.  élunl  )%  un  ^iroupe  de  poiuls  (jui  a  pour  point  limite 
>', .   La  eoïKlition  nécessaire  et  suflisaïUe  pour  que  l'on  ait 

1       /(.r.   r   )r/.r  ^  Il  Mi     /      f{x,}\)({.r. 
poni    loiih    \  .iJiMii  de  ./   (iitit    fi  (•[  h  (■>!  r|ii('    liui     /       f[.ï\}\)dx^i*i\-  unc  f'-H': 
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lion  de  x  finie  et  continue  en  tout  point  de  ce  même  intervalle.  Ce  théorème 
vient  compléter  les   résultats  de   la  Note  précédente  du  même  auteur  :  Sur 
Vintégrabilité  des  séries  de  fonctions. 
Dans  la  Note  II,  l'auteur  applique  ces  résultats  aux  séries  en  posant 

n 


/(^,r.)=2]"'»(^>' 


1 

00 


Narducci  {E.).  —  Pelit  traité  sur  les  divisions,  suivant  le  système 
de  Tabaque,  écrit  en  Italie  avant  le  xii®  siècle.  (563-566). 

Pizzetti{P,).  —  Sur  les  représentations  géographiques  conformes. 
Note  I  (599-6o5),  Note  II  (628-632). 

Tacchini  {P-)-  —  La  couronne  solaire.  (609-610). 

Millosevich  {E.).  —  Observations  de  la  nouvelle  comète  Barnard. 
(635). 

Arzelà  (C).  ^-  Sur  une  certaine  extension  d'un  théorème  relatif 
aux  séries  trigonométriques.  (637-640). 

D'une  proposition  établie  dans  sa  Note  :  Un  théorème  sur  les  séries  de/onc- 
tions, l'auteur  déduit  le  théorème  suivant  dont  un  de  Neumann  est  un  cas 
particulier  : 

«  Si,  pour  chaque  point  x  d'un  intervalle  {ab),  la  condition 

lim  ?(n)  f(nx)  =  o 


n  z=  00 


est  satisfaite, /(j;)  étant  une  fonction  périodique,  on  aura  nécessairement 

lim  9(/i)  =  o. 


«  =  * 


io6  SECONDE  PARTIE. 

MÀTHEMATISCUE  ANNALEN  (  >  ). 

Tome  XXIII;  1884. 

Engel  {F.).  —  Sur  la  théorie  des  transformations  de  conlwl. 

(•-44). 

§  1.  Les  transformations  de  contact  de  Lie  dans  le  plan. 

§  2.  Les  transformations  de  contact  d'ordre  supérieur  dans  le  plan. 

§  3.  Les  transformations  de  contact  de  Lie  dans  l'espace  à  r  -^1  dimcBsiottv 

§  4.  Détermination  d'une  transformation  de  contact  do  premier  ortfard&l, 
dans  l'espace  R^^.^. 

Le  but  de  ces  recherches  est  d'établir  la  connexion  entre  les  transfamiaLHW 
de  contact  et  les  transformations  de  point. 

Voss  {A.),  —  Sur  la  théorie  des  systèmes  générauiL  de  jKriDl5<l 
de  plans.  (45-8i). 

Une  équation  de  la  forme 

3:(X,.— JT,)  =0,        ou        Zp,dx^  =  ii, 

où  les  p.  sont  des  fonctions  des  variables  jr,,  x,,  jr,  fait  correspondre  de  la  i»^ 
çon  la  plus  générale,  à  chaque  point  de  l'espace,  un  plan  qui  passe  parce  pfvoii. 
L'auteur  montre  d'abord  comment  on  peut  déduire  de  celte  notion  une  scrif 
complète  de  propriétés  analogues  à  relies  dont  l'ensemble  constitue  la  îhr*cïnf 
des  surfaces.  L'étude  de  la  rorrespondanrc  projeclive  conduit  à  la  nniion  àt  drox 
directions,  les  tangentes  d'inflexion  du  sy^^tème,  à  la  notion  de  la  surface  f^'- 
cale  du  système  de  rayons  d<*s  rour!>es  a»iymptoiiques,  enfin,  à  la  D<»tioD  et  la 
surface  d'inflexion  du  systrrne  rie  points  et  de  plans.  L'auteur  étudie  rn<inilr  if* 
cas  partiriilicrs  et  spérialenient  le  syslènic  parabolir/ue,  où  les  tançenle*-  d'io- 
flexion  sont  confon<lues.  Knfin,  les  définitions  de  la  courbure  et  de*  /ijrnrn  de 
courbure  du  système  de  points  et  de  plans  conduit  à  une  série  de  thé«»rriDe> 
dont  les  uns  coïncident  avec  les  tliéorèmes  correspondants  de  la  théorie  de*  f or- 
faces,  dont  les  autres  comprennent  ces  théorèmes  comme  cas  particuliers, 

RoJin  (A.).  —  Élude  de  la  surface  de  liesse  d'une  surface  donnêt* 
pour  les  points  multiples  et  les  courhes  multiples  de  cette  sur- 
face. (82-1  10). 

Lindemann  (F*)-  —  Sur  la  repn'sentalion  par  des  ligures  p*o- 
métriques  dans  l'espace  des  formes  binaires  et  de  leurs  cova- 
riants.  (i  1 1-142). 

L'auteur  a  donné  {Bulletin  de  la  Société  mathématique.  if<77)  les  fonde- 
ments d'une  connexion  entre  les  théories  des  fornjes  binaires  et  des  formes 

(')  Voir  Bulletin.  ?'  série,  t.  \,    »•  pHrtie.  p    "?  5. 
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naires  algébriques.  Dans  le  présent  Mémoire,  il  discute  cl  compare  avec  ses 
propres  recherches  les  résultats  contenus  dans  les  travaux  ultérieurs  de  MM.  F. 
Mayer  et  Schlesinger,  puis,  sur  des  relations  entre  les  invariants  et  les  cova- 
riants  de  formes  cubiques  en  nombre  quelconque,  il  fonde  la  solution  de  pro- 
blèmes liés  à  la  représentation  paramétrique  des  cubiques  gauches;  il  établit 
aussi,  et  cela  de  la  façon  la  plus  générale,  un  mode  de  passage  entre  les  formes 
binaires  et  les  formes  quaternaires. 

Mehnike  (/?.).  —  Sur  la  détermination  des  moments  d'inertie  à 
Taide  des  méthodes  de  Grassmann.  (i43-i5i). 

Stolz  (O.).  —  Sur  une  valeur  limite  relative  à  un  ensemble  in- 
fini de  points.  (i52-i56). 

Dans  la  défînition  donnée  par  Riemann  de  l'intégrale  définie,  on  a  à  consi- 
dérer un  ensemble  de  points  qui  peuvent  être  enfermés  dans  un  nombre  fini 
d'intervalles  dont  la  somme  peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le  veut.  On  est 
ainsi  amené  à  poser  la  question  suivante  :  Un  ensemble  de  points  étant  défini 
dans  un  intervalle,  y  a-t-il  une  limite  inférieure  déterminée  pour  la  somme  des 
intervalles  partiels  dans  lesquels  on  peut  enfermer  ces  points?  La  réponse  est 
affirmative  et  l'affirmation  s'étend  aux  cas  où  l'ensemble  est  situé  dans  un  plan 
ou  dans  l'espace. 

Voss  {A.),  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  algé- 
briques du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  (iS^-iSo). 

Ces  recherches  ont  pour  point  de  départ  l'emploi  des  coordonnées  homogènes 
ou,  si  l'on  veut,  la  représentation  d'une  équation  différentiel  le  par  un  con- 
nexe. C'est  la  forme  qu'avait  aussi  utilisée  M.  Darboux  dans  ses  recherches  sur 
la  théorie  des  équations  algébriques  {Bulletin,  1878).  La  théorie  des  polaires 
permet  d'étudier  les  propriétés  du  système,  la  courbe  de  Hesse  au  point  de  vue 
de  ses  singularités,  les  points  singuliers  du  système,  les  courbes  enveloppées 
par  les  tangentes  d'inflexion  et  les  droites  d'inflexion,  la  courbe  Jieu  du  point 
double  de  la  conique  polaire,  la  courbe  lieu  du  point  d'intersection  des  droites 
d'inflexion  et  des  tangentes  d'inflexion.  Enfin,  relativement  aux  intégrales  algé- 
briques de  l'équation  dilTérentielle,  l'auteur  déduit  une  suite  de  propriétés  qui 
se  rapportent  aux  points  singuliers. 

Iless  (  W.).  —  Sur  la  flexion  et  la  torsion  d^un  barreau  élastique 
infiniment  mince  dont  une  extrémité  est  soumise  à  l'action  d'un 
couple.  (181-212). 

Segre  (C. )  et  Loria  (G.).  —  Sur  les  différentes  espèces  de  com- 
plexes du  second  degré  des  droites  qui  coupent  harmonique- 
ment  deux  surfaces  du  second  ordre.  (21 3-243). 

Ilarnack  (Ax.).  —  Les  théorèmes  généraux  sur  la  connexion 
entre  une  fonction  d'une  variable  réelle  et  ses  dérivées.  (244- 
V.84). 


io8  SECONDE   PAUTIE. 

Note  sur  la  transformation  d'un  ensemble  linéaire  continu  en  un 
ensemble  discontinu.  (285-288). 

L'auteur  s'est  propose  de  faire  une  exposition  systématique  et,  autant  que 
possible,  complète  des  propositions  que  l'on  doit  regarder  comme  fondamentales 
pour  l'application  du  Calcul  diiïcrentiel  et  intégral.  Il  y  a  été  conduit  par  l'é- 
lude des  propositions  qui  servent  pour  la  théorie  des  séries  de  Fourier,  pro- 
positions qu'il  a  réunies  dans  le  Bulletin,  t.  VI.  Mais  il  n'avait  pas  alors  eu 
égard  à  ce  que  le  théorème  fondamental  du  Calcul  intégral,  à  savoir 


r 


¥'{x)  dx  =  ¥{x)  -+-  const., 
ainsi  que  le  théorème 


-^3  -'a 


ne  restent  pas  toujours  vrais  quand  la  fonction  à  intégrer  devient  inGnic  un 
nombre  infini  de  fois.  H  devenait  ainsi  nécessaire  de  réviser  et  parfois  de  mo- 
difier les  démonstrations  antérieurement  données.  La  partie  du  travail  de  l'au- 
teur que  contient  ce  Volume  se  rapporte  aux  théorèmes  du  Calcul  différentiel. 
Les  quotients  différentiels  pris  en  avant  et  en  arrière  sont  étudiés  séparément. 
Pour  ces  quotients,  les  théorèmes  de  Rolle,  Dirichlet,  etc.,  sont  démontrés  sous 
les  suppositions  les  plus  générales  possibles.  Les  théorèmes  analogues  sont 
étudiés  pour  les  quotients  différentiels  seconds.  Il  s'agit  là  de  montrer  que  la 
valeur  du  quotient 

/{X  -h  ^X)  —  2/{x)  -f-  f{X—  IX) 

Ix'  ' 

relatif  à  un  intervalle  fini,  est  comprise  à  l'intérieur  du  système  de  valeurs  que 
prend  pour  tous  les  points  de  l'intervalle  le  quotient  différentiel  second  et  de 
déterminer  sous  quelles  conditions  on  peut  conclure,  de  ce  que  le  quotient  dif- 
férentiel second  est  nul  en  tous  les  points  d'un  inlervalle,  que  la  fonction  est 
linéaire.  Cette  dernière  recherche  est  étendue   au  cas  du   quotient  différentiel 

Sturm  (/^.).  —  Sur  les  vingt-sept  droites  d'une  surface  cubique. 

(•>.8y-,'iio). 

L'auteur  développe  et  continue  dans  ce  travail  ses  recherches  antérieures,  il 
traite  en  particulier  des  figures  formées  à  quatre,  cinq  et  six  côtés  formées  par 
CCS  droites.  Dans  une  addition  à  son  Mémoire,  il  réunit  les  divers  modes  de  gé- 
nération de  la  surface  cubi(|ue. 

Nd'tUcv  (vl/. ).  —  Sur  le   moyen  d'elFectuer  rationnellement  les 
opérations  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques.  (3i  1-358). 

'l'ouïra  les  opérations  nécessaires  pour  obtenir  les  fonctions  algébriques  cl  les 
noriibro  rpii  correspondent  à  une  équation  algébrique 
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peuvent  ôlre  effectuées  d'une  manière  rationnelle.  Par  la  détermination  de  la 
courbe  adjointe  à  /,  on  n'a  jamais  à  considérer  que  des  groupes  déterminés 
de  points  singuliers.  Les  choses  se  présentent  de  même  par  la  décomposition 
rationnelle  de  la  résultante  de /et  de  sa  première  polaire. 

Pour  le  prouver  et  établir,  comme  pouvant  se  faire  au  moyen  d'opérations 
rationnelles,  celte  théorie  des  fonctions  algébriques  que  l'auteur  a  développée 
avec  iM.  Brill  dès  187.3,  on  établit  d'abord  quelques  théorèmes  généraux  sur 
l'élimination  entre  deux  formes  ternaires.  Ces  théorèmes,  appliqués  aux  sys- 
tèmes des  points  d'intersection  d'une  courbe  et  de  sa  première  polaire,  condui- 
sent à  la  décom[)Osition  rationnelle  de  la  résultante  ainsi  qu'à  la  détermination 
rationnelle  de  l'espèce  et  de  la  courbe  adjointe.  La  dernière  Section  contient 
des  développements  ultérieurs  sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques,  sur  le 
théorème  du  reste  en  particulier,  qui  résulte  des  propositions  relatives  à  l'éli- 
mination. 

V^oss  (A.),   —   Théorie  des  systèmes  algébriques  rationnels  de 
points  et  de  plans.  (359-410). 

§  1.  Le  système  algébrique  rationnel  de  points  et  de  plans. 
§  2.  Les  points  singuliers  du  système  et  les  nœuds  de  la  surface  focale. 
§  3.  4.  Surfaces  covariantes  du  système. 
§  5.  Helalions  avec  la  géométrie  de  la  droite. 
§  6.  Système  de  rayons  du  second  ordre  et  de  la  troisième  classe. 
§  7.  Tangentes  singulières  du  système. 

§  8.  Application  du  principe  de  correspondance  à  la  détermination  des  singu- 
larités tangenticllcs. 
§  9.  Courbe  double  de  la  surface  covariante  S. 

Rosanes  (./.).  —  Extension  d'un  théorème  connu  aux  formes  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  (4i2-4i5). 

«  Si  l'invariant  harmonique  de  deux  formes  quadratiques  de  /i  -h  1  variables 
s'annule,  on  peut  trouver  sur  la  première  w -h  i  points  distincts  tels  que  deux 
quelconques  d'entre  eux  soient  conjugués  par  rapport  à  la  seconde. 

fiosanes  («/•).  —  Remarque  sur  la  théorie  des  surfaces  du  second 
ordre  (4n3-4i8). 

Interprétation  géométrique  du  précédent  théorème  pour  certaines  formes  spé- 
ciales à  six  variables. 

^^^asch  (iV.).  —  Sur  la  théorie  de  la  collinéation  et  de  la  récipro- 
cité. (419-436). 

^cliur  {F')'  —  Sur  la  construction  des  surfaces  du  /i**''"*^  ordre. 

(437-416). 

Solution  générale  du  problème  suivant  : 

«  Par  A  (/i -f- i)(  " -t- ï)("  H- 3)  —  I    points,    faire    passer    une    surface    du 
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(it  +  i)'***  ordre,  engendrée  par  un  faisceau  de  rayons  et  va  Caiacean  de  lar- 
faces  du  premier  ordre  réciproque  au  faisceau  de  rayons. 

Kônig  (/.).  —  Sur  une  propriété  des  séries  de  puissances.  (447- 

449)- 

Kônig  («/.).  —  Sur  les  conditions  de  légitimité  de  la  série  de 
Ta}Ior.  (450-4S2). 

Cantor  (G.).  —  Sur  les  ensembles  infinis  linéaires.  (453-488). 

Suite  du  Mémoire  conteou  dans  le  tome  XXI. 

Parmi  les  théorèmes  démontrés  dans  ce  travail,  nous  citerons  lessvinati: 

«  1.  Un  ensemble  de  points  contenu  dans  un  domaine  continu  à  n  dinea- 
sions  ne  peut  pas  être  un  ensemble  parfait  quand  il  est  de  la  première  plis- 
sa nce. 

»  2.  Un  ensemble  réductible  est  de  la  première  puissance. 

»  3.  Si  la  première  dérivée  P(*>  d'un  ensemble  P  est  de  la  première  paissiact, 
P  est  réductible. 

»  4.  Si  la  première  dérivée  P<*>  d'un  ensemble  P  est  d*une  puissance  svpèrieire 
à  la  première,  P(*^  se  décompose  d'une  seule  manière  en  deux  ensembles  R  et 
S,  dont  le  second  S  est  un  ensemble  parfait,  et  le  premier  R  est  fini  on  deU 
première  puissance.  » 

L'auteur  définit  ensuite  le  contenu  ou  le  volume  d'un  ensemble  compris  dais 
un  espace  plan  à  n  dimensions;  cette  définition  a  déjà  été  donnée  sons  lie 
forme  peut-être  plus  simple  dans  le  travail  de  M.  Hamack  {tfoir  les  Atuiak», 
t.  WII,  et  le  Mémoire  de  M.  Stolz.  Annalen,  t.  Wlll).  Le  théorème  le  ^ 

^ônôrui  (h'inontré  par  M.  Cantor  est  le  suivant  : 

«  Si  V*  dô>ij;nc  un  cnsoinlile  dérivé  de  l'ensemble  P,  le  conteou  de  P^*  coïi- 
ciilc  avec  le  contenu  tlo  P.  »• 

Dans  la  tliM-nièrc  Smion.  Taulour  pn^uve  que  tous  les  ensembles  parfaits  o«t 
une  ini^nie  puissance  et  donne  une  extension  de  la  démonstration  du  théi>rciD( 
suivant  : 

«  I.a  pui««nice  «i  un  rimtinuum  linéaire  dépasse  la  puissance  des  ensembles 
«iénoinl>raltle>.  < 

Wt'Ocr  ylL).  —  Sur  le  j;roiipe  île  Galois  de  réqiiatlon  du  ^ingl- 
liiiilièine  degr*'*  dont  dépeiul  la  délerminalioudes  tangente? 
doubles  il  une  courbe  du  quatrième  ordre,  i  48l>-5o3^. 

Kuniir  uA  ».  —  Sur  riiiléuralion  des  sxsièmes  liamiltoniens  et  de* 
équations  dillVrenlielles  partielles  du  premier  ordre.  1  ioi-5iO'- 

Lo  llui«rvine  ipii  suit  rar-irirri-*  l.i  n«»uvolle  mrlli»»«b^  pmposor  p-»ur  l'intrîTi- 
tiiui  «l'un  ^x-^ti-iU''  luitniit'.'Ui*  M  «u  >run«-  ripiation  auv  Jcrivées  {striiclles  lia 
prruiioi    kuIii    : 


é 
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«  Pour  rintcgralion  complèle  d'un  système  hamiltonien  du  2(/i  —  i )'«»«»•  ordre, 
il  suffît  d'avoir  une  intégrale  première  de  certains  systèmes  hamiltoniens  dont 
les  ordres  respectifs  sont  2n  —  a,  2/1  —  4i  ••  •>  4»  ^î  'es  intégrations  ultérieures 
se  ramènent  à  des  quadratures. 

La  même  méthode,  comme  Fauteur  le  montre  à  la  fin,  permet  de  traiter  un 
système  général  du  n'"**  ordre. 

Kônig  {J.).  —  Stir  rintégration  de  systèmes  simultanés  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  à  plusieurs  fonctions  inconnues. 

(520-526). 

Étude  du  système  dans  le  cas  de  V intégrabilité  illimitée, 

Raffy  {L,),  —  Détermination  du  genre  d'une  courbe  algébrique. 

(527-538). 

(Voir  Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure^  i883.) 

Klein  {F.).  —  Sur  la  réduction  de  l'équation  générale  du  second 
degré  entre  des  coordonnées  de  droites  à  la  forme  canonique. 

(539-578). 

Dissertation  (Bonn,  1868). 

§  1.  Sur  les  coordonnées  de  droites  en  général. 

§  2.  Transformation  des  coordonnées  de  droites  qui  correspond  à  un  change- 
ment du  tétraèdre  de  référence. 

§  3.  Sur  les  complexes  de  droites  en  général. 

§  4.  Réduction  de  Téquation  du  second  degré  entre  des  coordonnées  de 
droites  à  la  forme  canonique. 

§  5.  Signification  géométrique  de  la  réduction  à  la  forme  canonique,  en  par- 
ticulier dans  le  cas  où  tous  les  diviseurs  élémentaires  sont  linéaires  et  distincts. 

Lie  (S.)  et  Klein  {F.),  —  Sur  les  courbes  asymptotiques  de  la 
surface  du  quatrième  degré  de  Kummer  à  seize  points  doubles. 
(579-586). 

{ Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie,  décembre  1870.) 

Klein  (F.),  —  Sur  certaines  équations  différentielles  du  troisième 
ordre.  (587-596). 

L'auteur  traite  de  l'intégrale  de  l'équation  diiïérentielle 


?-K¥)'=^^^^' 


<iu  point  de  vue  général  que  voici  : 

Parlant  d'une  fonction  linéaire  arbitraire,  on  aboutit  à  l'intégrale  de  l'équa- 
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tion  diiïérentielle  en  la  composant  une  infinité  de  fois  ao  moyen  de  Iransfonna- 
tions  linéaires  infinitésimales  déterminées  par  Téquation  différentielle.  Dans 
une  Addition  à  ce  travail,  les  résultats  en  sont  comparés  aux  recherches  de 
MM.  l'rym,  Poincaré  et  de  Hiemann. 

Thieme  (//.).  —  Sur  ce  problème  :  Construire  tous  les  éléments 
d^un  groupe  à  q  termes  de  form.es  binaires,  lorsque  q  de  ces 
formes  sont  données.  (597-398). 

Sturm  {It')'  —  Note  sur  la  Table  des  divers  modes  de  génération 
d'une  surface  cubique  {Math,  Ann.,  t.  XXIII,  p.  3o8).  (ogg). 

Meissel,  —  Sur  quelques  fautes  de  la  Table  de  facteurs  de  Bur- 
ckhardt.  (600).  Ax.  H. 


MÉMOIRES  DE  L'AcADÉmE  boyale  des  Sciences,  des  Lbttbes  et  des  Beaux- 
Abts  de  Belgique.  Bruxelles,  F.  Hayez.  In-4"*  (*). 

TomeXLIII;  1880-1882. 

Catalan  (E.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  moindres  carrés. 

(42  pages). 

Simplifications  diverses  de  la  méthode  de  Gauss,  dans  la  formation  des  équa- 
tions normales.  Voici  quelques  remarques  de  l'auteur  qu'il  convient  de  signaler. 
Si  l'on  déduit  de  m  équations  linéaires  entre  n  inconnues  (m  =  /i,  m>rt,  /?i</i), 
n  équations  linéaires  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  puis  que  l'on  élimine 
l'une  des  inconnues  entre  la  première  de  ces  équations  et  les  autres,  on  trouve 
le  même  résultat  que  si  Ton  élimine  cette  inconnue  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles entre  les  m  équations  primitives,  puis  que  des  -  m{m  — i)  équations  résul- 
tantes on  forme,  enlrc  les  autres  inconnues,  les  (n  —  i)  équations  linéaires,  par  la 
méthode  des  moindres  carrés. 

Si  la  somme  des  carrés  des  erreurs  véritables  est  un  minimum,  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  virtuelles  est  aussi  un  minimum.  L'auteur  appelle 
erreurs  inrluelles  les  quantités 

tv,,  iVj,  IV,,  iv^,  étant  les  erreurs  données  par  les  équations  linéaires  considérées 
dans  la  théorie  des  moindres  carrés,  ûr,,  a^,  a,,  ...  les  coefficients  de  Tune  des 


('j  Voir  nulletin,  T  série,  tome  III.  '>."  Partie,  p.  .i«»-3(j. 
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incunnuos.  Le  produit  de  deux  sommes  de  N  carrés  (nombres  ou  polynômes 
enliers)  est  égal  à  la  somme  de  i-h^N(N  — i)  carrés  (nombres  ou  polynômes 
entiers).  Une  somme  de  N*  carrés  est  le  produit  de  la  somme  de  N  carrés,  par 
N'  carrés,  par  N"  carrés  et  N'=^N(N— i),  N'= -}N'(N' —  i),  .... 

Si  la  dernière  des  équations  réduites  de  Gauss  donne,  pour  le  dénominateur 
de  la  dernière  inconnue  gardée,  une  certaine  somme  de  carrés,  le  minimum  de 
la  somme  des  carrés  des  erreurs  ne  contiendra,  en  dénominateur,  que  cette 
somme  de  carrés. 

Van  de r  Mensbriigghe  (G,).  —  Études  sur  les  varialions  d'é- 
nergie potentielle  des  surfaces  liquides.  Premier  Mémoire, 
(.39  pages). 

Premier  Mémoire.  —  1.  Énergie  potentielle  d'une  surface  liquide  soit  libre, 
soit  en  contact  avec  un  solide  ou  un  autre  liquide.  Principe  général  concernant 
Taccroissement  d'une  surface  liquide.  2.  Vérifications  expérimentales  :  i*  Cas 
des  lames  liquides  libres,  planes  ou  courbes.  3**  Cas  des  lames  liquides  à  une 
seule  face  libre.  Le  principe  est  :  «  Si  la  couche  superficielle  d'un  liquide 
augmente  ou  qu'elle  devienne  le  siège  d'une  énergie  potentielle  qu'elle  ne  pos- 
sédait pas  d'abord,  il  y  a  refroidissement  et  la  tension  est  plus  grande  que  pri- 
mitivement; au  contraire,  si  la  couche  superficielle  diminue  ou  bien  que  son 
énergie  potentielle  disparaisse  par  la  superposition  d'une  couche  nouvelle,  il  y 
a  édiauffcment  et  la  tension  est  moindre  que  d'abord  ». 

Folie  {F.)  et  Le  Paige  (C),  —  Mémoire  sur  les  équations  du 
troisième  ordre.  Première  Partie.  (43  pages). 

Au  point  de  vue  analytique,  la  théorie  des  coniques  considérées  comme  inter- 
section de  faisceaux  projectifs  est  équivalente  à  l'étude  des  propriétés  des 
fonctions  homogènes  linéaires  à  deux  séries  de  deux  variables.  La  théorie  des 
courbes  du  troisième  ordre  dépend,  de  la  même  manière,  de  l'étude  des  fonctions 
analogues  à  trois  séries  de  variables.  Mais,  tandis  que  la  théorie  des  coniques, 
basée  sur  la  théorie  des  formes  ou  fonctions  bilinéaires,  a  fait  l'objet  de  tra- 
vaux qui  ne  laissent,  pour  ainsi  dire,  rien  à  désirer,  on  n'a  pas,  jusqu'à  présent, 
étudié,  avec  le  soin  qu'elle  mérite,  la  théorie  analytique  des  courbes  du  troi- 
sième ordre,  en  se  fondant  sur  les  propriétés  invariantologiques  des  formes 
trilincaires. 

MM.  Folie  et  Le  Paige,  que  la  découverte  des  rapports  anharmoniques  d'ordre 
supérieur  semblait  devoir  conduire  naturellement  à  cette  étude  des  courbes  du 
troisième  ordre  en  général,  l'ont,  en  effet,  entreprise  et  le  Mémoire  soumis  à 
l'Académie  en  contient  les  premiers  Chapitres. 

Dans  le  premier,  intitulé  homographie,  les  auteurs  abordent  l'étude  de  trois 
séries  de  points  situés  sur  une  droite  et  dont  les  coordonnées  sont  liées  entre 
elles  par  une  relation  linéaire /=  o,  en  cherchant  d'abord  les  covariants  de/, 
j>ar  les  méthodes  de  Clebsch  et  Gordan.  Ils  donnent  ensuite  l'interprétation 
çëométriquc  de  ces  covariants  et  trouvent  ainsi  des  propriétés  qui  sont  une 
introduction  naturelle  au  Chapitre  suivant,  et  ils  démontrent  l'existence  de 
f>oints  doubles  dans  les  séries  de  points  appelées  par  eux  homographies  de 
€.r^isième  ordre  et  de  troisième  classe. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Juin  1886.)  K.S 
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Le  Gliapilrc  II  esl  consacré  à  Téludc  des  inToluUons  do  troisième  ordre. 
ÎJiB  auteurs  retrouvent  ici  et  développent  dÎTerset  recherclics  de  l'on  d'entre 
eux,  sur  les  involutions  d'ordre  supérieur  et  les  rattachent,  d'nne  part  à  l'étade 
de  riiomographie  eiposée  dans  le  Chapitre  précédent,  de  l'antre  à  celle  de  cer- 
tains invariants  absolus,  qui  sont  les  rapports  anharmoniqaes  do  traisîéaie 
ordre.  Les  nombreux  théorèmes  sur  les  involutions  de  troisième  ordre  et  de 
troisième  classe  donnés  dans  ce  Chapitre,  sont  les  uns  analogocs  à  ceux  qoe 
Ton  rencontre  dans  Tinvolution  ordinaire,  les  autres,  beaucoup  plos  compliqués 
tant  dans  leur  énoncé  que  dans  leur  expression  analytique,  ot  Ton  doit  recourir 
à  toutes  les  ressources  de  la  théorie  des  invariants  et  covariants  des  formes 
considérées. 

Le  Chapitre  III  est  une  étude  du  rapport  anharmonique  du  troisième  ordre. 
Le  rapport  anharmonique  du  troisième  ordre,  au  point  de  voe  analytique,  ert le 
quotient  du  produit  de  trois  différences  entre  les  six  racines  d'une  équation  di 
sixième  ordre,  par  le  produit  décrois  autres  de  ces  diflférences.  Il  y  a  quinze  de  cet 
produits  et,  par  suite,  deux  cent  dix  de  ces  quotients,  inverses  l'un  de  TaulredeH 
à  deux.  Il  existe  de  nombreuses  relations  entre  les  produits;  les  auteurs  font 
connaître  les  plus  simples  et  les  plus  belles,  et  parviennent  ainsi  &  exprimer  Ici 
quinze  produits  au  moyen  de  quatre  seulement  et  les  deox  cent  dix  rapports 
anharmoniques  sont  ramenés  à  trois  seulement.  Ils  cherchent  ensuite  Téquatioa 
du  quinzième  dejçré  qui  a  pour  racines  les  quinze  produits  et  ils  y  parfiea- 
nent  assez  rapidement,  malgré  Textrème  complication  de  la  question,  en  ^ 
dant  des  résultats,  classiques  déjà,  du  P.  Joubert,  sur  l'équation  du  sixièae 
degré.  L'équation  du  quinzième  degré  trouvée,  on  imagine  aisément  un  procédé 
pour  en  déduire  celle  du  deux  cent  dixième  degré  qui  a  pour  racines  les  rap- 
ports anharmoniques  du  troisième  ordre;  nouante  de  ceux-ci,  au  fond,  se  ré- 
duisent à  des  rapports  anharmoniques  ordinaires  ou  du  second  ordre.  Oaci 
conclut  que  l'équation  du  deux  cent  dixième  ordre  est  le  produit  d'nne  éqoatioi 
du  quatre-vingt-dixième  ordre,  donnant  ces  rapports  du  second  ordre,  et  d'oie 
du  cent  vingtième,  donnant  ceux  qui  sont  réellement  du  troisième  ordre.  Le 
discriminant  de  réqualion  du  quinzième  ordre  jouit  de  propriétés  remar- 
quables, (|ui  sont  ensuite  exposées  en  recourant  encore  à  quelques  résultats  do 
V.  Joubert.  11  contient,  comme  fiictcur  octuple,  l'invariant  gauche  de  la  forme 
qui  c«ïnslituc  le  premier  membre  de  l'équation  du  sixième  degré  considérée  au 
déhul  du  Chapitre:  connue  facteur  triple  le  discriminant  de  cette  fonction: 
enfin  un  dernier  facteur  <|ui,  éjjalé  à  zéro,  exprime  que  quatre  des  six  pointa- 
racines  de  l'équation  du  sixième  degré  sont  conjugues  harmoniques.  Le  discri- 
minant (le  réiiuatii>n,  qui  a  pour  racines,  outre  les  quinze  produits,  les  qaioze 
pnMJuits  pris  en  si^ne  contraire,  contient,  outre  les  trois  mêmes  facteurs  êlcw 
respectivement  aux  puiis;inces  iC\  i-  et  a,  un  autre  facteur,  à  la  quatrième 
puissance,  qui  e<t  tel  qu'éj^alé  à  zéro  il  exprime  la  condition  pour  que  lc$ 
points-racines  si»ieni  en  ei'olution.  Le  Mémoire  se  termine  par  des  considéra- 
tions, fragmentaires  vraisemblablement,  sur  les  points  conjugués  harmoniques 
représentés  par  les  six  racines  d'une  équation  du  sixième  degré. 

Cafatan   ^^A".  i.  —  Noie  sur  la  quadrature  des  courbes  parabo- 
liques. \^i)  pages  K 

l>omon>tration  très  simple  de  la  formule  de  Gauss  pour  les  quadrature 
appr\H*héos. 
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Catalan  {E.  ).  —  Note  sur  les  fonctions  X,,  de  Legendrc.  (  i  u  pages). 

Complément  d'un  Mémoire  sur  le  môme  sujet,  public  antérieurement  dans  le 
tome  XXXI  des  Mémoires  in-8*»  de  l'Académie. 

Catalan  {E.),  —  Mémoire  sur  une  suite  de  polj^nômes  entiers  et 
sur  quelques  intégrales  définies.  (4o  pages). 

L'auteur  considère  des  polynômes  T  très  analogues  aux  polynômes  X„  et 
dénnis  par  les  relations 

iP -h  2r  j7 -+- 3Pa:* -4- . . . 
•^p  (i  — ^r)/*"^*  M«-r-^;, 

Il  en  trouve   la   fonction  génératrice,  s'en  sert  pour  obtenir  la  valeur  de  plu- 
sieurs intégrales  déQnies  et  maintes  relations  sur  les  nombres  de  Bernoulli. 

Hirn  (G.).  —  Recherches  expérimentales  sur  la  relation  qui  existe 
entre  la  résistance  de  l'air  et  sa  température.  Conséquences  phy- 
siques et  philosophiques.  (91  pages). 

MelsenSy  Folie  (F.)  et  Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Rapports 
sur  ce  Mémoire.  Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique.  (3)  11. 
(225-257). 

M.  Hirn  expose  deux  séries  d'expériences  qui  tendent  à  prouver  que  la  résis- 
tance que  les  gaz  offrent  au  mouvement  des  corps  est  indépendante  de  la  tem- 
pérature de  ces  gaz,  ce  qui  semble  incompatible  avec  la  théorie  cinétique  des 
gaz,  d'après  l'auteur.  Il  croit  pouvoir  en  conclure  aussi  que  la  doctrine  qui 
admet  l'existence  de  la  force  comme  un  élément  spécifique  de  l'Univers  est  par 
là  fortifiée.  M.  Folie  n'admet  pas  que  la  théorie  cinétique  des  gaz  soit  renversée 
par  les  expériences  de  M.  Hirn,  et  n'admet  pas,  non  plus,  les  conséquences 
philosophiques  de  l'auteur  relatives  à  la  force. 

Tome  XLIV;  1882. 

Catalan  {E.),  —  Sur  les  fonctions  X;,  de  Legendre.  Second 
Mémoire.   (P.  I-II  et  1-102). 

Ce  Mémoire,  qui  fait  suite  à  ceux  qui  sont  analysés  plus  haut,  est  impossible 
à  analyser  à  cause  du  grand  nombre  (plus  de  deux  cents)  de  formules  plus  ou 
moins  compliquées  et  dont  beaucoup  sont  nouvelles,  qu'il  renferme.  Voici  celles 
que  l'auteur  signale  particulièrement  : 


X 


^    A  -f-  B  J—  I  cos  X 

=  o. 


'0     (B — Ay/— i  cosa?)* 
/        dx  j     dtù  co^yy  X — ^ x^  —1  cosu»  J=  ar. 
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Si  «7  et  6  sont  des  racines  de  —~  =  o,  on  a 


y  _  I      i/l  ^2ZX-hZ*  1  —  5 


^1  —  2ZX' -hz* -h  i  — zx      ^ddx  n{n-hï) 
1  — j:  ^    "rt-hi 


I  —  2ZX'  -hz'-h  i  —  zx      ^dx  n{n-hi] 

Z  —  X  -+-  \/ 1  —  2  ZX  -h  Z*    _ 

1 

/        -7=log  \ =2v/aIog[(i-f-«V+«(i-5)^], 

w  — 7 
y    _  V  /  _   \    -       î.3.5...(/t  —  y  —  i).i.3.5...(n-f-y— i) 

*  1.2.3  ...  ^  .  1.2.3  ...  (/i  —  ^) 

^      -^    °  (1.2.3...  X)M. 2.3...  (n-2X)^'^~'^  (2a:)*-», 
—^ ^  =7ZrrJïog2-(i-^)Iog(i  +  ;:)], 


_         {l—  2ZX-i-  Z*)* 

I  —  x^        ^■" 


*^  0 

11 

00 


arc  sinar  —  - 

2 

"o 


yn. 3.5. ..(2^-0-1»  _ 


P.  M. 


BULLETINS  de  l'Académie  royali:  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beau- 
Arts  DE  Belgique.  Bruxelles,  F.  llayez  (  *  ). 

Tome  XLVII  (•2''  série)  ;  janvier  à  juin  187g. 

Van  der  J\fensbruggJie  et  Folie  {F,).  —  Rapports  sur  le  Mémoire 
intitulé  :  De  r origine  et  de  V établissement  des  mouvement'^ 
astronomiques,  2*-*  Partie.  (4-i5). 

Analyse  crili(iuc  du  Mémoire. 


(')    Voir  Jhillctin,  r  série,  t.  III,  ?.'  Parlic,  p.  i34-i38. 
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Delarge  {F.).  —  Note  sur  le  téléphone,  appliqué  dans  le  voisi- 
nage des  lignes  télégraphiques  ordinaires.  (34-47)- 

Maus,  —  Rapport  sur  cette  Note.  (16-21). 

Gérard  (^.).  —  Compteur  à  secondes  servant  à  contrôler  la 
vitesse  des  moteurs  de  M.  Valisse.  (47-49)* 

Maus.  —  Rapport  sur  cette  Note.  (21-25). 

Niesten  (L.).  —  Recherches  sur  les  couleurs  des  étoiles  doubles. 
(60-69). 

Houzeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (25-27). 

Les  composantes  d'un  système  physique  de  deux  étoiles  passent  par  les 
mêmes  variations  de  teintes,  en  général,  à  partir  du  périastre  où  elles  sont 
blanches  le  plus  souvent.  Dans  les  systèmes  purement  optiques,  la  moins  écla- 
tante des  deux  étoiles  est  souvent  bleuâtre. 

Saltel.  —  Sur  un  paradoxe  mathématique  et  sur  un  nouveau 
caractère  de  décomposition  dû  à  la  présence  des  lignes  multiples. 
(184-210). 

Le  paradoxe  est  celui-ci  :  les  coordonnées  de  tous,  les  points  de  l'espace 
semblent  vérifier  les  équations  d'un  lieu,  bien  que,  d'après  sa  définition,  il  se 
compose  de  lignes  ou  de  surfaces. 

Cruls  (L.).  —  Note  sur  le  système  stellaire  4<^o^  Eridan.  (a33- 
235).    • 

Houzeau.  —  Rapport  sur  cette  Note.  (229). 

Houzeau  et  Montigny.  —  Rapports  sur  le  Mémoire  de  M.  Tabbé 
Spée  intitulé  :  Sur  le  déplacement  des  raies  des  spectres  des 
étoiles.  (3 1 8-324). 

M.  Houzeau  fait  remarquer  que  la  plupart  des  observateurs  admettent  le  dé- 
placement, tandis  que  M.  Spée  le  nie  en  se  fondant  sur  certaines  considérations 
théoriques.  M.  Montigny  analyse  des  recherches  d'Arago  sur  une  question  ana- 
logue. 

Houzeau.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  O.  Van  Ertborn 
intitulé  :  Observations  de  la  planète  Mars  faites  pendant 
^opposition  de  1877.  (325). 
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Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Nouvelles  applications  de  Té- 
ncrgie  potentielle  des  surfaces  liquides.  (3a6-346). 

Cause  principale  de  la  perte  de  charge  des  jets  d'eau.  Origine  de  Ténergie  de 
mouvement  acquise  par  les  vagues  de  la  mer.  Cause  de  la  production  des  mas- 
carets à  Tembouchure  de  certains  fleuves. 

Plateau  (J,).  —  Un  petit  paradoxe.  (346-348). 

Réalisation  d'une  sorte  de  mouvement  perpétuel,  en  supprimant  les  résistances 
au  moyen  d'une  force  toujours  présente  (un  cours  d'eau,  par  exemple). 

Mansion  (P»)-  —  Sur  Télimination,  2®  Note.  (532-54i). 
Catalan  {E,)  et  Folie  {F,).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (490)- 

Voir  plus  bas  Funalyse  de  ce  travail. 

Montigny  {Ch.),  —  Sur  la  prédominance  de  la  couleur  bleue  dans 
les  observations  de  scintillation,  aux  approches  et  sous  Tio- 
fluence  de  la  pluie.  (755-766). 

Tomo  XL VIII;  juillet  à  décembre  1879. 

Spring  {VV,)  et  Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Rapports  sur 
un  Mémoire  de  M.  P.  de  Hecn,  intitulé  :  De  la  dilatabilité  des 
solutions  salines  et  de  quelques  liquides  organiques,  (4-i6)- 

Le  produit  du  cocflicicnt  de  dilalalion  des  liquides  organiques,  appartenanli 
une  série  homologue,  par  sa  lerupérature  d'ébullilion,  est  constant. 

Montigny  {Cit.),  —  Notice  sur  la  scintillation  de  réloi^le  princi- 
pale de  Y  d'Andromède  dans  ses  rap|)orts  avec  la  couleur  de 
ce  II  c  é  loil  e .  (  1  ?.-.i  7  ) . 

Plateau  {J-)-  —  Un  mol  sur  l'irradiation.  (37-1 1)- 

Folie  {F.)  et  Le  Paigc  (C).  —  Sur  quelques  théorèmes  rciatit> 
aux  surfaces  d'ordre  supérieur.  (4i-'i1). 

Ap()lirati(jns  aux    surl'aees  du  second    el   du  troisième  degré  de  la  notion  du 
ra|>porl  anlianihniifiue  généralisée. 

Calidan  (F.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  Mou^-emcnts 
rc/ati/s  de  tous  Ir^  astres  du  système  solaire,  par  M.  Souillarl. 

\nal\x'  i\u  MéiuoHT. 
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Plateau  (/.)•  ~"  ^"^  '^  viscosité  superficielle  des  liquides.  (106- 
128). 

Examen  des  critiques  de  la  théorie  de  M.  Plateau,  publiées  en  1878,  dans  le 
Nuovo  Cimento. 

Monligny  (Ch,),  —  Note  sur  des  arcs-en-ciel  surnuméraires, 
(343-346). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  quelques  phénomènes  cu- 
rieux observés  à  la  surface  des  liquides  en  mouvement.  (346- 

359). 

Nouvelles  applications  des  principes  de  Fauteur  sur  les  changements  d'énergie 
potentielle  en  énergie  actuelle  ou  inversement,  quand  la  surface  libre  d'un 
liquide  diminue  ou  augmente. 

Mansion  (P')*  —  Sur  Télimination  (Bulletin  de  Belgique^  (2), 
XLVI,  (899.908);  XLVII,  (532-540;  XLVIII),  (463-472; 
473-490). 

Mansion  (P-)-  —  Théorie  a  posteriori  de  Télimination  entre 
deux  équations  algébriques,  XLVIII.  (491-526). 

Catalan  {E,)  et  Folie  {F.),  —  Rapports  sur  ces  Mémoires, 
Ib.,  t.  XLVI,  p.  880-881  ;  XLVII,  p.  490;  XLVIII,  p.  445-452. 

Comparez  aussi  les  trois  Notes  de  M.  Mansion. 

Sur  l'élimination  (  Comptes  rendus  y  t.  LXXXVII,  975-978).  —  On  rational 
functional  déterminants  [Messenger  of  Mathematics,  (2),  t.  IX,  p.  So-Sa]. 
—  On  tlie  equality  of  Sylvester's  and  Cauchy's  éliminants  {Ib.,  p.  6o-63). 

Les  trois  dernières  Notes  sont  des  extraits  des  deux  premiers  Mémoires,  dont 
les  Rapports  de  M.  Catalan  sont  des  analyses  succinctes.  Il  sufQra  donc  de 
résumer  les  deux  premiers^ 

Premier  Mémoire,  —  Ce  premier  Mémoire  est  un  exposé  a  priori  de  la 
théorie  de  l'élimination^  soit  par  la  méthode  de  Sylvester,  soit  par  celle  de 
Cauchy,  en  proQtant  d'une  idée  nouvelle,  dont  voici  l'exposé  pour  deux  équations 

fx  =  a„-t-[a,a: -+-...-+- a,  ar*  =  0,        gx  =  b^-\- b^x  +  b^x*  -h  6,3?»  =  0, 

ayant  deux  racines  a,  ?  communes.  Dans  cette  hypothèse,  on  aura 

I     a/a 

i     ?/? 

I     a^a 


(M) 


s-? 


=  O, 


—   O, 


=  o, 


—  o, 


I     a'  ^'  a 
1     Vg^ 


o. 
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Entre  CCS  relalions,  on  pourra  éliminer 


1     a 

I          «^ 

1     a' 

1     a* 

1     1' 

■     ? 

> 

I         P' 

} 

I     p« 

y 

I     p« 

> 

,     P» 

et  trouver  une  des  conditions  nécessaires  pour  que  ces  deux  équations  aient 
deux  racines  communes.  On  trouve  de  même  les  autres  conditions  nécessaires. 
Réunissant  ces  diverses  conditions  nécessaires,  on  trouve  qu'on  les  exprime 
toutes  en  égalant  h  zéro  un  certain  déterminant  rectangulaire.  Il  en  est  de 
même  dans  le  cas  où  l'on  a  recours  à  la  méthode  de  Cauchy.  Réciproquemeol, 
si  un  certain  déterminant  rectangulaire  est  nul,  dans  Tune  ou  l'autre  méthode, 
les  équations  ont  deux  ou  plusieurs  racines  égales.  La  considération  des  expres- 
sions (M)  permet  de  transformer  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  troa- 
vées,  en  d'autres  données  pour  la  première  fois,  mais  non  démontrées  par  Rouché, 
quand  on  emploie  la  méthode  de  Cauchy.  On  transforme  de  même  les  conditions 
dans  le  cas  de  la  méthode  de  Sylvester.  Enfin  la  considération  des  méme< 
expressions  (M)  donne,  encore  une  fois,  dans  l'une  et  l'autre  méthode,  l'équa- 
tion aux  racines  communes,  les  équations  aux  racines  non  communes,  et  l'équa- 
tion aux  racines  communes  et  non  communes.  L'idée  nouvelle  contenue  dans 
ce  premier  Mémoire  permet  d'ailleurs  d'étudier  les  cas  où  les  racines  communes 
sont  égales. 

Second  Mémoire.  —  Le  second  Mémoire  est  une  théorie  a  posteriori  éf 
l'élimination  où  sont  démontrées  les  belles  propositions  trouvées  par  Rouché, 
en  rendant  rigoureux  son  procédé  d'exposition  et  en  en  poussant  les  consé- 
quences plus  loin.  Pour  cela,  on  est  forcé  d'abord  de  se  borner  à  l'étude  de 
deux  équations  de  même  degré.  Un  artifice  de  calcul  très  simple  permet  d'étendre 
ensuite  ces  diverses  propositions  au  cas  de  deux  équations  quelconques.  Enfin, 
en  renversant  l'ordre  habituellement  suivi  pour  écrire  les  lignes  de  rélirainani 
do  Syl\c<lor  qui  contiennent  Ic>  coefficients  de  la  première  équation  donnée. 
rauleur  pr\»u\e  qii«*  cet  éliininiint  est  égal  à  celui  de  Cauchy,  qu'il  en  c>t  dr 
même  de  leurs  mineurs  principaux,  ((ue.  par  suite,  on  peut  (comme  «m  l'a  d'ail- 
leurs \u  dans  la  lluorie  it  priori)  déinnutrer,  dans  la  nn'thode  de  Sylvester. 
des  pro|»o>jiion'»  i- juivalenles  à  celles  de  Uniirhé,  relati\ement  à  la  niclhodod^ 
l'.aU'hx.  I.e  Mein»Mre  eonlient  à  la  lin.  un  peu  comme  hors  d'œu\re,  une  d^*- 
Mionstrali'Mt  Ir»  >  siinf»le  d'un  beau  iheoii.ine  de  Falk  sur  lequel  on  pt'ul  bd»cr 
un  e\po^.^  e.>:npl'^t  vl-^  la  lin-. oie  de  rtliniination.  plus  èlénienlaire  ijuc  l"U> 
eeuv  qiu  s.mu  u^it- <  jusqu'à  iTr-^ent  [voir  1*.  .M.vnsion.  Déterminants,  \' v\ii- 
UvMK  l\»r:<.  <i.iulhier-\  illar^.    jv  -.»  cl  •suivantes    (')J. 

I  iitt  ilrr  M''ti<^'ru::::/t*^  '  (i.*.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  Inli- 
lulô  :  /A-  i'tFi'îurn'^'-  cir  hi  fnrnie  des  masses  sur  leur  attrac- 
tion d  :ns  ir  >::<  tittu*'  là  tjueleonque  cfattrartion.  poutrii 
tiu:t:'f'-is  '/:.■:  i''ittnirti"/i  diminue  indéjîniment  quand  lo 
dis!  :*ii'e  '.!:i^'"i''.ntr,  parC.  La;;range.  (4)3-454^. 


I 


•  ••  I 


.;:  i  t  îinr.iuli^n.  d'»nl  les  deux  premières  sont  publiées  a\c 
•.*  f-ini'^^  er»  une  hn»ehure  de  >^o  pages  (  f^ari"*.  («authicr 
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Le  Paige{C.).  —  Note  sur  certains  combinants  des  formes  algé- 
briques binaires.  (53o-545). 

Folie  {F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (460-461). 

L'auteur,  après  un  historique  où  il  indique  les  points  de  contact  de  ses 
recherches  antérieures  avec  celles  de  divers  géomètres,  rattache  l'invariant 
d'involution  aux  invariants  (a^)",  dans  le  cas  de  n  impair.  Il  prouve,  pour  les 
divers  ordres,  que  si  la  condition  d'involution  entre  {n  -hi)  formes  est  remplie, 
il  existe  entre  ces  formes  une  relation  linéaire  dont  il  détermine  les  coefficients. 
Dans  le  cas  des  formes  paires,  il  étend  à  2/t  formes  d'ordre  2^  un  théorème 
connu  seulement  pour  ^  =  i. 

Folie  et  Houzeau,  —  Rapports  sur  une  Note  intitulée  :  Descrip- 
tion d^un  régulateur  elliptique  isochrone,  par  M.  J.  Van  Reys- 
selberghe.  (587-590). 

Folie  et  Van  der  Mensbrugghe.  —  Rapports  sur  le  concours 
relatif  à  l'étude  de  la  torsion.  (594-600). 

Critique  du  Mémoire  envoyé  à  l'Académie  en  réponse  à  la  question,. 

Valérius.  —  Sur  les  variations  du  calorique  spécifique  de  l'acide 
carbonique  aux  hautes  températures.  (6oi-6o4). 

Niesten.  —  Note  sur  la  tache  rouge  observée  sur  la  planète  Jupiter 
pendant  les  oppositions  de  1878  et  de  1879.  (6o4-6i8, 
1  planche). 

Houzeau,  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (590-592). 

La  tache  rouge  est  peut-être  périodique;  sa  période  serait,  si  cette  conjecture 
est  vraie,  égale  à  une  demi>révolution  de  Jupiter. 

Terhy  (F.),  —  Études  sur  la  planète  Mars  (12^  Notice).  Tableau 
synonymique  des  dénominations  données  au\  taches  de  la  pla- 
nète. (619-631). 

Ilouzeau,  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (592-594). 

Saltel  (L,),  —  Historique  et  développement  d'une  méthode  pour 
déterminer  toutes  les  singularités  ordinaires  d'un  lieu  défini 
par  A*  équations  algébriques  contenant  A'  —  i  paramètres  arbi- 
traires. (6.32). 

Le  titre  de  ce  travail  en  indique  suffisamment  l'objet.  Il  complète  et  précise 
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les  travaux  antérieurs  de  Taulcur.  Il  contieot  une  petite  Note  intéretsaiite  wr 
l'histoire  de  la  transformation  arguésienne. 

Ilouzeau.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  à  Tappuî  des  remarquables 
observations  de  M.  Schiaparelli  sur  la  planète  Mars,  par  F.  Terby. 

(725-726). 

Liaffre.  —  Rapport  sur  le  concours  quinquennal  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques.  (835)* 

Exposé  sommaire  des  travaux  relatifs  aux  Sciences  mathématiques  ou  phy- 
siques publiés  en  Belgique  en  1871},  1875,  1876,  1877,  187B. 

Tome  XliX,  janvier  à  juin  1880. 

Weyr  (Em.).  —  Remarques  sur  l'existence  de  l'évolution  dans 
les  courbes  du  troisième  ordre  et  de  la  quatrième  classe.  (7-8)* 

Trois  points  d'une  courbe  plane  rationnelle  du  troisième  ordre  situés  eo  ligse 
droite  et  leurs  points  tangentiels  également  situés  en  ligne  droite  sont  lix 
points  en  évolution  sur  la  courbe. 

Van  Bysselberghe  {F,).  —  Description  d'un  régulateur  ellip- 
tique isochrone  dont  on  peut  faire  varier,  à  volonté,  la  vitesse 
de  régime.  (9-24). 

Fievez  (Ch.).  —  Kccherclies  sur  rinlensité  relative  des  raies 
spectrales  de  Thydrogène  et  de  razolc,  en  rapport  avec  la  con- 
stilution  des  nébuleuses.  (lOj-iiS). 

Ilouzcau  et  S  tas.  —  Uapporls  sur  ce  Mémoire.  (88-91). 

Iliiggins  (  ff '.).  —  Lettre  sur  ce  Mémoire.  (îi^ô-afij). 

Dépendance  entre  la  visibilité  des  raies  et  l'intensité  lumineuse  de  rimac**. 

pour  l'hydropènc  et  l'azote.  Conséquence  :  il  est  probable  qu'un  élément  connu 

existe  dans   un  corps   céleste  quand  on  a  constaté  dans  le  spectre  la  présence 
d'une  raie  appartenant  à  cet  élément. 

Le  Paige  (C).  —  Noie  sur  certains  covariants  des  formes  algé- 
briques binaires,  (i  i3-i25). 

Folie  (F.),  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (91-92). 

Le  carré  du  •ovarianl  A(</.   // /)  r/J.^'  Z/^*  »  .  ■ .  /J"*  de  («  -  A)  formc^ 

d'ordre  pair  (impair)  rij,  />î,  /J  est  une  fonction  quadratique  «  linéaire  i 
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des  co variants 

Pour  A:  =  o,  on  retrouve  un  théorème  de  Rosanes. 

Folie (F.)f  Catalan  (E.)  et  Tilly  (J.-M.  de).  —  Rapporls  sur  le 
Mémoire  intitulé  :  Historique  et  méthode  de  détermination  de 
toutes  les  singularités  ordinaires  d'un  lieu  défini  par  k  équa- 
tions algébriques  contenant  k  —  i  paramètres  arbitraires. 

(i49-'70- 

Discussion  sur  le  Principe  de  la  théorie  des  Faisceaux  de  MM.  Folie  et 
Le  Paige. 

Terby  (F.).  — Aspect  de  la  planète  Mars  pendant  Topposition 
de  1879  et  observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter  et  des 
taches  de  Vénus.  (201-217  et  cinq  planches). 

Ilouzeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (173-174). 

Spée.  -^  Sur  la  raie  dite  de  l'hélium.  (379). 

Houzeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (3ii-3i2). 

Van  der  Mensbrugghe (G.).  —  Sur  l'application  du  second  prin- 
cipe de  Thermodynamique  aux  variations  d'énergie  potentielle 
des  surfaces  liquides.  (620-627). 

Complément  rectificatif  du  Mémoire  inséré  au  t.  XLVIII,  p.  354  ^^  suivantes. 

Tome  L,  juillet  à  décembre  1880. 

Fievez  (C).  —  Recherches  sur  le  spectre  du  magnésium  en  rap- 
port avec  la  constitution  du  Soleil.  (91-98). 

Houzeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (78-79). 

Le  Paige  (  C  ).  —  Sur  la  représentation  géométrique  des  covariants 
d'une  forme  biquadratique.  (ii5-i2i). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Du  rôle  de  la  surface  libre  de 
Tcau  dans  l'économie  de  la  nature,  (i 55-167). 

Analyse  d'un  travail  adressé  en  1879  A  l'Association  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences,  où  l'auteur  résume  ou  complète  plusieurs  de  ses  Mémoires 
antérieurs. 


SECONDE  PARTIE. 


Montigny  (Ch.).  —  De  rinfluciice  <Ics  liquides  s 
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CCS  liquidas.  {tî)ii-i-jo). 

La  rapidil^  des  vibralions  d 
l'effet  d'uu  milieu  liquida  avec 
DuUun  cit  plus  leiiiibk  quund 
du  corpï  vibrant  que  Int^u'il 

Adetn. —  Sur  la  compensation  d'm 
siqucs.  (u6o-955). 

Manligny  (Ch.).  —  Note  sur  i'.ippl 
de  la  propagation  du  son  ri  des 
les  liquides.  (Soo-Soy). 

Catalan  (£".),  TUly{J.-M.  de)ftl  Folir  {F.).  —  Rapport  sur  uo 
Mémoire  de  concours. 

Analjic  et  criti'iiie  d'un  Mémoire  coiinmnÉ  sur  Ici  surfaces  cliisialtlcs  ud  * 
cnurbiirc  iiioycane  nulle.  L'auteur  »t  M.  Riliaucnur. 

Van  drr  Mensbrugghe  (G.).  —  Vojages  et  métamorphoses  J'upc 
gouttelette  d'eau.  (4'.»3-44")- 

Ei|H)sé,  sin»  eiileul,  da  la  plupart  de?  recherches  de  t'niitrnr  ;iir  lii  iktMin 
t1iernmd)'nauiii|iie  des  liqurdcs,  ' 


Troisième  série.  Tome  I,  janvier  à  juin  1881 . 

Adan  {£•)•  —  Sur  la  jonction  geodésique  exécutée  entre  l'Es- 
pagne et  l'Algérie.  (8-ai). 

.Adan  (£.)■  —  Sur  la  détermination  de  la  longitude  de  Karéma. 

(;5-;9). 

Lf  Paigv  (C).  —  Noie  sur  la  ihcorie  des  polaires.  (i34-i38). 
Titty  {de).  —  Rappon  snr  celte  Noie.  {73-74). 
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Montigny  {Ch,).  —  De  Tintenslté  de  la  scintillation  pendant  les 
aurores  boréales.  (23i-25o). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  une  propriété  générale  des 
lames  liquides  en  mouvement.  (286-3o8). 

Explication  de  divers  faits  au  moyen  du  principe  suivant  :  Si  une  masse 
liquide  est  transformée,  par  une  force  quelconque,  en  une  lame  de  plus  en  plus 
mince,  à  mesure  que  cette  force  agit  plus  longtemps,  le  travail  résistant,  déve- 
loppé par  l'accroissement  d'énergie  potentielle  du  liquide,  augmente  en  raison 
directe  de  la  valeur  de  T  (énergie  potentielle  par  unité  de  surface)  appartenant 
à  la  surface  liquide  au  moment  considéré  et  en  raison  inverse  de  l'épaisseur  de 
la  lame  au  même  instant. 

Delbœu/ {J,),  —  La  liberté  et  ses  effets  mécaniques.  (463-479). 

L'auteur  regarde  l'homme  comme  une  force  analogue  aux  forces  de  la  nature, 
mais  agissant  au  moment  où  elle  veut. 

Le  Paige  (C).  —  Note  sur  certains  covariants.  (490-499)- 

Folie  {F,),  —  Rapport  sur  cette  Note.  (461-462). 

\.  Le  déterminant  fonctionnel  de  (a/r  +  i)  formes  binaires  dont  l'ordre  est 
supérieur  à  ik  est  une  fonction  linéaire  des  (2A:+i)  formes,  les  coefficients 
étant  des  sommes  de  produits  de  covariants  linéo-linéaires  des  formes  prises 
deux  à  deux. 

II.  Le  carré  du  déterminant  fonctionnel  de  ik  formes  binaires,  dont  l'ordre 
est  supérieure  (2  A:  —  i),  est  une  fonction  quadratique  de  ces  formes,  les  coeffi- 
cients étant  des  déterminants  dont  les  éléments  sont  des  covariants  linéo- 
linéaires  des  formes  prises  deux  à  deux. 

Folie  {F,  )  et  Le  Paige  {C,  ).  —  Note  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre.  (61  i-6i3). 

Résumé  d'un  Mémoire  étendu  sur  ces  courbes,  qui  sera  publié  ultérieurement. 

Tome  11;  juillet  à  décembre  i883. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  formes  binaires  à  plusieurs  séries  de 
variables.  (4o-53). 

Folie  (F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (5-6). 

L'auteur  emploie  directement  la  notation  symbolique  pour  les  formes  à  plu- 
sieurs séries  de  variables,  au  lieu  de  calculer  un  système  binaire  réduit,  comme 
le  fait  Clebsch.  Il  peut  d'ailleurs,  grâce  à  cette  méthode,  soumettre  les  divers 
groupes  de  variables  à  des  substitutions  différentes.  Il  établit,  dans  le  cas  des 
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Adan(E.).- 

-  Lalilirdc  on  voyagi-.  Procédé  graphique,  (t  la-ia;). 

Folie{F.).  - 
a63). 

-Aprnpn,.! 

lit  di'-terininalioii  de  In  latiliide.  (357- 
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.  (453-458). 
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Knn  der  Mensbrii^ghe.  - 

--  Remarques  sur  les  phéoomîncs  é\ec- 

Iriqiies  qii 

iiccompagnent  les  varïutions  d'énergie  poLf^nttuliedu 

mercure. 

Const^HUcnc 
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pTinc'un-t  ihfrnuidyniiniiiiuM  dp  l'auteur. 

Vi'o/ie  (/^.)-  - 

-  MisLoire  de 

l'AstroDoniie  ea  Belgique.  (âfii-ti^S). 

Il  n'y  0  pas 

pc,|  d'.ulrurs 

[■u  tl'ohïprvalion 
i-riïi.rUMirl'A'^ 

s  astronomiques  en  Belgique  av«at  le  ïti"  «Wf. 

I,  outre  l'obïCrvaloirc  rojal  de  Bruxelles,  i 
sieurs  observatoires  privés  et  beaucoup  d'auteurs  ont  traité  de  sujets  aslroBi>- 
miques  ou  gÉodiÏ9i([ues  ;  Adolphe  Quctelet,  Ernest  Qucteict,  llouicau,  Mcver, 
Schaar,  Mailly,  Monligny,  Terby,  de  Hoc,  Van  Ertborn,  Van  Monckhoircn, 
Van  Trichl,  Delsaui,  Spéc,  ['irmci  (et  M.  l'olie  lui-même). 

Tome  III,  janvier  à  juin  1883. 

Folie  (F.)  cl  Van  der  Mensbrugghc  (C).  —  Rapports  sur  le 
Mémoire  inlilulé  :  Exposition  critique  de  lo  méthode  de 
Wronski  pour  la  résolu/ion  des  problèmes  de  Mécam(]ue 
céleste;  par  M.  C.  Lagrange.  (5-i3). 

Analyse  de  ce  Mémoire.  Suivant  l'auteur  et  les  rapporteurs,  la  méthode  de 
WronsLi  est  plus  (icncralc  que  la  mélhodc  de  la  variation  des  constantes  arti- 
traircs.  Elle  en  diiï^re  par  l'introduction  de  nouveaux  paramètres  variable, 
notamment  de  la  vitesse  moyenne  ic  entre  les  vitesses  extriîmes  sur  la  coniqw 
variable,  et  un  rli«i\  nouveau  de  enorctonnées.  Les  forces  composantes  considé- 
rées sont  la  force  rncMiile  F,   la  force  langcnticlle  T  cl   la  force  normale  ?  Jo 
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plan  de  l'orbite.  La  méthode  consiste  à  passer  de  la  relation  Gdt—  —  w  d^ 
(G  étant  la  gravitation),  qui  est  Féquation  difTérentielle  d'une  conique,  dans  le 
cas  où  w  est  constant,  à  la  trajectoire  réelle,  dans  laquelle  w  varie  sous  Tin- 
(luence  des  forces  F,  T,  P.  La  supériorité  de  la  méthode  de  Wronski  sur  les 
autres  réside  surtout  dans  l'introduction  d'une  masse  fictive  variable,  au  lieu 
de  la  masse  constante  à  laquelle  est  due  la  force  centripète,  dans  les  méthodes 
ordinaires.  La  conique  décrite  sous  l'influence  de  cette  masse  fictive  coïncide 
mieux  avec  la  trajectoire  réelle,  résultat  qui  ne  semble  pas  avoir  été  aperçu 
par  Wronskî  lui-même. 

Folie  {F,),  —  Sur  un  critérium. astronomique  certain  de  l'exis- 
tence  d'une  couche  fluide  à  l'intérieur  de  l'écorce  terrestre. 

(20-23). 

Folie  (F,).  —  Existence  et  grandeur  de  la  précession  et  de  la 
nutation  diurne,    dans    l'hypothèse   d'une  terre   solide.  (789- 

753). 

Contrairement  à  l'assertion  de  Laplace,  il  y  a  une  précession  et  une  nutation 
diurne  appréciables  dont  la  valeur  est  plus  grande,  s'il  y  a  une  couche  fluide  à 
l'intérieur  du  globe. 

Adan  (F,),  —  Quelques  mots  sur  une  méthode  de  détermination 
de  la  latitude.  (69-74). 

Folie  (F,).  —  Un  mot  encore  sur  la  détermination  de  la  latitude. 
(35o-352). 

M.  Folie  défend,  contre  M.  Adan  qui  propose  un  procédé  graphique,  une 
méthode  de  Besscl. 

Delbœuf  {J.).  —  Déterminisme  et  liberté.  La  liberté  démontrée 
par  la  Mécanique.  (i45-i65). 

L'auteur  croit  pouvoir  concilier  le  déterminisme  avec  la  liberté,  en  admettant 
que  les  êtres  libres  peuvent  suspendre  leur  action. 

TVeyr  (Fm.).  —  Sur  les  surfaces  d'involution.  (47a-485). 
Folie  {F.),  —  Rapport.  (460-461). 

Applications  nouvelles  des  méthodes  de  l'auteur  pour  étudier  à  la  fois  les 
involutions  et  les  courbes  d'ordre  supérieur. 

Teixeira  (G>).  —  Siir  l'intégration  d'une  classe  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  deuxième  ordre.  (486-498), 

L'auteur  cherche  les  trois  conditions  pour  que  l'équation  aux  dérivées  par- 


iftS  SECOMJi-    l'AliriE. 

iWliîs  \r->-  U«  +  Cf  -!-  [I   '-  o  oit  unr  inuigrfllc  tU  U  form 

f  (^luul  uni?  f»nrlion  irhilriiirp.  Quuntl  cr»  condilions  subitislcut  et  mitiM  di 
j'Hurrvi  cas,  il  réduit  l'inti^griUnii  *  uclJc  lir  driiK  ùquatiana  linMircî  u 
dfrivF»  {i«rtielte«,  iadépeDdanlcs  l'une  de  l'autre. 

Manxion  (/'.).  —  Principe  fondainenlal  rclalif  au  conUctdc  d« 
surfRCi-s  qui  on!  une  génératrice  commune.  (y53--6o). 

Catalan  {£.).  —  Rapporl.  (716-71;). 

l>rux  surfdce»  rogf  odr^r*  pur  iiar  roarlic  d'««ptce  doon^,  et  donl  la  ju- 
tions MiDlirnneni  (1-4-1)  luramèltM,  ont  un  runUct  d'ordre  il,  le  lon^  d'iH 
Kf«ér«Uirr  riinumanc  il  rllei  joulsaeat  Je  cette  prapriété  an  n  poînttddk 
linétatricn  commiinc. 

Le  Paige  {€.).  —  Sur  une  rcprt-st-n talion  géométrique  tie  dei 
IrausforniBtious  unifornics.  (76o--6a). 

FoUt{FX  —Rapport.  (717). 

RcpMicnlaiioa  giéomélrique  simple  d'une  IrnaïfDrtiiali')»  d'onlrr  •»ii(>,  1 
l'iidp  de  cubiques. 

To«iie  IV;  juillel  à  décembre  1881. 

Le  Paigf{C.).  —  Sur  les  courboj  du  iroisiènif  ordre.  (33i-3^^)- 
Folie  {F.).  —  Rapport.  (3oi-3o2). 

Si  par  un  point  d'une  eubîqne  od  mt'oe  le»  nyoos  aux  points  de  eontacl  in 
rs  points  de  la  courbe,  ou  obtient  noe  iaiol»- 
ta;  dêlînie  par  une  équation  de  la  (anne 


Or  ibtvt^me  permet  de  Jêuontrer  uoe  foule  de  propriétés  des  cubiques,  t**" 
1 101  lien:' meut  iTlIrs  qui  w  rapporteot  à  leurs  points  d'inOeiion,  qui  semblliol 
n'bapprr  aux  mctliodej  antérieure?  de  l'auteur. 

Le  Paigf  \t~.^,    —  Sur  quelque*  transformations  géoinétriqnes 
uniformes,  i^  ii5-^.>i"i, 

IV«ivinUrativ>a  et  ^-v-vplcnteat  >ie$  iv^ultati  indiqués  dans  le  Tome  précedcDL 

dVrt.nvAi"  \  .4.V  —  Sur  les  fonctions  de  M.  Prïm  et  de  M.  Hcr- 


.«tt,-.  v,i 
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Les  deux  fondions  de  M.  Hermitc 

Pix)=a'\- ! j^ r— •••1'        Q{^)=  f    V-'e-^dv, 

qui  deviennent  celles  de  M.  Prym  pour  a  =  i,  ont  dcijà  été  rencontrées,  dans  le 
cas  où  a  est  réel,  par  Legendre  {Fonctions  elliptiques.  II,  5o3).  Elles  peuvent 
se. mettre  sous  divei*ses  autres  formes  assez  intéressantes,  mais  longues  à  trans- 
crire, sauf  la  suivante  : 

Si  X  est  entier,  on  prend,  pour  définition  deP(j:),  la  limite  de  P(a7 -f- e),  pour 
e  =  o. 

Tome  V,  janvier  à  juin  i883. 

Le  Paige  (C).   —  Sur  Thomographie  du   troisième  ordre.  (85- 
1 12). 

Folie  {F,),  —  Rapport.  (a5-3o). 

Tilly  {J.  de).  —  Sur  le  théorème  de  Chasles  relatif  aux  axes  cen- 
traux. (4oi-4o3). 

Complément  de  la  démonstration  donnée  dans  le  même  Recueil,  t.  XXW,  24-3o. 

Folie  {F,).  —  Aux  lecteurs  des  Annali  di  Malemalica,  (6o(>- 
609). 

Réponse  à  certaines  critiques  de  M.  Véronèse. 

L^  Paige  (C).  —  Sur  les  surfaces  du  second  ordre.  (618-625). 
Folie  {F,),  —  Rapport.  (592-593). 

Construction  d'une  surface  du  second  ordre  déterminée  par  neuf  points,  par 
une  méthode  extrêmement  simple  qui  donne  autant  de  groupes  de  six  points 
que  Ton  veut  de  la  surface,  ces  points  étant  situés  sur  un  plan. 

ftonkar  (F.).  —  Essai  de  détermination  du  rapport  A  :  C  des 
moments  d'inertie    principaux  du   sphéroïde   lerreslre.    (768- 

So5). 

f^olie  {F.),  —  Rapport.  (6oo-()o5). 

Cette  détermination  est  faite  en  partant  de  deux  hypothèses  sur  la  loi  de 
densité   des  couches  terrestres,   celle  de  Laplace  et  celle  de   M.   Lipschitz.  Les 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Juin  1886.)  R.9 


l3o  SECONDE  l'AltTlE. 

rrinulUls  Irouvés  Vspproclicni  brnuconp  de  cr.lui  ijue  Poiston  a  liri  dt  la 
ilo  la  précession,  surtmit  m  prrniinl  pnur  la  valeur  il«  l'aplatUicmcut  ccllr  fu-  j 
»i  donoée  par  Faye  ^^^. 


Tome  VI;  JHÎlId  ù  liiÎOTmhrp  i883. 
Catalan  {E.).  ■—  Tli^ori>mc4  d'Arilhmélitjnn  et  d'AIgëlire.  (31-^ 

Elirait  d'un  Méninin:  publié  par  t'A»dtmie  pontificale  des  Vuotii  Liiiai. 

Fntie  {F.).  —  Note  lue  à  l'Académie  ou  présentant  les  dcui  pre-  J 
mièrcs  parties  de  la  théorie  des  mouvements  diurne,  annuel  et  j 
séculaire  de  Taxe  du  monde.  (i34-i38). 


Analjrss  d'un  Miimuiro  publia  ci 


Catalan  {E .).  Tilly  (de)  et  M( 
concours.  (Ht^-Si-»). 


H  par  l'Acadijinii;. 

(/*.).  —  Rapport  surui 


dernier  thSorcinc  de  FemiaL 


Jainet  {V.).  —  Géoéralisalion  d'une  propriété  des  siirTscu  du 
deuxième  ordre.  {883-894). 

Catalan  {E.).  —  Rapport.  (833-836). 

Solution  du  proLlr^mc  suivant  :  Lue  surface  S  est  cuupie  par  un  plan  To"- 
lenaiit  une  droite  rixe  D.  l^n  cliaque  point  de  la  <>uelian  C,  on  mené  IcpliaT 
tangent  à  S.  Comment  doit-on  prendre  cette  surracc  S  pour  que  le^  pliaiT 
concourent  en  un  ni£nic  point  M  et  que  le  lieu  de  M  soit  une  droite  A.  L'iulnr 
prouve  que  D  et  A  sont  réciproques  et  il  ramène  le  détermination  des  liï«* 
asymptoiiques  de  S  aui  quadratures. 

Houzeau  (J.-C).  —  Note  sur  la  parallaxe  du  Soleil,  déduilede! 
observations  micrométriques  faites  aux  stations  belges,  pcodanl 
le  passage  de  Vénus  du  6  décembre  1882,  à  l'aide  d'Iiéliomèir" 
d'une  construction  particulière.  (SSg-S^a). 


J 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i3i 

MÉMOIRES  couronnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  rAcadémie  royale  des 
Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique.  —  Collection  in-S". 
Bruxelles,  F.  Hayez  ('). 

Tome  XXVIII;  juillet  1878. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  pures  ou  appliquées. 

Tome  XXIX  ;  juin  1879. 

Adan  {E,).  —  Attractions  locales.  Correction  des  éléments  de 
Tellipsoïde  osculateiir.  (3i  pages  et  i  planche). 

Adan  {E.).  —  Comparaison  entre  les  coordonnées  réelles  et  les 
coordonnées  théoriques  d'un  lieu  de  la  Terre.  Déviation  ellip- 
soïdale. (16  pages). 

Adan  (E,),  —  Mémoire  sur  Tellipsoïde  unique.  (10  pages). 

Le  but  de  l'auteur  est  de  corriger  les  cléments  de  Tellipsoïde  terrestre  géodé- 
siques  de  manière  à  faire  coïncider  les  résultats  des  calculs  géodésiques  avec  la 
détermination  directe  des  coordonnées  astronomiques,  pour  un  lieu  donné. 

Les  coordonnées  géodésiques  diiïèrent  des  astronomiques  non  seulement 
parce  que  celles-ci  sont  influencées  par  les  causes  locales,  mais  aussi  parce  que 
celles-là  dépendent  de  rcllipsoTdc  osrulateur  admis  pour  faire  les  calculs  dans 
chaque  pays  particulier. 

Van  Reysselberghe  {F.),  —  Note  sur  les  oscillations  du  littoral 
belge.  (18  pages  et  1  carte). 

Le  littoral  belge,  à  partir  d'Ostende,  a  baissé  depuis  un  siècle.  Cela  peut 
avoir  influé  sur  les  coordonnées  géographiques  d'un  môme  repère. 

Tome  XXX  ;  janvier  1880. 

Spée.  —  Sur  le   déplacement  des  raies  du  spectre  des  étoiles. 

(i5  pages). 

Contre  la  thèse  de  Dopplcr. 


(')  Voir  Bulletin,  a*  série,  t.  II,  2*  Partie,  p.  25o-25i. 


I3a  bKCONDK  l'AUTIE. 

Tomo  XXXI  ;  soplcmbrc  1881. 

Catalan  (£".).  —  Mémoire  sur  les  {'onclions  X„  de  Legeodre,  {lA 
64). 

DiSïBloppcment  d'une  finie  publk'e  dans  le  Recueil  de  VAitociatioa  /roaçaîn 
pour  favancnmenl  tlet  Science».  Voiri  quelquM'Unei  des  innuinliritiln  fur- 
mules  éublics  par  M.  Cauhiu  ;  1°  Les  indkes»,  3,  f  salisfaisint,  de  loutoln 
roanitrt»  [wiaiblM,  A  lu  comlilion  a  +  ^  -t-  y  =  n, 

R(a  +  6/-^)  désignant  la  partie  réelle  o  de  a  +  bi^—t. 

,^  in+i     r*'         \.rij 

Le  Mthnoïrc  contient  iGH  fiirmules  ouniéraUes. 

Tome  XXXII;  janvier  1881.  Tome  XXXIII:  septembre  1885. 
Ne  contiennent  aucun  Mémoire  de  Ma  thématiques. 


Tomes  XXXIV  cl  XXXV;  août  i883. 


Afaitly  (Ed.).  —  Histoire  de  l'Académie  impériale  et  rovale  des 
ScieDccs  et  Belles-Lettres  de  Bruxelles.  (730  et  4a8  pages). 


■ai- 


L'ancienne  Académie  de  [truxclks  a  subsisté  du  11  janvier  a 
Le  présent  Ouvrage  en  est  une  liistoirc  très  comptéle,  où  l'on  trouve  des  rrt- 
seignemcnts  cxacls  sur  les  rarc«  miithéinaticicns  belges,  ou  habitant  la  Bcl|iqiK. 
■i  la  fin  du  siOclc  passé  :  llournona,  Ghicsbrecbt,  de  Marcy,  de  NienpW- 
ScherlTer,  Van  Swindcn,  de  Zach. 


^ 
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BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France. 

Tome  XII;  1884  (M- 

D'Ocagne.  —  Sur  l^évaluatîon  graphique  des  moments  d'inertie 
des  aires  planes.  (21-27). 

lyOcagne.  —  Étude  géométrique  de  la  distribution  des  eflbrts 
autour  d'un  point  dans  une  poutre  rectangulaire  et  dans  un 
massif  de  terre.  (27-36). 

David.  —  Sur  une  transformation  de  Téqualion  linéaire  d'un 
ordre  quelconque.  (36-43). 

Soit 

d'*Y       n(n  —  I )  _  rf»*-* y 
djC*  2  !  dx"-* 

n{n  —  \){n  —  i)d'^^y       /i(/i  —  i)(/i  —  2)(/i  —  3)     rf'-«v   ^ 

-+-    TTt ^  ~7 — 1 — :    "T"    Ti *î»   "j  "T-  .  •  .  =  O  , 

3:  dx'*-^  \\  dx'^*  ' 

une  équation  linéaire,  dont  on  a  fait  disparaître  le  second  terme  (par  une  qua- 
drature). 
Si  Ton  pose 

dz  d^z  d'z  dv  ,  ,  a. 


on  change  Féquation  proposée  en  une  autre  de  même  forme 
d'^u       n{n  —  I )  _  rf*-* u 


dz**  2  î  "  dz''-* 

n{n  —  i){n  — 2)  ^  d'^Ui       /i(/i  — 1)(«  —  3)  ^  rf*-»M 

■i 


3l ^''d^^^ V. ^' dF^'  +•••=''• 


dont  les  coefficients  D^,  C^,  E^  sont  déterminés  par  des  relations  assez  simples 

B,=  ^(4_5  +  _B_) 

af    Va?        a,       /i -M  / 

Ces  relations  ont  mis  fauteur  sur  la  voie  de  deux  invariants  de  Féquation 
diiïérentielle  : 


n  -f- 1 


,rfB,         ^         -a/o«^B         -\ 
I     "      5   dz*  dz  •   \        n-hi  o  dx*         dx        / 


_^n-irl^n      6rf'B„         rfC 


(')  Voir  nulleiin,  I\„  5. 


f                                       SECONDE  PARTIE. 

Iiiiit  le  premier  a  iti  eignnli^  [Mr  M.  Ugucrrc  pour  les  ùqual 
inlrc. 

■'""  ■'"  "»" 

Eu    pnrllcuUriMnl    de    diveracs   manières   la   ronctioD    i 

ndétermiD^e 

II,  Uaviii  obtient  ou  rclroovc  plusieurs   risuEu»  dont  yoi. 

ei  le,  pk.  « 

quoblM  : 

I*  OunsTAquatioa  lindairc  du  «""ordre,  on  peut  faire  disparaître 
et  lo  irnisiitmi!  terme  par  des  quadralurct  ei  par  lu  résolution  it'unc  éqnalîM 
linéaire  du  second  ordre  (La guerre)  ; 

1*  L'ùiiuaEion  ilncalre  du  Iroisiéme  ordre  M  ramène  par  des  quadratures  1  U 
forme 


(-[F'(;)  +  iju  =  o    (Laguerre): 
rdre  u  lu  forme 


Picard.    —   Sur   un   groupe  de  troaslornialions  des   points  de 
l'espace  situés  du  môme  cûlé  d'un  plan.  (43-47). 


On 


t  que,  par  u 
Cl  au  ddicrmîDRnt  i 
réelles  carrcspond  t 


a  sabstilutino  (s, 


I 


de  r 


,  t  eliAqae  |>oint  i  situé   au-de9si 

n  point  situa  au-dessus  de  cet  ax 

rabstltution   du   groupe,  uu   point  el  un  seul  situé 

Ce  théorème  est  t^lroilcment  lié  A  la  question  de  la  réduction  i 
liinnircs  di^linies.  En  suhsIiiuanL  à  l'i^tudc  de  rcs  formes  celle  de  Tu 
dratiques  A  indéterminées  cnnjugures,  M.   Picard  est  eondnit   â  ci 


ixe  des  qountltb 
gcoéral,  pi>  vu 
triangh  fonda' 


tulisliti 


+-r'  = 


•X,  +y')  +  dc^x  ■+■  d^cx^^  di 


qa,- 


C,  (j:x,-i-^')  -t-  dc^x 


où  X  est  compleie,  y  réel  et  positif,  û 
les  quantités  alTectccs  de  l'indice  o  5< 
poodanlcs  sans  indice.  A  chaque  poini 
correspond,  si  l'on  pose 


r  =  i:- 


:  seule  valeur  de  x  cl  une  seule  de  y,  et  rcciproquemeot.  A  la  subititutioo 
I  correspond  ainsi  une  transformation  du  point  en  question  en  aa  jnW 
nt  du  demi-espace  (comparer  le  Mémoire  de  M,  Poincaré  sur  les  (Tonpo* 
ioéens).  Si,  de  plus,  a,  b,  c,  d  sont  des  entiers  compleies,  le  groapr  (51 
1  disi-onlinu  pour  tout  point  du  demi-espace  non  situé  dans  le  plan  <tfi  E'. 
1  polyèdre  fondamental  est  limite  par  les  quatre  plans  î  =:  J,  î  =—  !■ 
:  J-,  T,  =  — J  et  extérieur  à  la  ïpEiére  î'-i- v-|- i;'=  i. 


J 
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Picard,    —   Sur  la  forme  des  intégrales  des  cqiialions  diflTéren- 
tielles  du  premier  ordre.  (48-5i). 

Soit  Téquation  diiïcrentielle 

du 

dont  le  second  membre  est  une  fonction  holomorplie  dans  le  voisinage  des 
valeurs  £/  =  o,  ^  =  o,  et  qui  s'annule  pour  ces  valeurs,  on  sorte  que  le  coefficient 
diiïérentiel  devient  indéterminé. 

I/équalion  admet  une  infinité  d'intégrales  s'annulant  pour  ^  =  o  et  se  pré- 
sentant sous  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  z 
et  de  z^-\  où  b  est  le  second  coefficient  du  développement  de 

/(w,  z)  =  az  -\-  bu-\- 

Ce  résultat,  établi  simultanément  par  MM.  Picard  et  Poincaré,  suppose  lu 
partie  réelle  de  b  positive  et  supérieure  à  i,  hypothèse  qui  ne  restreint  pas  la 
généralité.  M.  Picard  complète  cette  proposition  en  montrant  que  Fon  obtient 
ainsi  toutes  les  intégrales  qui  s'annulent  pour  z  =  o. 

Raffy.  —  Sur  les  transformations  invariantes  des  différentielles 
elliptiques.  (51-71). 


Si,  /(J?)  représentant  une  fonction  rationnelle  et  /U(^)  un  radical  ellip- 
tique, il  existe  une  fonction^  vérifiant  à  la  fois  les  deux  équations 

f{x)=—f{y)y  =±:        : , 

V^R(:r)  v/H(r) 

cette  fonction  sera  dite  fournir  une  transformation  invariante  de  la  diiïéren- 

.•  Il    f{x)dx 
tielle 

v/rT^ 

L'auteur  démontre  d'abord  que  toute  diiïéren tielle  elliptique  susceptible  d'une 
transformation  invariante  s'intègre  en  termes  finis;  puis  il  indique  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  différentielle  elliptique  admette 
une  pareille  transformation.    Il  détermine  les  transformations  invariantes  du 

premier  ordre.  II  prouve  qu'étant  donné  le  radical  ^H(jr)  il  existe  toujours 

une  infinité  de  fractions  rationnelles  f{x)  de  chaque  degré  telles  que  la  diiïé- 

f(  X  ^  dx 
rentielle  "^  admette  une  transformation  invariante  du  premier  ordre;  et 

v/K(j:) 
il  fait  connaître  le  type  qui  contient  toutes  ces  fractions /(^). 

Comme  application  on  retrouve  certains  résultats  connus  concernant  les 
intégrales  pseudo-elliptiques,  et  on  les  généralise  facilement.  En  terminant, 
M.  HaHy  remarque  que  toute  transformation  (au  sens  de  Jacobi),  effectuée  sur 
une  différentielle  elliptique  susceptible  d'une  transformation  invariante,  donne 
une  différentielle  elliptique  également  susceptible  d'une  transformation  inva- 
riante. De  là  résulte  la  généralisation  des  trois  cas  de  réduction  des  intégrales 
elliptiques,  signalés  par  M.  Hermite  dans  son  Mémoire  Sur  une  formule 
d*Euler  {Journal  de  FJouvilley  1880). 


■  se  SBCUNDE  PARTIE. 

Lemoine.  —  Quelques  |)roprii'lés  des  parallèle! 
rallttles  aux  i.fttés  d'un  trtaDgIc.  (^a-jS). 


irOcagne.  —  Sm 


a  série  k  loi  atlernée.  {78-90). 


L'Mutciir  d^duil  l'cipreialon  cit>IiciCr  du  icrmc  giini^ral  de  la  %iTtc  dèCnie  p 


m  deui  TurniulM  ife  r(>currcnCR 


a,  pi.  v,  G  cl  Ig  (ircmior  terme  U,  élanl  quelconques.  Si  l'on  tUbigoc  ptr 
lu  -  j  le  rente  de  la  division  de  k  par  ■>,  par  F.(-)  la  parlic  entière  du 
quotient,  on  aura 

^  (.Il'(î)."(î)[li.|.T-.l-.-  t^  +  ^.]-[A^h^'^'-^^W       I 


l>*n«  Ib  CBS  pnrliculler  où  «  —  -j  =  j,   pi  —  o,  ô  =  —  i,  L.  =  i,   cette  fcrmïta 
permet  A  l'iiuteiir  d'rxprïmcr  \m  cnardiianic»  dcn  si 
les  uns  dans  les  autros.  de  telle  «ortc  qui 
rident  nvec  in  mllieiu  des  eûtrs  du  prKci'dent. 

"    =U.+  U,+...+  U,.  Elle  croit  indi'û- 


de  chaque  ti 


Tannery{P.). 
Don 


E(.- 


.}  +  ph  +  Tl 


"{'-«T) 


r  la  théorie  des  ensembles.  (90-^)- 


11  de  relit 


uiblc  i  I 


-,   (  termirologic 

de   M.  Canlor) 

cniriies.  Chaque 

entnl'C  ifrt  de- 

n,   variintile' 

i  se  faisant  suiva 

nt  une  rrtUim 

ombre  u„  des  il. 

.'menls  de  cette 

de  l'ensemble  de  tout  le> 
leconde  claise  de  nombiei, 

X   rc!ipressi»n   d'cnscmhlc   i 
M.  P.  Tanncry  substitue  celle 
lerminûc  Complu  le  ruent  et  (laus  un  sens  uniqu 
i>  Il  inclusivement;  elle  sera  CDnsidiirêe  comme 
suite  (le  nombres  dûllnis  sans  ambiguïté.  Le  n< 
suite  pour  la  n'""  eutrce  est  l'expression  de  celte  entrée. 

Si  l'on  considère  un  ensemble  Uni  d'éléments  classés  dans  une  pireillc  ubk) 
/(  entrées,  dont  les  extensions  u  (supposées  égales)  sont  finies  et  connues,  le 
nombre  de  ces  éléments  ou  la  puissance  de  leur  ensemble  sera  le  produit  m*- 

Si  bi  croit  iudéliuinicnl,  de  manière  â  représenter  la  puissance  de  la  sériedci 
nombres  entiers  positifs,  fl  étant  déterminé,  u"  reste  de  la  première  puissiDCe- 
Il  n'en  est  plii'i  de  même,  si  en  même  temps  l'entier  positif  n  croît  au  deli  de 
toute  limite  :  on  parvient  ainsi  à  la  cunception  d'un  ensemble  dont  la  puisuntc. 
supérieure  i  la  première,  |>ourra  correspondre  au  symliolc  u**.  (>n  peut  tnsH 
dépasser  la  première  puissance,  en  laissant  à  l'cilension  des  entrées  nne  \jle»r 
fixe  a,  tandis  que  l'on  fait  eroilic  n  indélinimenl;  on  arrive  ainsi  1  un  aulre 


i 


I  de 


1  plac 


c  jici 


is  l'ordre  d'idée 


..lli-  de  ~ 
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Il  reste  à  prouver  qu'il  y  a  bien  là  deux  puissances  difrérenles;  c'est  ce  que 
fait  M.  P.  Tannery,  eu  montrant  que  Tensemblc  des  nombres  réels  compris 
entre  o  et  i  est  de  la  ni<^me  puissance  que  a".  Le  symbole  b)*"  ne  conduit  pas  à 
la  conception  d'une  puissance  supérieure. 

Goursat.  —  Sur  rintégration  de  quelques  équations  linéaires  au 
moyen  de  fonctions  doublement  périodiques.  (96-1 14). 

Soit  une  équation  linéaire 
(.)  F(^)-o, 

d'ordre  m  à  coefficients  rationnels  et  à  intégrales  régulières,  admettant  comme 
•  points  de  ramification  pour  l'intégrale  générale  les  points  a,,  «  ,  ...,  a.  et  le 
point  JC  —  x>  ,qui  par  hypothèse  est  un  véritable  point  critique.  On  suppose  que 
les  racines  des  diverses  équations  déterminantes  fondamentales  relatives  aux 
points  critiques  a,,  a^,  ...,  a  ,  »  soient  commcnsurables;  que  l'intégrale  géné- 
rale ne  contienne  aucun  logarithme  dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  points; 
que  les  racines  d'une  même  équation  fondamentale  soient  réduites  à  leur  plus 
petit  dénominateur  commun  (m,,  pour  a,-  et  n  pour  jc  ~ .  00  ).  Si  les  nombres 
m,,  m^,  ...,  m    vérifient  la  relation 


II  II 


.....    —   H =p  — I, 

m.        m^  m„        n 


I 


on  sait  que  l'équation  différentielle 

(^)  ^  ^g{x-a,)^'"^i{x-a,)^~^f...{x-a^)      '"? 

aura  pour  intégrale  générale  une  fonction  uniforme /(z),  rationnelle,  sim- 
plement périodique  ou  doublement  périodique.  Supposons-la  doublement  pério- 
dique. Par  le  changement  de  variable  x  =z/{z),  l'équation  (i)  se  transforme  en 
une  équation  à  coefficients  doublement  périodiques,  dont  l'intégrale  générale 
est  aussi  une  fonction  de  z  uniforme  dans  tout  le  plan  et  peut  alors,  en  vertu 
du  théorème  de  M.  Picard,  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  B. 

L'application  de  la  méthode  précédente  permet  à  M.  Goursat  d'énumérer  les 
équations  linéaires  qui  correspondent  aux  quatre  types  bien  connus  d'équations 
binômes  auxquels  se  ramènent,  par  une  substitution  linéaire,  toutes  les  équa- 
tions de  la  forme  {2)  dont  l'intégrale  est  uniforme  et  doublement  périodique. 
Signalons  l'équation  du  troisième  ordre 

^    -^  '       -h[Cx{x  —  i)-hDx-^E{i  —  x)]x{x-'i)^ 

—  [¥x^{x  —  i)-hhx{x  —  i)-i-\\x-{-K{x  —  i)]y  =  o, 

on  /i  csl  un  paramètre  arbitraire  et  où  les  coefficients  A,  B,  G,  1),  E,  F,  H,  K 
sont  choisis  de  façon  à  donner  aux  racines  des  équations  déterminantes  fon- 
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tielles  Ar-f-B*-f-C^-f-I)  =  o  ait  une  intégrale  de  la  forme 

9  étant  une  fonction  arbitraire.  Quand  ces  conditions  subsistent  et  même  dans 
d'autres  cas,  il  réduit  l'intégration  à  celle  de  deux  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles,  indépendantes  Tune  de  l'autre. 

Mansion  (-P.).  —  Principe  fondamental  relatif  au  contact  de  deux 
surfaces  qui  ont  une  génératrice  commune.  (753-760). 

Catalan  {£.).  —  Rapport.  (716-717). 

Deux  surfaces  engendrées  par  une  courbe  d'espèce  donnée,  et  dont  les  équa- 
tions contiennent  (/i-f-i)  paramètres,  ont  un  contact  d'ordre  A,  le  long  d'une 
génératrice  commune  si  elles  jouissent  de  cette  propriété  en  n  points  de  la 
génératrice  commune. 

Le  Paige  {C).  —  Sur  une  représentation  géométrique  de  deux 
transformations  uniformes.  (760-762). 

Folie  {F,),  — Rapport.  (717). 

Représentation  géométrique  simple  d'une  transformation  d'ordre  5  ou  6,  à 
Taide  de  cubiques. 

Tome  IV;  juillet  à  décembre  1882. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre.  (334-344)- 
Folie  (F,),  —  Rapport.  (3oi-3o2). 

» 

Si  par  un  point  d'une  cubique  on  mène  les  rayons  aux  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  tous  les  autres  points  de  la  courbe,  on  obtient  une  involu- 
tion  biquadratique  du  premier  rang  définie  par  une  équation  de  la  forme 

«i  -t-  ^  (  ««'  )  «X  -+-  «X  =  o- 

Ce  théorème  permet  de  démontrer  une  foule  de  propriétés  des  cubiques,  par- 
ticulièrement celles  qui  se  rapportent  à  leurs  points  d'inflexion,  qui  semblaient 
échapper  aux  méthodes  antérieures  de  l'auteur. 

Le  Paige  (C).   — Sur  quelques  transformations  géométriques 
uniformes.  (4i5-43i). 

Démonstration  et  complément  des  résultats  indiqués  dans  le  Tome  précédent. 

Genocchi  {A,),  —  Sur  les  fondions  de  M.  Prym  et  de  M.  ller- 
mitc.  (438-43i). 
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Le  second  ihcorème  est  également  susceptible  de  généralisation  (dans  la 
même  hypothèse).  On  peut  choisir  le  système  normal  des  périodes,  de  façon 
que  les  \l  premières  intégrales  normales,  qui  correspondent  à  ce  système,  soient 
précisément  {i  des  intégrales  réductibles.  Dans  ces  (i  intégrales  normales,  les 
périodes  de  rang  ajx-f-a,  2{i.-+-4»  a|iH-6,  ...,  ap  —  2,  2p  sont  nulles  ;  de  plus, 
il  y  a  des  relations  linéaires  à  coefficients  entiers  : 

i*  Entre  les  périodes  de  rang  a  ji  -h  i ,  2,  4>  6,  ....  2  ji,  3,  5,  7,  . . . ,  2  |i  —  i ; 
2"  Entre  les  périodes  de  rang  2ji-i-  3,  4»  6,  •••>  2^1,  5,  7,  .. .,  2|i  —  i; 
3"  Entre  les  périodes  de  rang  2  |i  -^  5,  G.  8,  . . . ,  2  jjl,  7,  9,  . . . ,  2  ji  —  i  ; 

jx-i»  Entre  les  périodes  de  rang  4h-  —  3,  aji  —  2,  2[i,  2\l  —  i; 
[1°  Entre  les  périodes  de  rang  4î^  —  '  et  2|i. 

Dans  le  Tableau  des  périodes,  la  période  de  rang  2X  est  supposée  occuper  la 
^'♦«"  colonne,  la  période  de  rang  2X  —  i  la  (p-f-X)'*"*  colonne. 

Picard.  —  Remarque  sur  la  réduction  des  intégrales  abélienncs 
aux  intégrales  elliptiques.  (i53-i55). 

Du  second  théorème  de  M.  Weierstrass,  cité  dans  la  Note  précédente,  il 
résulte  en  particulier  que  dans  le  cas  où,  pour  une  courbe  du  second  genre,  il 
y  a  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  ayant  seulement  deux  périodes, 
on  peut  toujours,  par  une  transformation  du  premier  degré,  obtenir  un  système 
d'intégrales  abélienncs  ayant  pour  Tableau  des  périodes 

o     I     G      r» 
A- 

,   ■    »    A-     «• 

où  \L  est  un  des  entiers  1,2,  . . .,  k  —  i. 

M.  Picard  avait,  en  1881,  déterminé  ce  Tableau  de  la  manière  la  plus  précise 
que  voici 

o     .     G    ^. 


(■••r, 


G; 


il  montre  actuellement  que  Ton  peut,  par  une   transformation  du  premier 
degré,  passer  du  premier  Tableau  au  second. 

Lemoine,  —  Sur  les  nombres  pseudo-symétriques.  (155-167). 

Tchebicheff.  —  Sur  les  fractions  algébriques  qui  représentent 
approximativement  la  racine  carrée  d'une  variable  comprise 
entre  les  limites  données.  (167-168). 

I/auteur  détermine   les  fractions  rationnelles  d'un  degré  donné  qui   repré- 
sentent avec  le  plus  de  précision  \^x  entre  x  —  -<i  cl  j?  =  a>i.  Pour  lo 

ce 
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Il  ft  fil  rdcioe  ili 


H«-J)' 


On  cil  coudiil  lu  vulcur  approcha  de  ^«  enlre  deux  liniil«  <]uelcunquFs, 

D'Ocagne.  —  Surrerlainen  figures  mînima.  (168-177), 

Letton.  —  Sur  la  conslructïon  de  la  tangeule  eu  un  poinl  d'ori- 
gine de  l'ombre  porU^t;  sur  iiii-m^tiii;  pur  un  cvliudre  ou  un 
cÛpc  creux. (177-179). 

Tchebicheff.  —  Sur  la  transforma  lion  du  mouvement  rolaloire 
en  niouvcmoiit  sur  cerisines  lignes,  l'i  l'aide  de  systèmes  articulés. 
('"9-87). 

TnineXUI;  iMBÎ. 

Appelt,  —  Sur  une  nn'-tliode  élémcnlaire  pour  obtenir  les  iléve- 
loppcmcnts  en  série  iiigonomélrique  des  fonctions  ellipliqucs. 

(i3-,a). 

Il  s'agit  dp  Jiilfriiiini-r  les  cocfGcieols  A,  par  la  rctiitîon  , 


CliassBDt  le  diiaominatcur  et  égalaDt  dans  les  dcnx  membres  les  coeflîcieol) 

[lour  lr>ulc«  Ic^i   valeurs  de  [i  cl  v  dont  la  somme  est  n.   Faisant  v  =  A  —  |i  e' 
prufilanl  de  la  relation  A_„  =  A,,  il  vient 


\+    ^     (-i)'9=''A,(^ 


o,  I,  1,  ...,on  a  une  inGailc  d'équations  pour 

di^lermincr  les  coefficients  A,,  A, Pour  en  tirer  ces  coefficienis,  M-  Ajipc'l 

ruit  d'abord  n  ~  •>,  i,  t,  . ..,  m.  Les  équaLions  proposées  «ont  du  type 

ros/j)k  =  A  eos/ia-t-  Qcoipb  -(-..-}■  hcoipl,        {p  =  n,  i,i,  ...,  m)- 

On  en  conclut 

_  (fnsX-c-»t)...(ros)>-  fo?/) 
■*-(cosa-eosft)...(cosn-cos/)'       "■■ 


A 
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Si  Ton  pose  w  =   — ri — >  on  retombe  sur  les  équations  (i)  en  faisant 

X  =  "rc,        a  =  o,        ft  =  (i>,        c  =  2w,        ...,        /  =  mw. 
On  forme  ainsi  l'expression  de  A^^^)  qui,  en  tenant  compte  des  identités 


cos  |x<i)  —  cos  vw       ^         (  I  —  ^«1*+»*  )  (  I  —  7»J*-"  ) 

cos  VU)  —  COS|l(i>   ""   (  I  —  ^»*->i*  )  (  I  —  ^«*+»l*  )  ' 

se  transforme  en  la  suivante  : 

V  =  m 


I*        14-  qiv^  v=m  —  |x  v  =  m-»-(jL 

V  =  I  V=:l 

Si  Ton  fait  m  =  x  et  que  Ton  pose 

V  =  ao 


o_TT('  +  7")'  _     ^     ./' 


V  =  l 

on  retrouve  la  formule  de  Jacobi 

A  --iii^O 
N-  i  +  y-K*^- 

Poincaré.  —  Remarques  sur  Temploi  de  la  méthode  précédente. 

(19-27). 

Dans  quel  cas  peut-on  légitimement  employer  la  méthode  de  M.  Appell  pour 
résoudre  une  infinité  d'équations  linéaires  à  une  infînité  d'inconnues,  c'est- 
à-dire  prendre  m  de  ces  équations,  n'y  conserver  que  les  m  premières  inconnues, 
calculer  leurs  valeurs  et  faire  croître  m  indéfiniment? 

Pour  répondre  à  cette  question,  M.  Poincaré  envisage  d'abord  le  système 
homogène 

(i)        A,aÇ-h  A,a5 -4-...4- A„aJ-t-...  =  o,    (/>  =  o,  i,  2,  .. .,  ad  inf.), 
où  les  nombres  connus  a,,  a,,  ...  vérifient  les  conditions 

Il   forme  la   fonction  /{x)y  holomorphe  et  de  genre  zéro,  qui  admet  pour 

/xf  dx 
-z^ — r  prise  le  long  d'un  cercle  qui  a 

pour  centre  l'origine  et  un  rayon  variable  compris  entre  |  a„  |  et  |  a„^,  |  ;  on 


SECONDK  PAHTII!. 
r  J      tenil  ïp"  ifiro,  i|ufI  .[iic  soil/j,  pour 


Oj.  1,'liypolhpw  précéder 


de  sorte  que  les  K,  M>nt  une  solutian  du  syit^nie  (i).  C'Ml  bien  celle  à  laquelle 
conduinil  U  mélbnile  de  M.  Appel).  MkU  elle  n'e«t  pNS  unique;  lei  «lowlii'i 

A,a.,  \,af par  exemple,  Mtiifonl  Agatemeiit  aux  éqaallons  (if.  lleildif- 

(Icile  d'exprimer  l«  soluliiin   l«   plus  fifr^nile  de  ee*  «^tualioos;  M.  PoiaMf* 
rfonne  U  eonditian  nécosMire  el  iiuf1li<anie  A  laquelle  elle  doit  MlUdin-. 

Il  y  n  des  cas  nb  11  tolutiim  obtenue  par  la  milhodc  de  M.  Appcll  n'etUU 
pas.  Ainsi  pour  o,=  (n  -  i)'n'.  d'oii 

F(*)  =  rosv^. 
le»  risidul  do  g-,     .  ■  savoir 

A.=  ±(î/.-.)n, 
ne  dunneni  pas  une  solution  du  équations  (i).  car  la  s£rie  SA.  u'esl  paton- 

Itpprrnant  les  équalion»  mi>mc3  traitées  par  M.  Appel),  M.  Polneart  lanulTt 
qu(^  lu  «oluiiun  trouvée  pur  ee  géunièlre  y  sHtisfait  elTecti vement.  Il  existe  «•> 
ÎDllnité  d'uiiU-cs  ^ulution^.  inuii  il  n',v  en  a  qu'une,  celle  de  M.  Apptll,  iiui 
eonduise  A  un  développement  eonverffenl  de  SA^e'". 

Weill.  —  Sur  la  décomposition  d'un  nombre  en  quatre  carrés- 
(a8-34). 

Démonstration  directe  d'un  théorème  Au  à  Jacobi.  qui  l'a  déduit  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  : 

N  étant  un  entier  impair,  le  nombre  des  décompositions  de  ',  N  en  une  ffmat 
de  quatre  carrés  tous  impairs  est  double  du   nombre  des  décomposition;  de  N 


M.  Wcill  établit 


N  étant  un  entier  non  multiple  de 
mettent  l'un  et  l'autre  que  des  déc< 
nuls  et  distincts,  le  nombre  des  déco 
des  décompositions  de  N, 

Afarchnnd.  —  Méthode  pour  ] 
faces  gauches.  (34-4S)- 


rois,  si  les  deux  nombres  N  et  JN  i'kI- 
upositions  en  quatre  carrés  positifs  non 
nposiiions  de  3N  est  double  du  nombre 


i  plaii.<i  tangents  aux  sur- 


génératrice  AI)  prenons  trois  points  M,,  M,, 

.  M,  où  le  plan  Ungeal  es 

■t  projetons-les  en  m,,  m^,  m,  sur  un   plan 

1   arbitraire,  mais  non  pi 

AI!.  Sur  le  pl;in  de  projection   par  m,,  o 

1,  menons  des  parallctei 

J 
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l'horizontale  du  plan  tangent  en  M^,  par  m,  des  parallèles  aux  horizontales  des 
plans  tangents  en  M,,  M,.  Joignons  les  points  I,,,  1, ,,  où  les  deux  droites  du 
second  couple  coupent  celles  du  premier;  i**  la  droite  I, ,,  f , ,  est  parallèle  à  la 
trace  sur  le  plan  de  projection  du  plan  tangent  à  Tinfîni  à  la  surface  gauche 
suivant  AB  ;  2"  elle  coupe  la  projection  de  la  génératrice  AB  au  point  où  se 
projette  le  point  de  contact  du  plan  tangent  normal  au  plan  de  projection. 

On  obtient  ainsi,  en  faisant  varier  le  plan  de  projection,  la  solution  générale 
du  problème  des  plans  tangents  aux  surfaces  gauches,  quand  sur  une  généra- 
trice trois  plans  tangents  sont  connus. 

Ilunibert.  —  Sur  les  courbes  unicursales.  (49-64  et  89-93  ). 

Une  courbe  unicursale  de  degré /i  est  représentée,  en  coordonnées  homogènes, 
par  des  équations  de  la  forme 

'  JT,  =  a„  r  -H  fl,  f*-^  -f- . . . , 
(i)  j7,=  ô„rH-6,r-»-+-..., 

M.  Humbcrt  résout  les  deux  questions  suivantes  : 

i**  Étant  donnée  une  courbe  de  degré  n  représentée  par  les  équations  (1), 
former  l'équation  de  cette  courbe  et  celle  des  adjointes  de  degrés  n  —  2  et  /i  —  1  ; 

2"  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  courbe  re- 
présentée par  des  équations  de  la  forme  (i)  ne  soit  pas  de  degré  /i,  et  exprimer 
ces  conditions  en  fonction  des  coefficients  qui  figurent  dans  les  équations  (i). 

AppelL  —  Sur  la  chaînette  sphérique.  (65-71). 

Il  s'agit  de  la  courbe  d'équilibre  d'un  fil  homogène  pesant  posé  sur  la  surface 
d'une  sphère  sur  laquelle  il  peut  glisser  sans  frottement.  Si  l'on  prend  la  ver- 
ticale pour  axe  des  ^,  on  peut  exprimer  les  coordonnées  rectangulaires  x  ci  y 
en  fonction  uniforme  d'un  paramètre  u,  de  la  manière  suivante  : 

-^  H  (  «/  —  a  )  H  (  a  —  fl  ) 

.  -£îîH(a-a,)H(a-a',) 

H,  H,,  G,  a,  ^,  {/,,  u^y  u\y  u\  désignant  des  constantes.  M.  Ilcrmitc  avait  déjà 
montré  {Journal  de  Crelle^  t.  85)  que  les  coordonnées  rectangulaires  de  l'ex- 
trénjiic  d'un  pendule  sphériquc  sont  exprimables  en  fonction  uniforme  du 
temps  à  l'aide  des  fonctions  0. 

D*Ocagnc.  —  Sur  les  isométriques  d'une  droite  par  rapport  à 
certains  systèmes  de  courbes  planes.  (yi-SS). 

Étant  donné  un  système  C  de  courbes  planes,  on  considère  des  courbes  K 
telles  que  les  arcs  de  ces  courbes  compris  entre  deux  quelconques  des  courbes 
du  système  C  soient  tous  égaux  entre  eux  :  on  dira  que  les  courbes  K  sont 
des    trajectoires  isométriques  du  système  C.  On  peut  se  donner  arbitrairement 
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En  divisant  f{x)  par  ces  fonctions,  on  reconnaît  quels  sont  les  diviseurs 
de /(a?)  du  second  et  du  troisième  degré  par  rapport  aux  modules  a  et  3. 

Starkoff.  —  Sur  la  résolution  des  problèmes  géométriques  par 
le  calcul  des  variations.  (i32-i43). 

Parmi  les  problèmes  de  variations  qui  ont  pour  objet  la  recherche  des 
courbes,  il  y  en  a  qui  ne  peuvent  être  résolus  qu'en  prenant  l'arc  *  pour  va- 
riable indépendante.  Pour  n'introduire  dans  la  représentation  analytique  que 
des  relations  géométriquement  possibles  entre  l'arc  s  et  les  coordonnées,  on 

dx       d'y 
suppose  habituellement  les  dérivées  -j-  et  ■—■  liées  par  la  relation 


m -m- 


Cette  condition  trop  restrictive  revient  à  éliminer  de  la   solution  les  lignes 
brisées  composées  de  segments  droits  ou  courbes. 

flumbert.  —  Sur  la  détermination  des  axes  de  l'indicatrice  en  un 
point  d'une  surface  du  second  ordre.  (142-1 4^). 

Soient,  dans  un  plan  principal,  D,  et  D,  les  perpendiculaires  menées  par  le 
centre  aux  deux  plans  de  section  circulaire  normaux  au  plan  principal  con- 
sidéré. Si  Ton  désigne  par  P  un  plan  quelconque,  par  p  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  ce  plan  du  centre  de  la  surface,  par  m,,  m,  les  points  où 
ce  plan  coupe  les  droites  D,,  D,,  les  axes  de  la  section  déterminée  par  le  plan 
P  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  droites  pm^,  pm^, 

Goursat,   —  Sur  la  réduction  des  intégrales   elliptiques.    (i43- 
162). 

Voici  les  conclusions  de  ce  travail  : 

I**  Il  existe  une  infinité  de  polynômes  d'un  degré  donné  supérieur  à  quatre, 
tels  qu'en  choisissant  convenablement  un  polynôme  /^{t)  l'intégrale  hyper- 
elliptique 

/At)dt 


S 


\/Wt) 


se  réduise,  par  une  substitution  rationnelle,  à  une  intégrale  elliptique  de  pre- 
mière espèce;  le  degré  de  cette  substitution  peut  être  aussi  grand  qu'on  le 
voudra. 

2<*  Les  seules  substitutions  rationnelles  conduisant  d'une  intégrale  hyperellip- 
tique  à  une  autre  intégrale  hyperelliptique  de  même  genre  sont  les  substitutions 
linéaires. 

3*"  Il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  types  de  substitutions  rationnelles  con- 
duisant d'une  intégrale  hyperelliptique  de  genre  /?  —  i  à  une  intégrale  hyper- 
elliptique  de  genre  q  —  i  {ç  >  p)- 

4*  Les  coefficients  d'un  type  réductible  de  genre  ^  —  1,  ramené  à  la  forme 
normale,  dépendent  au  plus  de  q  —  i  paramètres  arbitraires. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Juillet  1886.)  R.io 
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Entre  autres  résultats,  M.  Goursat  montre  que,  si  une  intégrale  hyperellip- 
tique  de  première  espèce  est  réductible  à  un  genre  moindre  par  une  transfor- 
mation du  second  degré,  ses  points  de  ramifîcation  sont  liés  deux  à  deux  par 
une  même  relation  d'involution  et  réciproquement. 

Poincaré.  —  Sur  la  représentation  des  nombres  par  les  formes. 
(162-194). 

Étant  donnée  une  forme  à  coefGcients  entiers,  trouver  des  valeurs  entières 
qui,  mises  à  la  place  des  variables,  rendent  la  forme  égale  à  un  nombre  entier 
donné. 

Complètement  résolu  pour  les  formes  quadratiques  binaires,  ce  problème  est 
loin  de  l'être  pour  les  formes  plus  compliquées.  Dans  la  première  Partie  de 
son  Mémoire,  seule  publiée  actuellement,  M.  Poincaré  enseigne  à  représenter 
un  nombre  entier  par  une  forme  binaire  de  degré  quelconque.  Il  ramène  le 
problème,  dont  la  solution  est  d'ailleurs  connue  plus  ou  moins  explicitement 
dans  les  travaux  d'Eisenstein,  de  MM.  Hermite,  Kummer,  Dedekind,  aux  deux 
questions  suivantes  : 

i<>  Former  tous  les  idéaux  de  norme  donnée  (terminologie  de  M.  Dedekind); 
!2<*  Reconnaître  si  deux  formes  décomposables  en  facteurs  linéaires  sont  équi- 
valentes. 

De  ces  deux  questions,  dont  la  deuxième  a  été  épuisée  par  M.  Hermite,  la 
première  seule  restait  à  traiter. 

Perrin,  —  Sur  réquation  indéterminée  a;'-f-j''=  5'.  (194-197)- 

Démonstration    nouvelle    de    Timpossibilité    de    résoudre  cette  équation  en 
nombres  entiers. 

ChrysLal,  —  Sur  le  problème  de  la  construction  du  cercle  mi- 
nimum renfermant  n  points  donnés  d'un  plan.  (198-200). 

Habicli.  —  Sur  les  rayons  de  courbure  de  deux  courbes  qui  ren — 
contrent  les  tangentes  d'une  troisième  courbe  sous  des  anglei 
liés  par  une  relation  donnée.  (201-204). 

D'Ocagne,  —  Sur  les  courbes  polaires  réciproques  liomologique^ 

(204-206). 
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Legoux  [A,).  —  Sur  une  famille  de  surfaces  algébriques.  Consi- 
dérations sur  les  surfaces  orthogonales  et  homofocales.  (1-12). 

L'auteur  démonlrc,  par  des  calculs  très  élégants  et  très  symétriques,  d'inté- 
ressantes propriétés  de  la  famille  de  surfaces  représentées  par  Téquation 

U  =  x^y^zt  u^  H-  Aiv»  =  o, 
où 

w  =  ax  -ir  by  -^-cz  -\-  du,        €  =  a-+-p-Hy-f-6, 

et  où  A'  représente  un  paramétre  variable.  Le  lieu  des  lignes  paraboliques  de 
ces  surfaces  est  un  cône  imaginaire  du  second  degré;  les  caractéristiques  du 
système  sont  (i,  3,  3),  d'après  les  notations  de  Chasles;  les  trois  points  de  con- 
tact d'un  pian  quelconque  avec  les  trois  surfaces  du  système  tangentes  à  ce  plan 
forment  les  sommets  d'un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  section  du  cône 
imaginaire  par  ce  plan.  Du  système  précédent  on  déduit  par  le  principe  de 
dualité  un  nouveau  système  dont  les  caractéristiques  sont  (3,  3,  1);  les  plans 
tangents  aux  trois  surfaces  passant  par  un  môme  point  sont  conjugués  par 
rapport  à  une  conique  imaginaire.  Si  cette  conique  se  réduit  au  cercle  imagi- 
naire de  l'infmi,  on  a  un  système  algébrique  triplement  orthogonal. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  surfaces  n'ont  pas  d'enveloppe.  L'auteur  indique 
un  exemple  en  quelque  sorte  inverse  du  précédent. 

Warren  (J.-IV.).  —  Un  théorème  général  concernant  le  mouve- 
ment d'un  corps  solide.  (i3-i8). 

Si  un  polygone  gauche  rigide,  ayant  tous  ses  angles  droits  et  un  nombre 
pair  de  côtés  glisse  le  long  de  ces  côtés,  pris  de  deux  en  deux,  d'une  longueur 
égale  au  double  de  ce  côté  et  tourne  en  même  temps  autour  de  ce  côté  d'ui^ 
angle  égal  au  double  de  l'angle  formé  par  les  deux  côtés  adjacents,  la  position 
finale  de  ce  polygone  coïncide  avec  la  position  initiale.  De  ce  théorème,  qui 
est  presque  évident  si  l'on  remarque  que  le  polygone  mobile  reste  dans  toutes 
ses  positions  symétrique  d'un  polygone  fixe,  égal  au  premier,  par  rapport  à  un 
de  ses  côtés,  l'auteur  déduit  certaines  propriétés  connues  du  mouvement  fini 
d'un  corps  solide,  de  l'axe  central,  des  axes  conjugués,  de  la  composition  des 
mouvements  finis. 

Stuart  {G. -IL).  —  Multiplication  complexe  des  fonctions  ellipti- 
ques. (i8-56). 

On  sait  que  les  fonctions  elliptiques  sn(-,  k\  cnf  — >  Aj,rln    (->  Ajs'ex- 
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Eatre  autres  résultats,  M.  Goursat  montre  que,  si  une  intégrale  h] 
Uqae  de  première  espèce  est  réductible  à  un  genre  moindre  par  une 
mation  du  second  degré,  ses  points  de  ramification  sont  liés  deux  à 
une  même  relation  d'involution  et  réciproquement. 

Poincaré.  —  Sur  la  représentation  des  nombres  par  les 
(162-194). 

Étant  donnée  une  forme  à  coefficients  entiers,  trouver  des  valeur 
qui,  mises  à  la  place  des  variables,  rendent  la  forme  égale  à  un  nom 
donné. 

Complètement  résolu  pour  les  formes  quadratiques  binaires,  ce  prc 
loin  de  l'être  pour  les  formes  plus  compliquées.  Dans  la  première 
son  Mémoire,  seule  publiée  actuellement,  M.  Poincarc  enseigne  à  r 
un  nombre  entier  par  une  forme  binaire  de  degré  quelconque.  II  : 
problème,  dont  la  solution  est  d'ailleurs  connue  plus  ou  moins  exp 
dans  les  travaux  d'Eisenstein,  de  MM.  Hermitc,  Kummer,  Dedekind, 
questions  suivantes  : 

I*  Former  tous  les  idéaux  de  norme  donnée  (terminologie  de  M.  I 
3*  Reconnaître  si  deux  formes  décomposables  en  facteurs  linéaires 
yalentes. 

De  ces  deux  questions,  dont  la  deuxième  a  été  épuisée  par  M.  ï 
première  seule  restait  à  traiter. 

Perrin,  —  Sur  Féquation  indéterminée  x^-{-y^  =  z^.  (1 

Démonstration  nouvelle  de  l'impossibilité  de  résoudre  celle  é 
nombres  entiers. 

ChrysLaL  —  Sur  le  problème  de  la  construction  du  c 
nimum  renfermant  n  points  donnés  d  un  plan.  (ic)8-2( 

Hahich,  —  Sur  les  rayons  de  courbure  de  deux  courbes 
contrent  les  tangentes  d'une  troisième  courbe  sous  d 
liés  par  une  relation  donnée.  (201-204). 

D'Ocagne,  —  Sur  les  courbes  polaires  réciproques  honio 
(204-206). 
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priment  ralionnrllnnant  au  mojeu  des  tuDclïuns  clliptiqoM  dt  u  ée  nte 
moduto  k  lurtquc  a  «si  l'inverse  d'un  nombro  Entier.  Si  1«  modale  k  e 
■liiticoaquc'i  lu  cundiliun  prfciidiiiile  »l  nécuraire;  mai},  pour  d«  vitenn  ptf> 
lir.tilii'rr*  (lu  mndule,  a  poul  avoir  d'autr»  valeurs,  En  parlii^ulier  si  Ittnodnlg 
m  ri'-cl  et  inr^rieur  A  l'uniti',  on  a  1e«  conditions 


,  nombres  peuvent  Hre  pu'in  ou  unp«i 

r,  L'autcnr  donne  tes  fomiulfs  (In  \t  a 

?e5  huit  cas;  pour  retrouver  les  fumi 

'.,  il  suffit  rie  faire  r'=  ■  =  0.  M.  Stuart  iiilii 

on  peul  trouver  les  valeurs  du  module,  leUes  tpK 


/?■ 
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Tucker  [H.).  —  Un  groupe  de  cercles,  (jy-og). 

Ktirl  Fcarson.  —  Sur  Ir  mouveineDl  des  sphères  et  des  e!lip»)ide> 
dans  lin  milieu  tluïde.  (60-80). 

Dans  «c  premier  Mémoire,  l'auleur  étudie  le  mouvement  des  corps  spfairiqWi 
sujet  qui  a  dAjft  donnA  lieu  anx  rechcrcbes  de  M.  Bjerkoes.  Voici  rommutit 
posA  le  problème  :  ïtDOt  données  s  sphères  de  rayons  constants,  de  ditUacea>» 

t.idles  U-ii  grandes  par  rapport  à  nés  rayons,  aiiimé.^a  de  vitesses  7..  j, T,. 

tion  <t,  vérifiant  l'équallon  connue  du  potentiel,  nulle  à  l'infiai  et  catisfiii»! 
A  l'équation  - —  =  (/j,cos(^^,  n^),  à  la  surface  de  la  /i'*""  sphère.  L'aiiUM 
obtient  l'expression  de  •!>  en  regardant  comme  négligeables  les  qualricnm  piii- 
sances  des  rapporta  des  rayons  aux  distances.  De  la  valeur  de  ♦  od  dcdiil 
l'énergie  cinétique  totale  du  sjsléme,  qui  se  compose  de  deuï  sortes  de  lemiM  ; 
les  premiers,  indépendants  de  l'action  mulurlle  des  splières  les  unes  soi'  '^^ 
autres,  montrent  que  eliaque  splicre  se  meut  comme  si  sa  masse  s'était  acfnt 
lie  ta  moitié  de  son  volume  de  lluidc  ;  les  autres  termes  proviennent  de  l'iOim 
mutuelle  des  splières.  Le  terme  qui  représente  l'action  apparente  dt  dm 
sptiércs  l'une  sur  l'autre  est  identique  au  potentiel  mutuel  de  deux  noléculs 
magnétiques  placées  aux  centres  des  deux  sphères,  de  moments  et  de  directioil 
convenables  ;  d'où  te  nom  A'hydromagnétUme  propose  par  le  profcsxiir 
Itjcrlines.  M.  Pcarson  montre  ensuite,  au  moyen  des  équations  de  Lagrangt. 
cummcnt  l'action  mutuelle  des  deux  sphères  produit  une  attraction  ou  une  ré- 
pulsion apparente  entre  les  deux  sphères. 

L'auteur  étudie  en  second  lieu  le  cas  où  les  sphères  se  dilatent  ou  se  cunine- 
teni  pendant  le  mouvement.  L'expression  de  l'énergie  cinétique  totale  se  Iniu" 
romptiquée  de  nouveaux  termes,  qui  doivent  également  donner  lieu  à  des  it- 
i  des  n'pulsions  apparentes. 


J 
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Glaisher  [J.-W.-L.).  —  Sur  les  représentations  d'un  nombre 
comme  une  somme  de  quatre  carrés  impairs,  ou  comme  une 
somme  de  deux  carrés  pairs  et  de  deux  carrés  impairs.  (80-96). 

L'auteur  énonce  un  certain  nombre  de  théorèmes  concernant  la  décomposi- 
tion d'un  nombre  entier  en  une  somme  de  quatre  carrés;  il  introduit  les  fonc- 
tions numériques  x(^)>  E(n),  ^{n)  qui  se  présentent  aussi  dans  le  Mémoire 
suivant. 

Glaisher  {J.-W.-L.),  —  Sur  la  fonction  'fj^n),  (97-166). 

Soit  n  un  nombre  entier  impair,  et  considérons  toutes  les  décompositions  de 
ce  nombre  en  une  somme  de  deux  carrés 

n  z=:  a\-¥  b\  —  a\-¥b\  =  .  ..y 
où  les  a  sont  impairs.  M.  Glaisher  défmit  y^{n)  eomme  la  somme  suivante 

X(/i)  =  2:(  — i)»  aa, 

cette  somme  étant  étendue  à  toutes  les  décompositions  de  n.  Si  n  est  un  carré 
parfait  a%  on  devra  supprimer  le  facteur  2  devant  a.  En  employant  les  défini- 
tions de  Gauss,  on  peut  dire  aussi  que  x(^)  ^^t  la  somme  des  nombres  pre- 
miers complexes  dont  la  norme  est  égale  à  n.  Les  premiers  paragraphes  sont 
consacrés  à  l'exposition  des  principales  propriétés  de  cette  fonction  numérique; 
ces  propriétés  résultent  des  formules  suivantes  ;  si  y?  et  ^  sont  premiers  entre 
eux,  on  a 

par  suite,  si  Ton  suppose  n  décomposé  en  ses  facteurs  premiers  n  =  a^b^ci . . ., 
on  a 

X(n)  =  x(a«)x(6?)x(cT).... 

On  ramène  ainsi  le  calcul  de  x(^)  ^^  ^^^  ^^  ^  ^^t  une  puissance  d'un  nombre 
premier.  Si  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4^^  +  ^,  on  a  en  général 
X(/?'*~')  =  0,  x(P"*)  —  (~"')'*i^'*«  Si  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
!im-\-tfP  admet,  comme  l'on  sait,  une  seule  décomposition  de  la  forme 

p  =  a'-h  b'j 
où  a  est  impair.  On  a  alors 

yiP  )  = nr — 

'-  ^  2ib 

si  n  est  pair,  et  la  même  expression  multipliée  par  (—1)^  si    /i   est 

impair.  L'auteur  considère  en  outre  les  autres  fonctions  numériques  E(/i), 
^{n)f  E,(/i),  X(/i);  E(/i)  est  égal  à  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  de  n  de 
la  forme  ^m  -hi  sur  le  nombre  des  diviseurs  de  la  forme  4  "i  -H  3.  On  peut  dire 
aussi,  lorsque  n  est  impair,  que  E(/i)  est  égal  au  nombre  des  nombres  premiers 
dont  la  norme  est  égale  à  /i;ce  qui  établit  un  lien  remarquable  entre  cette 
fonction  numérique  et  la  fonction  x('')>  ^i^^)  désigne  la  somme  des  diviseurs 
de  n,  E,(  /i  )  l'excès  de  la  somme  des  carrés  de  ces  diviseurs  de  la  forme  f\m  -^i 
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sur  la  somme  des  carrés  des  diviseurs  de  la  forme  4^^  +  3.  Enfin  X(/i)  repré- 
sente la  somme  des  carrés  des  nombres  premiers  qui  ont  n  pour  norme.  Toutes 
ces  fonctions  se  présentent  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques   quand   on 

développe  les  quantités  v/p,  /^'p»  /^P>  P^^^f^'py  oii  p=  — >  suivant  les  puis- 
sances de  q.  En  comparant  les  diverses  expressions  de  \/F,  v^A*,  \/Â^,  V^A'p, . .., 
Fauteur  est  conduit  à  un  très  grand  nombre  de  formules,  qu'il  serait  difficile 
d'analyser.  Nous  ne  pouvons  que  renvoyer  aux  élégantes  formules  de  M.  Glaisher 
et  aux  Tables  numériques  qui  accompagnent  son  Mémoire. 

Tiicker  (/?•).  —  Sur  l'axe  du  symmedian-point  dans  un  système 
de  triangles.  (167-169). 

Les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  aux  milieux  des 
hauteurs  correspondantes  passent  par  un  même  point,  qui  est  le  point  de  con> 
cours  des  symmédianes  {symmedian-point).  Si,  par  les  sommets  d'un  triangle 
ABC,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  opposés,  on  forme  un  nouveau  triangle 
A'B'C,  et,  en  opérant  ainsi  successivement,  on  a  une  suite  indéfinie  de  triangles. 
Le  lieu  des  symmedian-points  de  tous  ces  triangles  est  une  ligne  droite,  qui 
passe  aussi  par  un  certain  nombre  d'autres  points  remarquables. 

Warren  (J.-JV,).  —  Corollaires  des  ëquatîons  différentielles  de 
la  Trigonométrie  sphérîque.  (170-178). 

Application  des  équations  différentielles  de  la  Trigonométrie  sphérique  k 
l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide,  sans  avoir  recours  à  des  décomposi- 
tions de  vitesse. 

Russell  {li')'  —  Sur  les  équations  différentielles  qui   appartien- 
nent à  la  classe 

dx  dv 

•^       -f-  .  . .  -4-  =  o, 


où 


(179-184). 


Celte  équation  ne  change  pas  de  forme  quand  on  effectue  sur  toutes  les  va- 
riables une  même  substitution  linéaire.  L'auteur  applique  cette  remarque  à 
l'inlégralion  de  l'équation  d'EuIer,  à  la  solution  d'une  question  proposée  par 
le  capitaine  Mac-Mahon  {Educational  Times^  i883)  et  d'une  question  analogue. 

Karl  Pearson.  —  Sur  le  mouvement  des  sphères  et  des  ellipsoïdes 
dans  un  milieu  fluide.  (184-21 1). 

Extension  des  résultats  obtenus  dans  un  Mémoire  précédent  au  mouvement 
des  ellipsoïdes,  en  supposant  :  i*  que  les  ellipsoïdes  n'ont  pas  de  mouvement  de 
rotation;  a°  que  les  distances  mutuelles  sont  très  grandes  par  rapport  aux  di- 
mensions linéaires;  3»  qu'il  existe  un  potentiel  de  vitesses. 
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Cayley.  —  Un  théorème  relatif  aux  pénin variants.  (2 12-21 3). 

Cayley.  —  Sur  Tapplication  conforme  du  cercle  sur  la  parabole. 

(2l3-220). 

M.  Schwarz  a  montré  {Journal  de  C relie,  t.  70)  qu'on  pouvait  faire  corres- 
pondre les  points  du  cercle  j?'* -h ^'«  =  I  aux  points  de  la  parabole^*  =  4 (i  —  ^) 

par  Téquation  ^x'  4-  iy'  =  tang  ^  \/x  -h  iy,  qui  définit  un  mode  de  transfor- 
mation où  les  angles  se  conservent.  M.  Cayley  étudie  ce  mode  de  transforma- 
tion et  en  indique  des  propriétés  intéressantes.  Les  courbes  transformées  des 
cercles  concentriques  au  premier  et  des  rayons  sont  des  courbes  transcendantes; 
mais  les  paraboles  confocales  à  la  première  ont,  pour  transformées  dans  le  plan 
du  cercle,  un  système  confocal  de  limaçons. 

Stuart  (G.'H,).  —  Multiplication  complexe  des  fonctions  ellipti- 
ques. (221-233). 

Résumé  des  formules  obtenues  dans  un  Mémoire  antérieur. 

Basset  (A.-B.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  liquide  à  l'inlérieur  et 
autour  de  certains  cylindres  quartiques  et  d'autres  cylindres. 
(234-25o). 

L'auteur  s'est  proposé  d'obtenir  les  fonctions  de  courant  dues  au  mouvement 
de  translation  ou  de  rotation  d'un  cylindre  à  l'intérieur  d'un  liquide.  Il  examine 
successivement  les  cylindres  ayant  pour  bases  des  limaçons  elliptiques  ou  hyper- 
boliques, c'est-à-dire  les  transformées  des  coniques  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, le  pôle  de  transformation  étant  un  foyer,  les  cylindres  ayant  pour 
bases  des  lemniscates,  ou  des  courbes  dont  l'équation  polaire  est  de  la  forme 
r'*=.  2c"cos/i8. 

Coates  (C.-K.).  —  Des  fonctions  de  Bessel  du  second  ordre. 
(250-260). 

Larmor  (»/.).  —  Sur  la  symétrie  hydro-cinétique.  (261-265). 

L'énergie  cinétique  totale  d'un  corps  solide  qui  se  meut  sans  frottement  dans 
un  fluide  indéfini  et  incompressible  a  pour  expression  une  forme  quadratique 
homogène  des  six  composantes  de  la  vitesse  et  comprend  par  conséquent  vingt 
et  un  coefficients.  Cette  expression  se  simplifie  dans  certains  cas,  remarqués 
par  Kirchhoflf,  où  l'on  peut  dire  que  le  solide  présente  le  caractère  d'un  solide  de 
révolution  ou  d'une  sphère.  M.  Larmor  est  amené  à  considérer  une  nouvelle 
espèce  de  symétrie  qu'il  appelle  hélicoïdale,  d'après  la  forme  que  prend  l'ex- 
pression de  l'énergie  cinétique.  Les  hélicoïdes  Uotropiques  de  Sir  W.  Thomson 
sont  les  solides  qui  possèdent  la  symétrie  hélicoïdale  par  rapport  à  deux  axes, 
qui  doivent  se  rencontrer. 
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séries  et  leurs  expressions  comme  quotienls  de  séries  entières  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  de  9,  .... 

MaC'Mahon  (P.-A.),    —  Les   opérateurs   dans   la   théorie  des 
péninvariants.  (302-364). 

Dans  un  numéro  récent  du  Quarterly  Journal  (octobre  188^),  M.  Cayley  a 
indiqué  un  symbole  d'opération  qui,  appliqué  à  un  invariant  de  degré  8  et  de 
poids  Wj  conduit  à  un  invariant  de  même  degré  6  et  de  poids  (V  +  1.  M.  Mac- 
Mahon  fait  connaître  deux  séries  de  généralisations  pour  les  opérateurs  de 
M.  Cayley. 

Mac-Mahon  (P,'A,).  —  Un  nouveau  théorème  dans  la  théorie 
des  fonctions  symétriques.  (365-369). 

Spit  (A:X(jL...)  la  fonction  symétrique  Sa^p^yt*. ..  des  racines  de  l'équation 

a^x'*—  a,j?"^-h  a.j?"-»—  ...  =  o. 
On  peut  l'écrire 

( ArXjx. . .)  =  Tj  4-  Tj_. -h  Tj., 4- . . ., 

où  T^  désigne  la  somme  des  termes  de  degré  k  dans  la  fonction  symétrique. 
Ce  terme  ^^  s'obtient  très  aisément;  il  est  égal  à  a/-^(X[x..  .)„  l'indice  1  indi- 
quant que  la  fonction  a  été  rendue  homogène  par  l'introduction  d'une  puissance 
convenable  de  a^  et  qu'on  a  augmenté  tous  les  suffixes  d'une  unité. 

M.  Mac-Mahon  donne  d'abord  une  démonstration  de  ce  théorème  et  montre 
ensuite  comment  on  peut  calculer  les  autres  termes  Tj_„  T^.,,  ....  Le  calcul 
peut  se  faire  séparément  pour  les  termes  de  chaque  degré. 

JFtoberts  Samuel,  —  Note  sur  les  diviseurs  des  nombres  et  les 
produits  de  facteurs.  (370-878). 

M.  Roberts  remarque  que  la  formule 

ij;(m)  — <J;(m  — i)  — <J;(m  —  2)-+-4;(m-— 5)-+-...  =  o, 

où  ^{m)  désigne  la  somme  des  diviseurs  de  m,  s'obtient  de  la  manière  la  plus 
simple  en  appliquant  la  règle  de  Newton  pour  déterminer  la  somme  des  puis- 
sances —  /?!**■»••  des  racines  d'une  équation  à  la  série  d'Euler 

JJ  (1— <7'')  =1  — ^  — g«-f-g»4-g'— g"— .... 

Cette  remarque  ingénieuse  peut  être  le  point  de  départ  d'une  méthode  géné- 
rale pour  trouver  une  foule  de  relations  arithmétiques  analogues.  L'auteur  l'ap- 
plique à  deux  exemples  tirés  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

^^ussell  (/?.).  —  Une  transformation  des  intégrales  elliptiques  et 
son  application  à  la  Trigonométrie  sphérique.  (S^S-SSS). 
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JOURNAL  DE  MATHÈlfATIQUES  spéciales,    publié  sous  la  direcU'on  de 

MM.  ROUBGET,  DE  LONGCIIAMPS  et  VaZEILLE  (>). 

a*  série,  1. 1;  i88a. 

Mansion  (P*)»  —  Théorème  de  Taylor.  (i5-i6). 

Landry  (F.).  —  Théorème  d'Arithmétique.  (16-17). 

Longchamps  {G.  de).  —  Courbes  diamétrales  et  transversales 
réciproques.  (25-28). 

Lieu  du  milieu  du  serment  déterminé  par  deux  courbes  fixes,  sur  I«s  tan- 
gentes d*une  troisième  courbe.  Construction  de  la  tangente  en  un  point  du  liea. 

Boquel (J.).  —  Étude  sur  les  coordonnées  trilinéaires  et  leurs 
applications.  (38-43;  5g-6.i;  89-92;  i34-i39;  i8i-i85;  272- 
283). 

Exposé  des  premiers  clcmenls  de  cette  théorie  classique. 

Longchamps  (G.  de).  —  Construction  de  l'ellipse  et  de  ^hvpe^ 
bole,  point  par  point,  au  moyen  d'une  équerre  ;  transformation 
réciproque.  (49*53;  77-82;  97-103;  121-126;  i45-i49;  iQÎ- 
u)5^. 

M.  lio  L«>ni:ohan»p<  appelle  transformes  l'un  de  l'autre  deux  point?  alignés 
sur  un  p. 'lut  tî\o  O,  et  il«>nt  la  «lisl.mee  e>t  vue  d'un  autre  f)oint  fixe  0'. sous  un 
auulo  «ir-il.  l.  autour  Ir  >uve  un»'  grande  analo;;ie  entre  sa  transrorin;iti"n  et 
l'iuxerNi'ii.  et  rt  la  -i'exj'lifiuo.  ^l.  »le  Luniieliainps  raltacbe,  avec  beaucoup  flo 
raison.  >a  tran^i'-rniali-'n  a  «filles  lie  Maunu-,  mais,  en  précisant  davanla^t\  nous 
en»\.»u>  k\u  \\  \  a  un  «ertain  iiit«rèt  à  la  rapprocher  <lc  VinK'olution  quadiique 
àc  Hir>t.  \\\\<  Ti^^ar»!»'  C"rniue  transformés  l'un  de  l'autre  deux  point'i  alignes 
xur  un  p.MMt  tixe  i»  .  et  c<'nju::u<s  par  rapport  à  une  cjuadrique  O.  M.  I)arb<'UX 
a  reuiar  ;uc  *|uo  fotto  tr.in-tVvrm.itif-kn  est  re\[)ression  projective  de  l'invcrMun. 
le  ^eul  vM'"  exveplivnnel  est  «.«lui  où  ()  est  un  cône;  mais  alors,  en  prenantce 


y'^  Vn  1^^-.  i-  i>:;rn.l  puMi'  par  M.  n«»ur;;et  a  et*'*  scindé  en  deux  joiirnauv 
\x>ii>a  i-^  tv^.  '  \  •  •■'.  ;ir  .,ii\  M.jth'niali.iin'"  du  {trourammo  de  la  clas>o  H  dt'- 
uivut.uu^  .1  ..  y.'.  -^  1  ■  ^i"  -..tl''".  \.Mis  rendnm-i  compte  tout  d'abord  de  ceder- 
uui  )-.is:;.il.  \  'u^  r.  •  î..îl:<'n-  'juc  des  travaux  ori;;inaux,  a>ant  un  inlrrriH 
\i  ivui.Uvj'i  •  •>•!  :v  i.^'^^.;u\  et  u.hjs  laisserons  de  côté  les  nombreuse*  quc^li""'* 
piv»p»»s,v'>  -vi  jv-o!u.'^  o:,  ^.  neralement,  tous  les  sujets  d'exercice  qui  nepri«?n- 
teul  vl  au.ie  nuivt  .j-ao  loi;r  utilité  pour  les  élèves 


I 
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cône  pour  un  cône  isotrope,  on  reconnaît  que  la  transformation  de  Hirst  devient 
celle  de  M.  de  Longchamps,  le  point  O'  étant  le  sommet  du  cône.  Ainsi,  la 
transformation  de  M.  de  Longchamps  est  une  forme  métrique  de  celle  de  Hirst, 
dans  ce  cas  exceptionnel  où  cette  dernière  ne  dérive  pas  de  l'inversion.  Les 
analogies  s'expliquent  donc,  et  leur  explication  ajoute  un  nouvel  intérêt  à  cette 
transformation. 

La  transformée  d'une  droite  est  naturellement  une  conique;  de  là  une  con> 
struction  de  l'ellipse  à  l'aide  de  l'équerre  seulement. 

Picquet.  —  Quartique  à  point  double.  (73-77). 

Génération  de  la.  courbe  par  un  faisceau  de  coniques  et  un  couple  involutif 
de  droites,  liés  homographiqucment. 

Petit.  —  Construction  d'une  conique  au  moyen  d'une  équerre, 
connaissant  les  deux  extrémités  d'une  corde  normale  et  deux 
autres  points.  (io3-io5). 

Application  de  la  transformation  de  M.  de  Longchamps,  dont  il  a  été  déjà 
question  ci-dessus. 

Kœhler.  —  Étude  sur  l'équation  et  la  forme  binaire  du  quatrième 
degré.  (io5-ii2;  149-1 55; "197-202;  217-222). 

Représentation  géométrique  d'une  forme  binaire  par  les  points  d'une  droite; 
invariants  et  covariants,  leur  interprétation  géométrique;  méthode  de  Ferrari; 
résolvante,  sa  représentation  à  l'aide  des  invariants,  discussion,  équation  aux 
rapports  anharmoniques  des  quatre  points  représentatifs  de  la  forme;  forme 
canonique. 

Walecki.  —  Condition  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une 
équation.  (169-170). 

Soit  — ?(^)  le  reste  de  la  division  de  /(x)  par  sa  dérivée  /{x))  si  l'on 
suppose  que/(j7)  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  simples  et  que  son  premier 
terme  soit  positif,  il  doit  en  être  de  même  pour  ^{x)',  de  plus,  les  racines  de 
ç(ar)  séparent  celles  Atf{x), 

Ce  théorème  se  déduit  facilement  de  celui  de  Rolle;  l'auteur  en  tire  les  con 
ditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  de  f{x).  Celte  proposition  peut  être  gé- 
néralisée. 

Longchamps  (G.  de).  —  Résolution  algébrique  de  l'équation  du 
quatrième  degré.  (  170- 177)' 

Si  l'on  groupe  les  points  représentatifs  des  racines  d'une  équation  du  qua- 
trième degré,  en  deux  couples  de  points,  ces  deux  couples  défînissent  une  in- 
volution  ;  on  tombe  ainsi  sur  trois  involutions  différentes,  d'après  les  combi- 
naisons que  Ton  peut  faire  avec  les  racines,  et  une  résolvante  se  présente  ainsi 
naturellement.  L'auteur  montre  que  l'on  peut  passer  de  cette  résolvante  à  celles 
de  Lagrange  et  de  Ferrari  par  des  transformations  homographiques.  Les  noms 


SECONDE  PARTIE. 


àe   MM.  Hermitft,   Darboui.  Mathieu  sont  cMi 
pareil  sujet,  vouloir  fuîrc  dn  citations   eompl^Ies, 
écrire  plusieurs  pages  de  l'Iiistnire  des  M>tb<!maliqui 

Lucas  (£".)•  —  Récréations  matlii^maliques.  (177)' 
Extrait  de  l'Ouvrage  si  justement  apprécia  de  M.  E.  Lucas. 

Chastes.  —  Noies  sur  le  principe  de  correspondance.  Sur  la  At- 
terminatioQ  du  nombre  des  points  d'intersection  de  dcuï 
courbes  qui  sont  l'i  distances  finies,  (asa-aaii;  aiji-249t  3^^' 

Extraits  des  Compta  rendus. 

Tumu  II;  iR83.  I 

Lemoine.  —  Élude  sur  de  nouveaux  poitits  remai-quabics  du  pUd 
d'un  triangle,  (p.  3-ti;  26-33;  49-^3)- 

TraTail  intéressant,  ijui  a  son  point  de  départ  [dans  la  rccitprclic  d'un  puiûl 
tel  qu'en  menant  par  re  point  des  parallâles  aux  cût^,  et  prenant  les  inlfnrr' 
lions  de  ms  parallèles  avec  les  cAtés,  on  forme  un  hexagone  circonseriplible  1 

1. 'auteur  généralise  ses  résultats  en  leur  donnant  la  forme  projcctivc  cl  ob- 

ticut  d'élégantes  propositions  sur  les  Tigures  bomoln^iqiies. 

Poujade.  —  Équation  du  sj'slèmc  des  tangentes,  menées  à  une 
conique  par  un  point  donné.  (6-7). 

Extrait  dune  lettre  pe  Fermât  a  Mersenne.  (16-22). 

Communiquée  â  M.  Lucas  par  le  prince  Boncompagni.  Format  y  donnir  di- 
verses applications  de  sa  célèbre  méthode  des  tangentes  :  on  y  trouve  ans«i  une 
citensioD  i  l'espace  du  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distancer 
i  des  points  donnés  est  constante. 

Walecki.  —  Note  sur  le  théorème  de  Descartes.  (25-26). 

Soit/(a!)  =  a„x"  +  a„_,x''-'  +. . .+ 
et  supposons  que,  pour  deux  valeurs  con 
les  cocriicients  une  relation  linéaire,  telle 


Si  l'équation  a -t- pj: +  ■]■«■-+-..  .^- Sa;'=  o  a  toutes  ses  racines  réelles, 
l'équalioD  /  =  o  a  au  moins  deui  racines  imaginaires. 

Cette  régie,  qui  roinprend  beancoup  de  cas  particuliers,  renferme nolammenl 
la  règle  due  à  M.  Hermiie. 


J 
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Collin  (./.).  —  Sur  une  nouvelle  approximation  des  racines  in- 
commensurables. (53-55). 

Soit  /{x)  =  0  réquation,  et  considérons  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
tion  y  —  J{x)\  prenons  sur  elle  deux  points  A  et  B,  répondante  deux  approxi- 
mations de  sens  contraires  et  comprenant  entre  eux  le  point  où  l'axe  Ox  est 
rencontré  par  la  courbe.  L'auteur  substitue  à  la  courbe  une  hyperbole  qui  la 
touche  en  A  et  B,  et  dont  une  asymptote  est  parallèle  à  Taxe  Ox, 

Bouget  (H*).  —  Note  de  Géométrie.  Lieu  géométrique  du  sommet 
de  Tangle  de  grandeur  constante  circonscrit  à  une  courbe  de  la 
classe  n.  (55-58). 

Evaluation  du  degré  du  lieu  dans  différentes  hypothèses. 

Lemoine  {E.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  droites  menées  par 
un  point  du  triangle  parallèlement  à  ses  côtés.  (73-78). 

Dans  quels  cas  les  trois  parallélogrammes  formés  sont-ils  proportionnels  aux 
puissances  m'*"*"  des  côtés  des  triangles. 

Parpaile  (-^.).  —  Note  sur  la  formule  de  Taylor.  (82-83). 

Longchamps  (G.  de).  —  Démonstration  du  théorème  de  d'Alem- 
bert,  d'après  M.  Walecki.  (97-102). 

La  méthode  de  M.  Walecki,  indiquée  aux  Comptes  rendus  de  VAcadémie, 
consiste  à  ramener  le  cas  général  au  cas  d'une  équation  de  degré  impair  et  à 
coefficients  réels,  en  s'appuyant  sur  la  notion  de  résultant  et  sur  la  forme 
qu'en  a  donnée  Sylvester.  M.  de  Longchamps  reprend  cette  méthode  et  la  met 
à  la  portée  des  élèves. 

Longchamps  {G.  de),  —  Résolution  algébrique  de  Téquation  du 
troisième  degré.  (102-107). 

En  identifiant  son  premier  membre  avec  la  somme  de  deux  cubes. 

Vazeille.  —  Théorie  de  Tinvolution  du  second  degré.  (121-126; 
169-174;  265-269). 

Exposition  à  l'usage  des  élèves  de  cette  théorie  élémentaire  et  classique. 

Amigiies.  —  Théorème  de  d'Alembert.  (i 45- 147)» 

Si  a  n'est  pas  racine  du  polynôme  /(2),  on  peut  trouver  une  valeur  de  z 
iclle  que  le  module  de/(^j  soit  inférieur  à  celui  de/(a).  Tel  est  le  fond  du 
raisonnement  de  l'auteur.  On  sait  qu'il 'n'est  pas  nouveau. 

Lucas  {E.),  —  Sur  l'équation  du  troisième  degré.  (174-178). 
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La  mtthoilc  de  r^rolulion  de  lYquulinn  du  troiçiéme  degré,  insMe  par  II 
rédoeUua.cl  eon^ittant  i  id«Dli1ersun  premier  membre  aiccla  ^ommc de dr«t 
cubes,  n'csl  pas  noutetle;  M.  Lueai  (lil  remarquer  que  TwioÏD^  l'a  donnée» 
iSiU  :  plus  tard  elle  ti  éii  reprise  par  U.  Ilermite.  I.'auleur  eiposc  ce»  diienet 
m'tbodca  et  iudï(|u«  leur  application  1  un  problème  propusé  en  iS<Ji  au  eu- 
cour»  gJD^al,  dont  la  «uloUon  a  troore  d'ailleurs  djius  VAlgibre  luptrieun 
de  U.  Sertet  (4*  édition,  t.  Il,  p.  467). 

Lucas  (£".)•  —  S"""  l'équation  du  quatrième  degré.  (178-179). 
autre  loftbode  de  Twining,  relative  ■   l'équaiioD  du  qa 


Iritmc  dcgrt. 


Longchamps  {G.  de).  Sui 
tiunes.  (ipS-ty";  ai^-aa 


Qc  nouvelle  espèce  de  fraciions  con- 
•j4i-244;  269-274). 


Li^riDce  a  donné  l'eipres^iun  ta  plaa  générale  d'une  qnaDiilé  U.  life  i  U,^  ' 
U.^.  ■■.,V,_.  par  uue  équation  de  récurrence  linéaire  et  ji  coefficient)  ew- 
*taaU,  t-'illoiirv  an^lTite  fait  llçurer  dani  cette  expression  les  racioad'iiM 
^«Dlâoi*  fnemtrroe  facile  1  Tonner.  Mail  il  se  trouve  que  l'on  peut  abtuir 
oMIc  ctpressivB  wii*  (orme  «yniélrique  par  rapport  aux  racines,  cl  par  r«nit- 
^•rnl  laaa^a'il  soit  uécrsïaiic  de  résoudre  l'équaiLoa  ;  après  avoir  mis  ce  fOiM 
ea  huniêtc,  H.  de  LoBickamp»  considère  plus  spécialemcut  le  cas  d'une  nli- 
lIoM  A  tr«n  toaus  de  la  forme 

(■>  U.-vU^  +  ÇU^^o- 

L'é^ulMB  çiurnKmK  ol  «lors 


rèt]uaii>>Q  (0  s 


iprimcnt  facilement  â  t' 


élMilicn  par  M.  Lucas,  dans  ses  rechi 
ftttm^Kt  periadïquea . 

Kbi'rdant  alors  la  question  des  fraclioQS  con 
lisage  de«i  wlutious  a.  et  ^,  de  l'équation  (1), 


les  Fonctions  numérigaa  lii 


es,  M,  de  Longchamps  eo- 
après  avoir  posé  généfïlt- 


=  >,+  .,  +  ...+  ».,    v.=  3.+  p,  +  ...+  p., 


t.<.'ru|iM  a  cTvit  iadèSBimeai,  ^  ti 


:.  L'article  se  contiaat 
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Lucas  (E.).  —  Sur  Téquation  au   carré  des  différences.  (199- 
201). 

Formation  rapide  de  cette  équation  pour  le  troisième  et  le  quatrième  degré. 
Signalons  ce  résultat  bien  simple  :  pour  obtenir  l'équation  aux  carrés  des  difTé- 

rences  de  l'équation  x^-i-px-h  g  =  o,  il  suffit  d'y  remplacer  x  par  — 2__ . 

Lucas.  —  Sur  le  volume  du  tétraèdre  en  Géométrie  analytique. 
(221-223). 

Bioche.  —  Sur  certaines  courbes  gauches  du  quatrième  ordre. 

(223-225). 

Il  s'agit  ici  des  quartiques  de  Steiner;  courbes  unicursales  que  l'on  obtient 
par  l'intersection  de  deux  surfaces  de  degrés  a  et  3  ayant  en  commua  deux 
droites  non  situées  dans  un  même  plan. 

Un  paradoxe  géométrique.  —   Quadrature    du   cercle.   (235- 

237). 

Extraits  des  Récréations  mathématiques  de  M.  Lucas. 

Le  Pont.  —  Note  sur  les  cubiques.  (244-245). 

Poujade.  —  Coniques  passant  par  trois  des  quatre  points  com- 
muns à  deux  coniques.  (246-248). 

« 

Marchand.  —  Sur  la  manière  d'écrire  (a:  -+-  h  )*"  sous  forme  de  dé- 
terminant. (248-250). 

Le  Pont.  —  Note  de  Géométrie.  (274-277). 

I.  Les  coordonnées  d'une  courbe  d'ordre  n  qui  n'a  que  ^ — — "^ — -  —  3 

points  doubles  diiïérents  s'expriment  rationnellement  en  fonction  d'un  para- 
métre X  et  de  l'expression 

e  et  y  désignant  une  racine  carrée  et  une  racine  cubique  de  l'unité;  tt(X)  et 
v(X)  sont  des  fonctions  entières  de  X. 

II.  Les  coordonnées  d'une  courbe  d'ordre  n  qui  n'a  que  ^ -^ —       1^  —  4 

points  doubles  distincts  s'expriment  rationnellement  au  moyen  d'un  paramètre 
X  et  de  la  racine  carrée  d'une  fonction  K. 

Lorsqu'une  courbe  d'ordre  n  a  moins  de  - —         ^  — 4  points  doubles, 

on  ne  peut  plus  exprimer  ses  coordonnées  en  fonction  rationnelle  d'un   para- 
métre et  d'une  fonction  algébrique  de  ce  paramètre. 
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Nous  devons  ajouler,  pour  l'ctacUtndc  de  ce  qui  précède,  qoe  FiMmr  ap- 
pelle ftiactioD  algébrique  d'un  paramètre  nue  quantité  eiprimaUe  i  Faidt  de 
ratHraiLX  poruul  sut  île*  pnljnAules  eatïen.  Si  t'oo  cons^nail  an  mot /onc/i'on 
algHiri^ut  le  ïrus  besiir.riup  plu*  large  qu'on  *  i*j)utuni«  de  lui  attnbaer.  tt 
ihéiint'inc  «eralt  f.videmment  Taux. 

Ilonas  rucore  que  et:  dernier  Ui^orl>in«  de  l'auteur  enniportc  aiilaat  d'cioqi- 
liOM  qu'il  y  ■  d'équaliona  de  degré  supérieur  réiolobles  par  radicaui. 

L'autcBr  rapproche  les  résultais  qu'il  oblienl  du  thÉurJme  suirant,  démauM 


f«r  M.  Clebsch  ;  ks  coordonnées  d'une  courbe  qn 


«  <"- 


I) 


dmablci  s'eiprimeot  rationnel lem eut  à  l'aide  d'un  paramètre  et  de  li  nciae 
can^c  d'uae  foactioa  entière  du  cioquiéme  un  du  sixième  degré  de  a  p>n> 
nétM- 


Tome  ni;  (884. 

Laguerre.  —  Noies  surqueltjues  inégalités,  (p.  3-6). 
K*  maiipaMBt  qge  l'âquaiion 


I 


•W  I0MM  t*  neine*  réelles  et  négative 
A  M  MM  k*  a  HUtt  positif»),  on  a 


•.*•.*■■■--"." 


A..,-.-A.a,+  ...  +  A 


-v/^=^ 


^^> 


e«tlr  iaé|;*lité  comporte  beaucoup  d'applications. 

tii^itù.  —  Noted'Analjse.  (6-8). 

Unlirki-  —  La  multiplication  des  déterminants.  (8-9), 

Wiiltxki.  —  Note  sur  les  combinaisons  complètes.  (9). 

/.i-  /*!>«/.  —  De  l'équation  du  quatrième  degré,  (lo-i  1). 

IliSIuvliuB  de  sa  résolution  à  celle  d'une  équation  bicubique. 

tt<-m.  —  Note  sur  la  droite  de  Simson.  (i  1-16;  3o-3â;  37-62). 

lv\(>(>uliou   ):eumétrique  des  propriétés   les   plus   connues   de  la  droite  d( 
Smii>>n  :  l'iuleur  y  a  ajouté  plusieurs  théorèmes 


|,„.,V/^S.  —  ^.7-18). 


J 
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On  y  trouve  la  reproduction  de  la  méthode  de  M.  Sélivanof  pour  la  résolu- 
tion du  quatrième  degré,  qui  a  été  publiée  par  le  Bulletin  (*). 

Longchamps  (G.  de),  —  Sur  une  nouvelle  espèce  de  fractions 
continues.  (aS-So;  4^-53). 

Continuant  l'étude  commencée  au  Tome  précédent,  M.  de  Longchamps  établit 
qu'il  existe  pour  les  quantités  X^(ou  Y„)  une  relation  de  récurrence  à  quatre 
termes,  en  sorle  que  X^  et  Y„  sont  de  la  forme 

où  A,  B,  C  sont  des  constantes  et  x'y  x'  les  racines  de  l'équation  génératrice 
primitive;  de  même,  si  l'on  appelle  Z„  le  numérateur  X^Y,^,  —  X„_,Y^  de  la 
différence  de  deux  fractions  consécutives,  Z^  vérifie  une  relation  de  récurrence 
à  quatre  termes,  et  l'on  trouve  pour  expression  générale  de  Z„ 

A'ar'-x"»-!-  B 'jr'^-f-  C'a:'", 

où  A',  B',  C  sont  des  constantes. 

Enfin,  entre  deux  fractions  consécutives  existe  une  relation  homographique 
à  coefficients  constants.  L'auteur  termine  en  indiquant  plusieurs  rapproche- 
ments avec  les  fractions  continues. 

Fouret  {G.).  —  Sur  la  somme  des  sinus  ou  cosinus  de  trois  arcs 
dont    la    somme    est    un   multiple    de   la   demi-circonférence. 

(53-57). 

Si  l'on  pose  :aH-ft-HC  =  (4'w-t-r)ir,  avec  r  =  o,  i,  2,  ou  3,  on  a  générale- 
ment 

.    ,  ,   .    rir  —  a   .    r-R  —  b   .    rir  — c 

sin  a  -f-  sin ô  -t-  sin  c  =  4  sin sin sin , 

2  2  2 

.  ,        rTz  —  a        rit  —  b        ri:  —  c 

(—  O'^H-cosa  4-  coso  -h  cosc  =  ûcos cos cos 

^       '  222 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  de  ces  dernières  relations  on  ne  peut  pas 
conclure  que  (a  -+-  6  -f-  c)  est  un  multiple  entier  de  tc. 

Variétés.  —  (66-69). 

Reproduction  du  texte  de  Newton  relatif  à  sa  méthode  d'approximation 
(extrait  des  opuscules  publiés  à  Genève  par  Jean  Castillion). 

Longchamps  {G,  de).  —  Sur  un  Mémoire  de  M.  Landry.  (^S- 
78;  97-101). 


(•)  Tome  VII,  p.  246  des  Mélanges. 

Bull,  des  Sciences  maihém.,  2*  série,  t.  X.  (Août  1886.)  R.n 


i^rTntuuB  lu  cmlre  de  l'hvp 
■--   .Mtis  i»^  oiMinales  issue 


e  Pascal.  (8o-83). 


^-.e  .-'KmJiutÂal.  ('83-86). 
L.    •-  .oaur  ÏWIU5  où  cti  perpeadi 


r  ^  méthode  de  Bézout  pi 


rvcurreiilc.    (109- 


.  -lin-  iBBCu^ae  Je  arcsîDX. 

-  Vti^iiiruioa?  nouvelles  des  trans' 


'-    -I    — r"— -  1  aw  '^uurbe  ra  ao  paiot  M,  «t  1 
:  M'  Ju  poÎDl  M   pa 
Tuastrotl  farilïmcnl  I» 
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Étude  (le  cette  courbe  en  partant  de  l'expression  de  ses  coordonnées  rectan- 
gulaii'es  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre^ 

Lucas  (É.),  —  Notes  sut  rellipsoïde*  (178-182)» 

L'auteur  envisage  la  surface  comme  définie  par  un  point  d'une  droite  dont 
trois  autres  points  décrivent  les  faCes  d^Un  triédre»  Il  arrive  à  plusieurs  propo^ 
sitions  dignes  d'intérêt  et  en  démontre  d'autres  dues  à  M;  Halphen  et  à 
M.  Mannheim. 

Kcèhler,  —  Sut*  la  décômpoâlilôn  dés  polynômes  du  deuxième 
degré  en  sommes  de  carrés»  (i 85- 189}  209-214). 

De    LongchantpsK    —    Représentation    plane    des    (JuadriqUeSi 
(193-197;  217*224;  241-247;  265-272)» 

L'auteur  (îomménCe  par  définir  les  surfaces  diteé  hohtalo'ides  et  qu'il  est  pos- 
sible de  représenter  d^une  ^a^on  univoque  sui^  un  plan.  Quoique  d'origine  asse^ 
récente,  cette  ihéoirie  a  déjà  été  l'objet  de  nônlbréux  Mémoires,  et  dans  le  Bulletin 
même  ce  sujet  revient  fréquemment.  Mi  de  Longchamps  s'est  imposé  la  tâche 
de  mettre  ces  idées  fécondes  à  la  portée  des  élèves,  et  de  les  vulgariser  en 
quelque  sorte,  en  leur  montrant  comme  exemple  les  surfaces  du  second  dCgréi 
Sur  ce  terrain  particulief  des  qùadriques,  M.  Chasles  a  ouvert  une  voie  large 
et  aisée.  La  transformation  adoptée  par  l'auteur  revient  à  line  projection  sté- 
réographique  faite  d'un  sommet  de  la  surface. 

Brocard,  -*^  Hyperbole  des  neufpointSk  (197-209)» 

L'auteur  prend  pour  base  de  son  travail  la  transformation  par  droites  symé- 
triques étudiée  par  M.  de  Longchanlps.  Les  droites  qui  coupent  le  cercle  circon-^ 
scrit  au  triangle  fondamental  se  transforment  en  hyperboles;  en  particuliéff 
tous  les  diamètres  de  ce  cercle  se  transforment  dans  les  hyperboles  équilatères 
(;irconsci*ites  aii  triangle.  L^uné  d'elles  est  particulièrement  remarquable  :  c'eât 
celle  qui  contient  le  centre  de  gravité.  Cette  conique  contient  en  outre  cinq 
autres  points  remarquables.  L'étude  que  fait  M.  Brocard  des  éléments  de  cette 
courbe  ajoute  une  page  intéressante  à  la  géométrie  du  triangle,  déjà  si  étendtle. 

Hadamard,  —  Extrait  d'une  lettre  à  M»  de  Longchamps.  (226- 

282)» 

Etude  sur  l'hypocycloïde  définie  comnle  dnVelopJpe  dés  asymptotes  des  hyper- 
boles équilatères  formant  un  faisceau  ponctuel. 

G.  K. 
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ZEITSCHRIFT  flr  Mathematik  und  Physik,  lierausgegoben  von  Dr.  0. 
SciiLOEMiLcu,  Dr.  E.  Kaul  und  Dr.  M.  Cantor  (>). 

Tome  XXVin,  année  i883. 

Lange  {E,).  —  Les  seize  points  à  plan  surosculaleur  de  la  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  et  de  première  espèce.  (i-!i3,  65- 
82). 

Les  quariiqucs  gauches  de  première  espèce  offrent  des  analogies  avec  les  cu- 
biques planes  sans  point  double  :  par  exemple,  elles  ont  le  même  genre  que  ces 
courbes.  Mais  les  propriétés  des  points  d'inflexion  des  cubiques  planes  se  re- 
trouvent aussi  dans  les  points  à  plan  surosculateur  de  ces  quartiqucs  gauches. 
Ces  points  sont  au  nombre  de  seize,  et  tout  plan  qui  en  contient  trois  passe 
par  un  quatrième.  On  arrive  en  tout  à  cent  seize  plans  dont  Tautcur  étudie  la 
configuration. 

Sa  méthode  consiste  dans  l'emploi  des  fonctions  9,  à  l'aide  desquelles  M.  Kil- 
ling  a  représenté  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  dans 
l'usage  d'une  transformation  étudiée  par  M.  Harnack  au  tome  \II  des  Afathe- 
malische  Annalen. 

Sundell  {F.).  —  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  et  les  théo- 
rèmes de  Mécanique  analytique  qui  s'y  rattachent.  (24-3i). 

Etablissement  du  principe,  en  partant  directement  des  relations  analytiques 
qui  expriment  les  liaisons. 

Matihiessen  (L.),  —  Sur  les  lois  du  mouvement  et  de  la  défor- 
mation d'une  figure  cylindrique  d'équilibre,  homogène,  tournant 
librement  autour  de  son  axe,  et  sur  leur  modification  par  ex- 
pansion ou  condensation.  (3i-45). 

Dans  les  Annali  di  Matematica  en  1869,  et  dans  le  Zeitschrift,  tome  \VI, 
1871,  l'auteur  s'csl  occupé  de  la  déformai  ion  et  de  l'altération  du  mouvement 
dus  à  une  expansion  ou  à  une  condensation,  pour  les  cas  de  figures  annulaires 
ou  cIli[)soïdales.  L'auteur,  poursuivant  ces  études,  considère  le  cas  d'une  figure 
cylindrique  elliptique. 

Dorogé  (•/.).  —  Lquation  du  cercle  en  coordonnées  trimétriques. 

(4M8). 


(•)  Voir  nulklin,  VIII^.  p.  i.(',. 
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Rink  (./.)•  —  Sur  un  théorème  de  Llouville  relatif  aux  fonctions 
doublement  périodiques.  (48-5i). 

Expression  d'une  fonction  doublement  périodique  d'ordre  p  à  l'aide  de  la 
fonction  doublement  périodique  du  second  ordre  aux  mêmes  périodes  et  de  sa 
dérivée. 

I/oss/eld  (C).  —  Nouvelle  démonstration  simple  d'un  théorème 
de  Géométrie  de  position.  (5i-53). 

Amseder  (A.).  —  Note  sur  les  «  triples  »  d'une  courbe  du  troi- 
sième degré  qui  ont  le  même  point  de  concours  des  hauteurs. 

(53-54). 

Sur  toute  cubique  plane  il  existe  des  groupes  de  trois  points  où  la  courbe 
est  touchée  par  une  même  conique;  les  triangles  formés  par  ces  systèmes  de 
trois  points  sont  appelés  les  triples.  Toute  cubique  possède  trois  systèmes  de 
triples.  Les  coniques  correspondant  à  chacun  de  ces  systèmes  forment  un  réseau, 
dont  un  cercle  fait  toujours  partie.  Les  centres  des  trois  cercles  ainsi  obtenus 
sont  chacun  le  point  de  concours  des  hauteurs  d'une  infînité  simple  de  triples. 
Les  côtés  de  ces  triples  enveloppent  la  polaire  de  la  cubique  par  rapport  au 
cercle  correspondant. 

Heymann  (  W,).  —  Intégration  de  l'équation  différentielle 

(  A|a?»  H-  B,7»  H-  C^xy)  dx  -f-  (  A,a:»  -r-  Bjj»  H-  Q^^xy)  dy 

-+-(A3a:«-+-B37«4-C3a7-4-  Daar-h  ^^y  -^Y^){x dy —y  dx)  =  o. 

(54-56). 

Cette  équation  est  de  la  forme  étudiée  par  Jacobi;  elle  admet  trois  intégrales 
particulières  de  la  forme 

r  =  i^^» 

où  [1  est  une  constante.  II  en  résulte  que  l'intégration  de  cette  équation 
se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation  différentielle  de  la  série  hypergéomé- 
trique. 

Zimmermann  (II.-E.-M.-O.).  —  Propositions  diverses  sur  les 
coniques  et  les  courbes  du  troisième  degré  à  point  double. 
(56-6o). 

Kessler  (O.).  —  Sur  la  théorie  de  la  divisibilité  des  nombres. 
(6o-64). 

Veltmann  {W.).  —  Remarque  sur  l'expression  «  Division  d'un 
segment  en  parties  infiniment  petites  ».  (64). 
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Bohn  (C),  —  Sur  les  diverses  capacités  caloriliques,  et  autres 
quantités  qui  se  présentent  dans  la  théorie  de  la  chaleur.  (83- 

96), 

Niemoller^  —  Sur  l'intégration  de  Têquation  différentielle  par- 
tielle 

_   ^  (    *^^\        ^  (    ^"  \  — 

Cette  équation  difTêrentielle  représente  le  potentiel  d'un  courant  électrique 
sur  une  surface  dont  la  conductibilité  est  en  chaque  poiqt  proportionnelle  à  la 
distance  de  ce  point  à  Taxe  des  y.  On  obtient  facilement  son  intégrale  à  Taide 
des  intégrales  de  Bessel.  L'auteur  traite  particulièrement  le  cas  où  l*électricité 
péfi^tfç  sur  la  surface  par  un  point,  Ç(  c"  sort  par  uq  autre, 

Schleget  (F,).  —  Sur  la  résolution  du  point  double  d'une  courbe 
plane  daqs  l'espace  à  trois  dimensions,  et  sur  up  problème  de 
Mécanique  lié  à  cette  courbe.  (io5-i  i4)« 

|£i\  tran^urrqaqt  en  une  courbe  gauche  une  courbe  pUne  9yant  la  forme  d'un 
huit,  oa  peut  finalement  la  transformer  en  une  courbe  plane  fermée  dénuée  de 
point  double. 

L'auteur  donue  un  exemple  particulier,  d'où  il  déduit  la  solution  d'un  pro- 
blème sur  le  mouvement  vibratoire. 

Zimmermann  (O.),  — r  Sqr  la  théqrie  de  la  courbure  des  courbes 
planes,  (i  i5-i  16). 

Sellentin  (/?.).  —  Sur  les  roulettes  et  les  lieux  des  pôles  dans  les 
systèmes  cinématiques  plans.  (1  16-1  •;>3). 

Jlocks  {H,),  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
équations  algébriques,  (i  2.3- 12;")), 

Toute  équation  d'ordre  m  a  m  racines. 

Hertz  (1/,)^  —  Sur  la  distribution  des  pressions  dans  un  çjlindre 
circulaire  élastique,  (<  25-128), 

L'auteur  considère  un  cylindre  fixé  par  ses  deux  extrémités  à  deux  parois 
normales  à  son  axe:  les  pressions  sont  elles  aussi  rectangulaires  avec  l'axe,  et 
indépendantes  des  cprdonuées  comptées  parallèlement  à  cet  axe.  Malgré  le 
caractère  restreint  du  problème,  l'étude  de  la  distribution  intérieure  des  pres- 
>ions  oiïre  de  rinlèrèl. 

Holin  (C,).  —  Sur  le  champ  de  Faccommodation  au  télescope,  ^1 
la  parallaxe,  (i  29-1 49V 
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Stoll.  —  Le  problème  du  plus  court  crépuscule.  (i5o-i56). 

Solution  élémmlatre  de  ce  problème,  résolu  pour  li  première  fois  par  leaii 
Bernoulli. 

Biehringer.  —  Sur  les  courbes  tracées  sur  les  surfaces  de  révo- 
lution. {157-177). 
Fin  d'un  article  conimencé  dans  l'un  des  Tomes  prc-cédents. 

Sc/irœter  (//.).  —  Sur  les  communications  2i  et  23  insérées  au 
tome  XXVII  du  Journal.  (178-18;*). 

Dans  CCS  deux  CommnniraLions,  anal>»;es  par  le  Bulletin,  MM.  Scht&milcli 
et  Sachse  nnt  donné  des  propriétés  relatives  à  la  projection  d'un  quadrilatère 
complet  sur  un  plan  passant  par  l'une  de  ses  iliaïonales.  L'auleur  montre  com- 
ment ces  propriétés  se  rattachent  A  ta  considération  des  syslèmcs  desmiques  de 
trois  tétraèdres  étudiés  par  M.  Stéplianus. 

Scfiirek  (  C).  —  Construction  des  tangentes  et  des  plans  tangents 
aux  courbes  et  aux  surfaces  étfuidistantcs.  (i83-i88). 

Par  courbes  ou  surraccs  èqujdistantes,  t'aulrur  entend  le  lieu  des  centres  des 
sphères  tanKenles  k  deui  courbes  ou  i  deux  surraces. 

Weiler  {A.).  —  Sur  le  compTexe  des  axes  de  Reye.  (188-19»). 

I.cs  droites  conjuguées  rectangulaires  d'une  quadriquG  constituent  ses  axes; 
elles  forment  un  complexe  tétraédral.  Il  existe  une  double  inrinitë  de  qua- 
driques  ayant  les  mêmes  aies.  Dans  le  nombie,  figurent  trois  infinitifs  simples 
de  coniques,  fcin   prenant  deux  de  ces   coniques   pour  définir  le  complexe  des 

le  complète  tétraédral  lorsque  le  centre  des  surfaces  est  à  l'infini. 

Quidde.  —  Démonstration  d'un  tliéorèineprojectifde  Scbli'tmilcb. 

(■9')- 

Iferrmann  (O.).  —  Recliei-chcs  géométriques  sur  la  marche  des 
transcendantes  elliptiques  dans  le  domaine  complexe,  (nj^-mo, 
357-273). 


I^  problème  des  courants  stationnaires,  ou  du  potentiel  rj'lindrique,  et  celui 
de  la  représentation  conforme  sont  étroitement  Iles  avec  la  théorie  générale 
des  fonctions  d'une  variable  complexe.  On  peut  alors  se  proposer,  ou  bien 
d'étudier  les  courants  stationnaires  et  les  représentations  conformes  qui  dérivent 
des  fonctions  déji  connues;  ou  bien  de  cliercher  des  functions  nouvelles, 
d'après  un  système  de  courants  stationnaires  donné.  Le  travail  de  l'auteur  se 
rattache  au  premier  geare  de  recherches.  Il  part  des  transcendantes  les  plus 
importantes  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  pour 


SlîCONOK  PARTIE, 
udier  les  cuuniils  tUlionniires  com^spontlants.  Les  Irtvans  I«s  fi 
iDi  l'uuteuf  fuit  UMge  sont  dus  A  MM.  Klein  et  HoUratllIer  : 

I.  Introduis  lion. 

II.  Lra  inli^gralps  elliptiques.  La  iaTlace  de  Hiemano  et  le  rectangle:  l'inlf^lr 
de  première  cspL^e.  Les  intiigmles  de  Iraisième  espace.  Let  intésnleideie- 
conde  espace. 

in.  Les  fondions  elliptiques. 

rv.  Lea  fonctiona    E    de    Wcierstraas.    1^   fonetinn  W  =  Efiv).   La  roaetioii 

W  =  E.(.v). 
V.  Les  fonctions  4  et  a.  Lu  (unRtion  W  =  a.t»',  f).  La  (oncliva  tv  =  v(a;  -,  -\- 

I.  Remarques  (inales, 

ail/iiessen  (L.).  —  Les  équations  difTércntîeUes  dans  la  dtop- 
trique  des  cristallins  spbériques  des  poissons.  (21  i-si6]. 
Saitc  du  travail  «aumencii  dans  les  Tomes  XXIV  et  XXVI  du  Zeitichrijt. 

H'itliver  (  (f'-C-)-  —  Fondements  de  la  CJiîtnîe   malbémalique. 

(aiG-aaS.  353-378). 

Schœn/liexs  (/)-).  —  Sur  le  mouvemem  d'un  système  solide  daoa 
l'espace.  {aH9-a4o), 

L'flUleur  se  propose  de  déterminer  Icsiilémcnts  métriques  desdÎTcrsci  courba 
et  surfaites  dont  l'ciistcnce  a  été  rattachée  par  Cbasles  et  plusieurs  anlrcs  géiv 
métrés  au  déplueemcnt  laliaiment  petit  d'un  corps  sotïde. 


//ej'm 

ann  (  U 

'.).  -  Ik-m, 

«quos 

(a 

-+-6J--H-. 

^{ar^ 

hx  'i-cx^)ii 

), +  6,1 

(^4 

-243). 

L'ai 
ville, 

Spilzer, 
rquablcs,  1 

lire  que,  outre 
Wciler,    etc., 

:  pluMcur 
cette  fo, 
■équation 

iur  l'équation  difTér 


s  linéaires  intégrées  par  Lioa- 
me   plusieurs  autres  équilionf 


I  >  +  3Ï  +  ïï' +  5Ï' )' ^' 

+  a,  (a  +  ?5  4.  t5'  +  IV)  ^  +  (  ».  +  ?,E  +  ï„ï')r.  =  0. 

Schonemann  (P.).  —  Sur  la  construction  géoméirlque  des  mo- 
dèles pour  la  représenLaLion  des  surfaces  réglées.  (a43-a47)- 

L'auteur   rnnsidérc  deux    };é  né  rai  ri  ce*  voisines.    Les   ciiurbes   qui  lîmitCBl  I* 
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surface  les  coupent  en  quatre  points  A,  A'  pour  l'une  des  génératrices,  B  et  B' 
pour  Tautre.  Le  quadrilatère  gauche  AA'B'B,  formé  par  les  génératrices  et  les 
cordes  A  B,  A' B' des  courbes  limitatrices,  peut  être  représenté  en  papier  à  l'aide 
des  deux  triangles  obtenus  en  menant  une  diagonale  AB\  Cela  permet  de  re- 
présenter en  papier  les  surfaces  gauches  elles-mêmes  :  jusqu'ici  on  n'avait  pu 
représenter  avec  cette  substance  que  les  surfaces  réglées  développables. 

Morawetz  («/.).  —  Application  de  la  projection  stéréographique  à 
la  construction  des  isophotes  sur  les  surfaces  de  révolution. 

(247-249). 

Thaer  (^.).  —  Interprétation  géométrique  du  sinus  d'un  trièdre. 
(249-251).  » 

Klein  {B,),  —  Sur  le  rapport  anharraonique  de  quatre  couples  de 
points  d'une  série  involutive  de  points  du  premier  ordre.  (252- 
255). 

Zimmermann  (O.).  —  Génération  ponctuelle  des  surfaces  déve- 
loppables du  second  degré.  (255-256). 

Weinmeister  (/.).  —  Note  sur  les  podaires.  (256). 

Baur  {M')-  —  Sur  les  lignes  de  striction  de  Thyperboloïde  à  une 
nappe,  et  du  paraboloïde  hyperbolique.  (274-280). 

Greiner  {M,).  —  La  conique  d'aire  minimum  circonscrite  à  un 
triangle.  (281-293). 

Étude  analytique  du  problème  :  l'auteur  arrive  à  plusieurs  résultats  nouveaux. 
Par  exemple,  les  cercles  osculateurs  de  la  conique  aux  sommets  du  triangle  se 
coupent  en  un  même  point,  qui  n'est  autre  que  le  quatrième  point  de  rencontre 
de  la  conique  avec  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Ilossfeld  {C).  —  Sur  les  coniques  confocales.  (294-296). 

Deux  coniques  confocales  sont  orthogonales  :  démonstration  géométrique  di- 
recte. 

Ilossfeld  (C).  —  Sur  les  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre. 
(296-300). 

Que  par  l'un  des  trois  points  doubles  d'une  quartique  unicursale  on  mène 
une  droite  coupant  en  X,  la  ligne  de  jonction  des  deux  autres  points  doubles 
et  qui  rencontre  la  courbe  dans  les  points  X,  et  X,.  Le  poin  t  X^,  conjugué  harmonique 


,j9  SBCDMiF,  l'AUTli:. 

dit  X,  ç»T  rapport  t  X,  cl  X,.  dr^rril   une  conique  pissaiil  par  lei  mk  joiiu 
douille».   l.«  fourbe  e«  donr  le  litu  des  point*  il'iutenecliou  d'un  riyns  d'un 
faisceau   tvee   la   rayons  d'un   couple    involutif  Hé   homographiqucBicnl 
falw-nau.  L'auteur  di^ïcloppe  pluHrur*  PonsiSqucncc*  de  ce  tliéori'uie. 

nUklcr,  (0.),  —  Sur  une  (.t-opriél.:-  de  TeMipse.  (3.>o-:M)- 

noklfn  (O.).  ~  Sur  te  pendule  pliysique.  (.lof^o.)). 

Tout  le-i  poinit  de  xuspentiun  i>  nsclllations  isochrtmes  d'un  corps  sont  irto't 
sur  (on  fnlre)  Ici  deux  nappe»  de  douï  surtaws  (Jj  ec  (!'):  la  première  Je 
eu  surtaees  s'ublknt  en  ullongranl,  et  la  seconde,  en  mccourcÎKaDt  d'une  Ion- 
6u«nr  conïtanle  \l  le  rayon  d'une  ïurraec  de  vitesse  dm  ondci.  La  quantii^fni 
la  longueur  du  pcodule  iiiinplc  isurlironc. 

Lnxeniberg  {M.).  —  Stir  le  pendule  Tormé  de  dcii^  poinlî  ma- 
iMels.  (rioy-Sir.). 


4 


L'anleur   .itudif 

■  spécialement  Ie5 

,   petite»  oM-illali"ns  d'un 

pendule  rermi  4r 

deux   points   mul 

•'rid»  portés  par 

un   m^ine   fil.   Au  lieu  de 

l'ellipM  nm  l'N 

tronre  dans  1r  ta 

»    du    pendnic  ci. 

nique  ordinaire,  on   tombe 

ïur  iti  courio 

.  «  qui  nf  S"""- 

antres  i|uc  celles  ri'.nlîsi'cs 

ibtonts. 

Thnrr  {A.).  —  Une  définition  géomélrirpie  des  coordennées  ho- 
mogènes d'une  droite.  (:ii  5-3  1 8). 


Un  paradoxe  de  la  théorie  de  la  collîn 


Ihfmann  (F.). 
(3i8-3ao). 

Weicliold  {G.)-  —  Sur  les  surfaces  de  Riemann  sjint'trlqncs  et 
les  n>odulc9  de  périodicité  des  intégrales  abéliennes  nornulei 
de  première  espèce  correspondantes.  (32i-^î;)i), 

L'auteur  clierche  leit  rondilioii;  de  n'alité  des  modules  de  pcrindiritr  dtî 
inl^^rales  abt'licnnes  normales  de  première  et pcce,  qui  appnrliennent  i  "« 
équation  algébrique  de  genre  ariiitruirc.  maïs  à  roefUcients  réels.  Tans  f  rit 
les  surface:!  de  Iticmano  «ont  symétriques,  comme  l'a  montré  M.  Klein.  O 
sujet,  du  moins  dans  certains  cas  particuliers,  a  occupe  plusieurs  |:éoniFlr 
par  exemple,  AIM.  llénocb,  Kkii 

La  première  Partie  du  Mémo! 
iriques,  à  leur  elassification,  fi  I 

La  question  des  modules  occui 


Ihiniiti,  Scliollky. 
;   est  consacrée  i  l'étude  des  surfaces  Fïm(- 


Jléalité  des  intégrales  normales  qui  sont  partout  linlci. 
Parties  imaginaires  des  modules  de  périodicité  de?  inlc^r 
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KanCor  (S,).  -^  Permutations,  avec  des  dispositions  restrictives. 
(379-383). 

Nombre  des  permutations  de  n  éléments  où  il  n'arrive  jamais  qu'un  élément 
soit  le  seul  qui  conserve  sa  place  primitive.  Nombre  des  permutations  de  n 
éléments  où  il  n'arrive  jamais  que  m  éléments  déterminés  conservent  leurs 
positions. 

Afever  (À.-D,)n   —  Sur  le  faisceau  de  rayons  du  second  o^d^e^ 
(383-384),  G,  K. 


GIORNALE  DI  MATEMATICHE,  pubblicato  per  oura  de!  proCfessore  G.  R^tta- 

GUNl  (*). 

Tome  XVin;  1880. 

Battaglini (G*),  — •  Sur  les  complexes  du  second  degré.  (i-i4)- 

Une  équation  entre  les  coordonnées  homogènes  de  la  îîgne  droite  représente 
un  complexe;  tout  point  de  l'espace  est  alors  le  sommet  d'un  cône  détermiaé, 
lieu  des  droites  du  complexe  qui  passent  par  ce  point.  Mais  que  Ton  imagine 
une  équation  contenant»  outre  les*  coordonnées  homogènes  de  la  ligne  droite, 
celles  d'un  point  de  cette  droite;  il  se  trouve  encore  que  tout  point  de  l'espace 
est  le  sommet  d'un  cône  déterminé,  seulement  tous  les  cônes  qui  correspondent 
à  tous  les  points  de  l'espace  n'engendrent  plus  un  complexe.  Le  système  géomé- 
trique étudié  par  l'auteur  offre,  on  le  voit,  une  grande  analogie  avec  le  connexe 
de  Clebsch.  En  associant,  dans  l'équation  de  définition,  aux  coordonnées  homo- 
gènes de  la  ligne  droite  celles  d'un  plan  mené  par  cette  droite,  on  définit  un 
système  dont  la  notion  est  corrélative  de  celle  du  système  précédent. 

Les  cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  cinq  points,  et  les  coniques  tan- 
gentes à  cinq  plans,  oflVent  deux  de  ces  systèmes,  corrélatifs  l'un  de  l'autre. 
On  est  ainsi  conduit  de  deux  façons  à  des  propriétés  intéressantes  des  com- 
plexes tétraédraux. 

Amodeo  {F,),  — -  Théorème  de  Géométrie  projeclîve.  (i3-i6). 

Capelli  (A^).  — .  Sur  les  formes  algébriques  ternaires  à  plusieurs 
s 'ries  de  variables,  (17-33), 

L'objet  de  l'auteur  est  de  ramener  la  théorie  des  formes  ternaires  à  plusieurs 
séries  de  variables  à  celle  de  formes  contenant  un  nombre  moindre  de  séries  de 
variables.  L'auteur  introduit  pour  cela  certaines  formations  invariantes  ou  co- 
variantes  de  la  forme  primitive.  Ainsi,  dans  le  cas  de  trois  séries  de  variables» 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  lY,,  p.  io\' 


V       I*    Ll    1!.      I,     s.  I  -1 


■>(t  9^  ,  p«t  iirt  cavariint  dr  lu  t'irmi^/,  rantcnant  tculemnal  Ict  il 

variable*  *  pI  y,  D^  représente  le  symbole  de  l'o|>*raliou  dp  U 


Celte  Tarmule  n'est  que  la  e^ncratîsation  d'une  autr«  formule  de  GonUa,  f" 
laquelle  ee  gtomtlTc  rdm^ne  lei  tornies  biimircs  *  pUsIeurs  «^ries  de  nriiUn 
t  des  fnnnc)  Il  un  nnmlire  moindn;  de  tjries  de  variubles. 

M.  Cnpcltl  diinnc  ensuite  une  Tormule  gilndralc  qui  permet  d'ciprinMr  un 
forme  ternaire  i  plusieurs  séries  de  Tafiables  t  l'aide  de  rormalioni  cuTitianl't 
qui  n'en  cnnlicnncDl  que  deux  séries. 

"era  (Gieicirtto).  —  Sur  le  mouvcmeiit  d'un  point  allirt-jitr 
aan%.  centres  fixes  suivant  la  loi  iIp  Newton.  (34-71). 

Euler,  L«f!ninge,  Legicndre,  LiouviUe  et  Jacobi  unt  étudié  ce  problème,  ûi 
mil  quelle  belle  solulian  Jacobi  en  >  dunni^  dans  le  cas  itcnéral  d'onetnifc- 
toire  gauche,  par  l'emploi  des  coordonnées  elliptiques. 

L'auteur  se  borne  au  cas  d'une  Irajecloire  plane  :  it  emploie  les  coordonB'o 
elliptiques  et  applique  la  métbode  de  Jacobi  :  ÎI  établit  ainsi  les  éqnitiM' 
d'Kuler.  L'élude  des  cas  iiii  l'uLIraclion  de  l'un  des  deux  centres  ou  de  toa-  le 
deux  cenircEt  csl  nulle  le  conduit  à  d'intéressants  rcsuttat<^,  et  notauimtDt  lo 
lliénriine  d'ICulcr  sur  l'addition  des  intégrales  fllipliques. 

Lagran)ic  a  étudié  le  cas  où  le  mouvcnicnl  a  lieu  sur  une  conique;  l'anleor 
retniuve  divers  l'ésultals  de  rilluslrc  géomètre  cl  parvient,  en  outre,  à  " 
tlioorùme  intéressant  sur  le    mouvement  oscillatoire.   Qu'un  point  mobile  ^n' 


attiré  par  un  centre  Pc 

t  repoussé  par  un  autre  F'    suivant  la  loi  de 

s  vitcs>^e  le  point  matériel   dans   une  positioi 

résultante  des  forces  soi 

it  tangente  à  lune  des  deus  coniques  dont  K 

les  foyers  et  qui  passent 

au  point  P  :  cela  étant,  le   mobile  oseillen 

intercepté  sur  cette  cou 

lique  par  la  seconde  des  coniques  bomi>r.>cale: 

La  (in  du  travail  est  c 

lonsacrée  à  l'élude  de  la  Irajecloire  en  généra 

mélbodc  un  peu  plus  sii 

npic  que  celle  de  Lcgendre. 

"azzaniga{Paolo).  —  Sur  l'intégration  des  équations  algcbrico- 
dilTcrcntiellcs  du  premier  ordre  et  du  picniîer  degré  à  l'aide dt 
fonctions  algébrii^ues  (7'J-»|i)- 
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Pincherle  (Salvatore).  —  Recherches  sur  une  classe  importante 
de  fonctions  monodromcs.  (92-1 36). 

L'étude  des  fonctions  définies  par  la  propriété 

9((.)x)-  ?(a:), 

où  b)  est  une  constante,  peut  servir  de  base  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Les  propriétés  des  fonctions  «p  présentent,  du  reste,  un  entier  parallélisme  avec 

celles  que  l'on  rencontre   dans  cette   théorie.  Toute  fonction  9  admet  zéro  et 

rindni  pour  lieux  de  singularités  essentielles;  dans  l'intérieur  de  la  couronne 

comprise  entre  deux  cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre  avec  les  rayons 

K  et  Rto,  une  fonction  9  acquiert  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut  acquérir;  elle 

y  devient  autant  de  fois  nulle  qu'infinie.  Le  nombre  des  infinis  d'une  fonction  9 

dans  une  couronne  (R,  Ru)  s'appellera  son  ordre;  il  n'y  a  pas  de  fonctions  9 

d'ordre  inférieur  à  2,  et  toutes  les  fonctions  9   s'expriment  rationnellement  à 

cl o  ( ^) 
l'aide  de  la  fonction  9,  du  second  ordre  et  de  s^  fonction  adjointe  ^—^ — -• 

do 
Entre  une  fonction  9  et  son  adjointe  37-j^  existe  toujours  une  relation  algé- 
brique. Si  -c,,  5,,  ...fZ  sont  les  racines  de  l'équation  9(j7)=  c  intérieures  à 
une  couronne  (  R,  Rw),  le  produit  de  ces  racines  est  constant,  c'est-à-dire  indé- 
pendant de  c,  à  un  facteur  prés,  de  la  forme  u)'".  Enfin  l'auteur  forme  des 
fonctions  T  intermédiaires,  qui  servent  à  exprimer  les  fonctions  9,  et  ce  dernier 
trait  complète  la  ressemblance  avec  la  théorie  de  Jacobi.  Il  suffit,  en  effet,  de 
remplacer  :;  pare*  pour  tomber  sur  la  théorie  classique  des  fonctions  elliptiques. 
Le  théorème  algébrique  d'addition  domine  celle  théorie;  aussi  l'auteur  a-t-il 
insisté  sur  ce  sujet  qui  forme  la  seconde  Partie  de  son  intéressant  Mémoire. 
Disons  avec  l'auteur  qu'une  fonction  possède  une  équation  caractéristique 
lorsqu'il  existe  une  équation  algébrique  entre  les  trois  valeurs  que  prend  la 
fonction  pour  trois  valeurs  de  la  variable  liées  par  une  équation  qui  soit  du 
premier  degré  par  rapport  à  chacune  d'elles.  Il  résulte  d'une  découverte  anté- 
rieure de  fauteur  que,  si  /{z)  admet  une  équation  caractéristique,  elle  vérifie 
une  équation  de  la  forme 

L'auteur  en  déduit  que,  en  représentant  par  R  une  fonction  rationnelle  et  par  9 
une  des  fonctions  précédemment  étudiées,  la  fonction /(^)  a  nécessairement 
l'une  des  formes  suivantes  : 

^,t^l,h    rU"«-+-^V,    ^K&^'^^i^'J; 

la  dernière  de  ces  formes  comprend  les  fonctions  elliptiques.  Comme  on  le 
verra  plus  loin,  M.  Pincherle  a  suivi  les  Leçons  de  M.  Weierstrass,  et  nous  ne 
pensons  rien  ôter  au  mérite  de  l'auteur  en  disant  que  son  travail  porte  comme 
un  reflet  des  leçons  de  Tillustre  Maître. 

Jadanza  (JV.),  —   Sur  les  latitudes,    longitudes  et  azimuts  des 
points  d'un  réseau  trigonomélrique.  (iSy-iSg). 


w   *^ 


SECONDE  l'AHTir.. 


Gi{fitta{L.).  —  Sur  \vi 

(iSg-iyii). 

Introduclion. 

Valciir  U  plus  probable  i  dldaire  d'un   lysténie  d'obscmtions  égiltmeiH 

Si  CRlte  valeur  est  uns  ronction  untilyliiiUF  des  observiUuaf,  «II<r  n«  penl  (in 

que  symitriijoc  et  drJ  prenlior  d^gr^. 

ProUbilili!  de  la  foDCliun  V  =  — '  +c. 

Prohibilité  de  l'hypoth^ïp  de  Gains  c  =  c> 
Kximcn  a  pntteriari  drs  (livrrM's  liyj>ulli^< 


Fratlini{0-)-  —  Résolmlon  de  sis  i-qualioiis  <!lilre  neuf  quia-  { 

lit^a.  {174-17:)- 

Pincherle  {S.).~-  Essai  d'une  inlrndnclion  à  \a  théorie  des  fonc- 
tions aDalvLÎques  suivent  les  principes  du  professeur  C.  Weier- 
strass.  (178-354;  3i7-:î57). 

I.'aoleur  s'est  proposé,  dan»  ce  Mémoire,  de  (>irc  cuonaltre  ea  Iulie  le 
Irçons  prufcssées  A  Ucrlin  'pur  M.  Weicrsiras».  le^Ans  suaquelli 
pendant  l'année  iB77-iB;IJ.  Ocpuiii  i:ette  époque,  diverses  publjcat 
iribué  A  répandre  cortaioes  méthode*  de  l'e  Hattre  émincnt  :  1 
notamment  le  résumé  de  U  théorie  det  fonriions  élliptï(|ups  ijue  pabliv 
moment  M.  Schwarz.  Les  matières  qui  font  l'objet  du  présent  Mémoire 
moins,  U  façon  dont  M.  Weierslrass  les  présente,  ont  été  moins  vulgirista 
dans  leur  ensemble;  aussi  insislerons-nous  un  peu  sur  cette  analyse. 

La  première  Seelîon  est  consacrée  aux  principes  fandamcntaui  de  l'Arilbnc- 
tique,  base  première  de  toutes  les  théories  de  l'Analyse.  Nombres  entiers,  opé- 
rations sur  cet  nombres;  nombres  fractionnaires,  opérations  sur  les  fractions. 
Vient  ensuite  la  notion  des  nombres  négatifs  :  pour  les  définir,  on  fait  lignnr 
il  cfité  do  l'unité  une  seconde  unité  dite  contraire,  délinie  par  cette  conditi» 
qu'ajuiilèc  ti  la  première  unité  elle  donné  pour  somme  i*ro. 

I^  sixième  paragraphe  contient  des  notions  importantes  appelées  à  jooer  aa 
Krand  rùle.  On  appelle  gènèraicnicnt  éléments  positifs  ou  négatifs  l'unité  posi- 
tive ou  négative  et  ses  parties  alii|uotes.  lin  nombre  est  dit  déterminé  si  loi 
connaît   les   éléments  qui   le   composent  et   le   nombre  <lc  fois   que  chacna  J 

ments.  Mais  un  nombre  est  dit  ^fii  quand  il  eiiste  un  nombre  entier  assiiaablt, 


'■5^ 


:>ositif,  plus  prand  que  la  valeur  absolue  de  n'In 

porte  quelle  parUe  inti'pinlt 

dn  nombre.  Par  partie  intégrante  d'un  nombre  0 

enUnd  tout  nombre  cooteaa 

lans  ec  nombre.  L'importance  de  cette   dcnnitiu 

1  du  mot  fini  n'échappera  i 

icrsonne;  elle  ne  s'applique  pas,  en  cITet,  à  la  som 

rue  d'une  série  convergente,  1 

termes  positifs  et  négatifs,  mais   qui   perdrait  sa 

convergence  en  donnaat  aa 

doit   donc   s'entendre  iie.- 

M.  Weierslrass  que  de  l;i  somme  de  cr-s  'éries  qi 

e  l'on  caractérise  quelquefois 

^ 
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iV absolument  convergentes ^  et  dans  lesquelles  on  peut  arbitrairement  changer 
Tordre  des  termes  sans  altérer  la  valeur  de  la  somme. 

La  conception  des  imaginaires  remplit  le  second  Chapitre;  au  système  de 
deux  unités  contraires,  il  convient  d'ajouter  un  second  système  d'unités  con- 
traires, que  l'on  choisit  de  façon  à  conserver  les  propriétés  des  opérations  fon- 
damentales de  l'Arithmétique  ordinaire,  dans  l'arithmétique  des  nombres  com- 
plexes formés  avec  ces  unités. 

Le  troisième  Chapitre  e^t  consacré  à  la  théorie  des  séries  et  des  produits 
infmis.  M.  VVeierstrass  établit  d'abord  une  distinction  entre  les  opérations 
virtuellement  exécutables  et  celles  qui  le  sont  effectivement.  Le  premier  mot 
s'applique  au  cas  où  le  résultat  de  l'opération  est  seulement  déterminé;  le 
second,  au  cas  où  le  résultat  est  non  seulement  déterminé,  mais  encore  fîni. 
L'objet  principal  des  théorèmes  sur  les  séries  et  les  produits  inlinis  est  de  dé- 
terminer les  conditions  sous  lesquelles  une  somme  ou  un  produit  virtuellement 
exécutable  Test  aussi  effectivement. 

La  seconde  Section  traite  des  grandeurs  en  g«*néral.  Défmition  d'une  variété 
à  n  dimensions,  d'un  point  d'une  telle  variété,  du  domaine  autour  d'un  point. 
Un  ensemble  de  points  doués  d'une  propriété  commune  peut  donner  lieu  à 
une  série  discrète  de  points  ou  bien  former  un  continuum. 

Un  continuum  est  connexe  ou  non,  selon  que  l'on  peut  établir  ou  non  un  pas- 
sage continu  entre  deux  points  quelconques  de  ce  continuum.  Ces  notions  prêtent 
à  d'importants  développements  qui  ouvrent  la  voie  à  la  Section  suivante  consacrée 
au  concept  de  fonction^  continuité^  dérivée;  toute  fonction  continue  n'a  pas 
nécessairement  une  dérivée  :  limite  supérieure  et  limite  inférieure  d'une  fonc- 
tion dans  un  intervalle  donné;  tels  sont  les  principaux  points  abordés  dans 
cette  Section,  qui  se  termine  par  un  exposé  des  vues  de  M.  Weierstrass  sur  le 
concept  dk^  fonction* 

Certains  géomètres  ont  défini  une  fonction  comme  le  résultat  de  la  superpo- 
sition de  diverses  opérations  arithmétiques;  d'autres  regardent  y  comme  fonc- 
tion de  X  chaque  fois  qu'à  une  valeur  de  x  répond  une  valeur  (ou  plusieurs 
valeurs)  de  y.  Dans  le  premier  cas  se  pose  la  question  de  savoir  si  tous  les 
êtres  analytiques  possibles  peuvent  être  obtenus  en  appliquant  un  nombre 
limité  ou  illimité  de  fois  une  série  limitée  d'opérations  arithmétiques.  Dans  le 
second  cas,  la  défmition  est  si  générale  que  Ton  ne  peut  rien  dire.  On  ne  peut 
*  fonder  une  théorie  des  fonctions  sans  se  limiter  à  des  hypothèses,  telles  que  la 
continuité  et  l'existence  de  la  dérivée;  or  on  ne  peut  défmir  rigoureusement 
a  priori  de  pareilles  fonctions.  Aussi  est-il  préférable  de  commencer  par  étudier 
les  fonctions  formées  directement  avec  les  opérations  les  plus  simples  de 
l'Arithmétique  et  de  s'élever  ensuite  à  des  combinaisons  plus  compliquées, 
d'où  l'on  déduira  alors  une  propriété  fondamentale  des  fonctions  analytiques, 
la  possibilité  du  développement  en  série  de  puissances. 

Suivant  ce  programme,  la  sixième  Section  s'ouvre  avec  l'étude  des  fonctions 
rationnelles  et  celle  des  sommes  d'une  infinité  de  pareilles  fonctions.  Viennent 
ensuite  les  séries  de  puissances,  les  séries  doubles  <le  puissances,  puis  les  ques- 
tions de  la  condition  d'identité  de  deux  séries  et  de  la  diiïérentiation  des  séries 
de  puissances.  De  ces  diverses  études  on  arrive  enfin  à  déduire  une  conception 
claire  et  précise  des  fonctions  analytiques.  On  part  d'une  série  de  puissances 
/(xja),  convergente  dans  un  cercle  C.  de  centre  a\  en  prenant  un  point  b 
dans  le  cercle  C^,  la  série  f{x\a)  donne  lieu  à  une  seconde  série /(a:  |  a  |  &), 
convergente  dans  un  cercle  Cj,  de  centre  &,  et  qui  peut  avoir  une  partie  exté- 


SECO.NOB  l'ARTlE. 
ure  au  cercle  e,i  un  cuntinucru   en  prenant  un   puint  c  dan»  l<  o 
..si  de  suite.  On  pantient  «insi  i  définir  ane  fonction  analytique  rcprévaU* 

|iar  l«  sit'w / {x \ a)  dun»  le  «itIp  c,.  ytr /{x  \a\b)  dsos  le  enxle  c^ 

Il  ne  reste  plus  qu'A  montrer  que  les  (onclinas  unilytiques  ainsi  dérinio 
peuvent  ilonncr  la  solution  An  prubUines  etpHuiïbles  !i  t'aide  des  symboles  ir 

l'nnalyse,  au  moins  dans  tous  les  cas  que  l'un  rencontre  eouimua^ineoL 

7or(ii  (Ettoie).  —  Les  cercles  en  Géométrie  noa  euclidienne. 

(a5i>-,7o). 

Les  celles  de  la  Ctomélric  non  ciictidiennc  sont,  comme  on  saîr,  descaoïqno 

.tangentes  i  une  conique  fondamentale  que  l'nu  appelle  Vabtalu.  Les  propriélé] 

iiiélriques  (non  euclidiennes)   ne   sont   autres   que  les  relatioDS  projfcltns  de 

celle  ngare  aïee  la  ctmïqut  fondamemnlc  :  le  rapport  anluirmoniqne  j  Jertifc 

base  i  la  notion  d'angle  et   de  longueur.  En  se  plaçant  à  ce  point  de  «vc,  m 

lut  établir  g^omftriqucmeal  un  grand  nombre  de  propriétés  iu<^lriqne«  bob 

"*l'dieaDC9,  et  c'est  ce  que  s'est  proposé  l'auteur.  Plusieurs  de  ces  propnitti 

:nl  élt  établies  analytiqucment  par  M.  Battaglini, 

Daineili  (C/go).  —  Sm-  le   mimvi-menl   suivant  une  ligue  unel- 
conque.  (aji-.'ioo). 

MM.  Darboux  et  Battaglini  nat  ritsolu  ce  problème  propcisc  par  M.  Brrtnoiir 
Sachant  que  la  planétti  lUerivent  dei  cnniguet,  et  tana  autre  hypothm. 
trouver  t'expretiion  det  composantes  de  la  force  en  fonction  dei  coordennia 
du  jioinl  mobile.  L'auteur  reprend  ec  problème  en  l'ctendunt  au  cas  d'une  In- 
Jectoirc  plane  ou  i^auche  quelconque.  Il  étudie  te  cas  d'une  force  cmlnlr. 
d'une  farce  de  direction  constante  et  d'une  force  parallèle  i  un  plan  Gu. 

Texeira  {F.-Gomes).  —  Sur  les  dérivées  d'ordre  quelconqoe- 

(3o  1-307). 


'"(y)°(r')^--(r<-')' 


"  „„/,,,.  ,.=„„,  ,....^.  y..=  g. 

e  formule.  Taulcur  dûduil  l'expression  générale  des  dériTées 


1   dérivée   ii'"'>   peut  être  eiprimée  i  l'»i* 
l  étendus  au  cas  d'une  fonction  de  plvsicai! 
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Gerbaldi  (F,).  —  Sur  quelques  applications  d'une  formule  com- 
binatoire.  (3o8-3i6). 

Pucci  (E.).  —  Sur  les  positions  géographiques.  (358-368). 

Frattini (G.).  —  Un  théorème  d'Arithmétique.  (369-376). 

Crocchi  (L.),   —   Une  relation  entre  les  fonctions  symétriques 
simples  et  les  fonctions  symétriques  complètes.  (377-380). 

Soit 

la  somme  des  puissances  />•*•«••  des  quantités  a:,,  x^,  ...,  jr„,  et  représentons 
par  V  l'expression  (ar,  4- ar, -h..  .-+-ar^)'*  où,  après  le  développement  de  la 
puissance,  on  remplacera  par  Tunitc  tous  les  coefficients  binomiaux.  L'auteur 
établit  les  relations  suivantes  : 


Tome  XIX;  1881. 

Maggi  (C'A.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fd  flexible  et  inex- 
tensible qui  s'écarte  très  peu  de  sa  position  d'équilibre.  (i-63). 

L'auteur  suppose  le  fil  hétérogène  mobile  dans  un  milieu  résistant;  de  plus, 
il  admet  que  les  déplacements  sont  assez  petits  pour  que  l'on  puisse  en  négliger 
les  puissances  supérieures  à  la  première.  Dans  la  première  Partie  du  Mémoire, 
on  trouve  les  équations  du  mouvement  oscillatoire  du  (il,  sans  hypothèse  par- 
ticulière sur  la  nature  des  forces.  Ces  équations  sont  présentées  sous  deux 
formes  :  la  première  contient  les  composantes  des  déplacements  suivant  trois 
axes  rectangulaires;  la  seconde  forme  établit  directement  les  relations  entre  la 
vibration  longitudinale  et  les  deux  vibrations  transversales,  l'une  située  dans 
le  plan  osculateur  et  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  applique  ces  formules  au  cas  où  la  direction 
de  la  force  est  constante,  ainsi  que  son  intensité. 

Enfin,  la  troisième  Partie  est  consacrée  à  l'intégration  de  l'équation  la  plus 
simple,  dans  l'hypothèse  où  une  extrémité  du  fil  est  fixe,  en  supposant  connues 
pour  un  instant  donné  la  forme  du  fil  et  la  loi  de  distribution  des  vitesses 
d'un  point  à  l'autre.  Mais  la  méthode  de  l'auteur  ne  lui  permet  d'effectuer  l'in- 
tégration, en  maintenant  la  résistance  du  milieu,  qu'à  la  condition  que  le  fil 
soit  homogène.  On  est  alors  conduit  à  une  classe  de  fonctions  définies  par  une 
équation  différentielle  du  second  ordre,  analogues  aux  fonctions  circulaires. 
Dans  le  cas  de  l'homogénéité,  on  tombe  sur  les  fonctions  cylindriques  de  l'ordre 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Septembre  1886.)         R.12 


SECONDE  PARTIE, 
n  Cl  ut  première  espècr,   lorsqu'une  citrjniiit  da  fil    esl  libres  Si  1< 
■imités  gunt  (lits,  on  c«t  umcni;  i  ïnlmiluirc  <Jcs   trtiQsceodantPs  spcciilaL 
idisioes  ilca  ronclîoDs  du  cylindre  elliptique. 

Uaglini (G.).  —  Suc  l'équation  dilTéreolif lie  cllipliquc.  {65- 
,3). 

L'objet  de  celle  Nule  «si  de   montrer  comuignl  une  équnlian  entre  Iroii  n- 

ablei,  quidrttique  par  rapport  &  cliicane  d'nllM,  peut  représenter,  wni  ai- 

inn  cundittuns,  une  intégmle  particulière  de  l'Ëqualion  cJifKrenlitJIeellipliqu 

.rois  variables,  et  l'intégrale  grJn^rale  de  l'iiqualian  différenlidle  elliptii)iei 

leuK  vari:tbloii  la  troUiêine  vnriuble  jouvnt  le  rûle  de  constante  arbitraire. 

Prenant  i  c«t  eflet  une  (orme  quadratique  binaire  9  A  trois  séries  de  rariiUa 

I  X,;  y,.X,'-  ••'  ',)  lynit^trique  pa    rapport  i  ce*  trois  séries,  l'auteur  «M 

nation  fif  ^  o  sous  la  forme 

,  j)iir  rirm|)lc,  c»t  le  discriminiint  de  9  considéré  coramc  un?  fornif  qin- 

le  binaire  de  ï,  et  a;,.  Si  X  se  décompose  dans  le  produit  de  deui  hnta 

'  ratiques  ne  coaienanl  chacune  qu'une  seule  s<!rie  de  variables,  oa  iin 

d'où  l'ri|ualion  elliptique 

scdx      y  dy       s  rfs  _ 

ins  celte  déco lu position   des  discrimiUPl> 
u  à  d'élégants  développements. 

Volterra   (  Vilo).    —   Quelques   observations   sur   les  fondions 
ponctuées  discontinues.  {jC-8C). 

Si  une  fonction  ponctuée  discontinue  admet  des  points  de  discaniinuitc  dm) 
toute  portion  de  rintcrvalle  où  clic  est  définie,  il  ne  peut  exister  ane  a oUt 
[onction  ponctuée  discontinue  qui  soit  continue  dans  les  points  où  la  prrmicK 
est  discontinue,  et  diseoutinuc  dans  les  points  où  la  première  est  ranliiK- 
Par  exemple,  Ilankcl  ajant  formé  des  fonctions  continues  dans  tous  les  poinu 
irrationnels,  cl  discontinues  dans  tous  les  points  rationnels,  il  en  résulte  qut 
si  une  fonction  est  discontinue  dans  tous  les  points  irrationnels  dans  ua  inltr- 
valle  donné,  elle  doit  être  discontinue  dans  tout  l'intervalle.  Ces  proposiiiiiiD 
font  assez  connaître  l'ordre  d'idées  abordé  dans  ce  travail. 

Capelli  {A.).  —  Sur  un  problème  de  partition  en  relation  avcela 
théorie  des  formes  algébriques.  {87-116). 
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que  les  covartants  que  Ton  en  déduit  par  l'application  réitérée  de  l'opération 
de  la  polaire  eflectuée  sur  les  diverses  séries  de  variables  qui  figurent  dans  la 
forme.  L'auteur  considère  ceux  de  ces  covariants  où  les  variables  figurent  au 
même  degré  que  dans  la  forme  primitive;  parmi  ces  covariants  spéciaux,  il  en 
est  de  linéairement  indépendants,  dont  tous  les  autres  seront  des  expressions 
linéaires.  Le  nombre  de  ces  covariants  indépendants  est  une  fonction  numé- 
rique ©(m',  m",  ...),  où  m'y  m",  ...  sont  les  degrés  de  la  forme  primitive  par 
rapport  aux  diverses  séries  de  variables.  L'auteur  donne,  de  cette  fonction, 
une  définition  arithmétique,  et,  dans  un  travail  étendu,  montre  que  sa  notion 
se  rattache  à  d'intéressantes  propriétés  algébriques. 

Re  {Alf.  del).  —  Relations  entre  deux  déterminants.  (116-117). 

Rubini  (/?.).  —  Exercices  d'intégration  à  l'aide  du  calcul  des 
symboles  d'opération.  (ii8-i3o). 

Afollo  {A,),  —  Sur  la  diffraction  des  réticules.  (i3i-i35). 

Rernardi  (C).  —  Sur  les  propriétés  générales  des  invariants  et 
des  covariants  de  une  et  de  plusieurs  formes  ternaires.  (i36- 
i5o;  258-298). 

Exposition  systématique  de  cette  théorie. 

Pucci  {E,),  —  Sur  la  théorie  des  bases  géodésiques.  (i5i-i55). 

Marsano  (G,-R,).  —  Sur  le  nombre  des  combinaisons  de  classe 
donnée  effectuées  à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'entiers  succes- 
sifs, et  ayant  chacune  une  somme  non  supérieure  à  une  limite 
donnée,  (i 56-170). 

Par  exemple,  on  combine  les  90  premiers  nombres  entiers  a  à  2,  3  à  3,  etc., 
combien  y  aura-t-il  de  ces  combinaisons  dans  lesquelles  la  somme  des  éléments 
sera  inférieure  à  100?  Cette  Note  se  rattache  à  des  travaux  antérieurs  de  Tau- 
teur. 

Dainelli  {Ugo),  —  Sur  la  décomposition  de  la  force  accélératrice 
d'un  point  matériel  libre  qui  se  meut  suivant  une  courbe  quel- 
conque. (171-197). 

Ce  Mémoire  fait  suite  au  travail  publié  dans  le  tome  précédent.  Lorsqu'un 
mobile  décrit  une  courbe  plane  quelconque,  la  force  motrice  est  la  résultante 
de  deux  forces  dirigées  respectivement  suivant  la  tangente  et  suivant  un  rayon 
vecteur  issu  d'un  point  fixe;  l'auteur  donne  des  expressions  très  simples  de  ces 
composantes  à  l'aide  d'une  fonction  arbitraire.  Il  donne  également  d'autres 
modes  de  décomposition  de  la  force  motrice,  et  étend  son  étude  au  cas  d'une 
courbe  gauche. 


i8o  SECUNOU  i'AIITlE. 

Maisann  (G.).  —  Syslème  complet  des  cinq  premiers  depr#<  it 

la  forme  ternaire  bi quadratique  et  des  invariants,  covarianlsrt 

conlrevurinnls  du  sixième  degré.  (ipS-aSj). 
Kn  repi-i'^cntiinC  une  forme  Icroiirc  de  l'ordre  i*  par  le  «yrabole 

CIchiKh  «  montri  qvr.  toute  formation  iavtriante  dérivée  d'une  Torme  t< 
do  l'ordre  n  était  une  fonetioii  cnliitre  rotionaelle  de  forme  du  type 

\'  ^  a,b^e,<i.. .  .(abu)laeu). .  .iabe){a6d)(bedi. . .. 

iiû  l'on  rqiriiscntr  ijar  (néi(){«fe)  le»  dÉUrminsnu 


I.e  nombre  des  facteur»  a,h,e,. . .  est  Vordre  de  la  fnrmc  T  :  le  nomliredl 
rtctrim  {abu)(acu)  ut  sa  claitc  ;  le  nombre  des  symlralcs  a,b,e 
dtgré.   Lb  aiimme  de  l'ordre  et  de  la  r\*iw  «'appelle  le  mng.  SI  len 
nul,  la  forme  P  est  un  invariant:  e'eït  un  covarîant  si  la  classe  senk  ai.  nalle; 
un  canlreifariant  si  le  dngril  seul  est  nul  ;  enlln  P  est  une  eonnexe  diai  le  m 
gAn^ral  oQ  ni  l'ordre  ni  la  elusic  ne  sont  nuls. 

Un  système  de  formes  P  d'un  degré  donné  est  dit  complet,  longue  taaiti  In 
formes  du  même  degrri  peuvent  s'eiprimcr  ralioonellemcnl  ctiouilunne» 
tiére  A  l'aide  des  forines  du  systiime  et  de  formes  de  dejcré  inférieur. 

Unns  lu  présent  Mémoire,  l'auteur  cherche  les  systèmes  complels  des  6«\ 
premiers  degrés  pour  la  forme  ternaire  bi quadratique,  ainsi  que  le  fjsiéw 
complet  de»  invariants,  eovariants  et  eonl  rêva  riants  du  sixième  degré. 

tJu  tliéon^mc  donné  par  M.  <lnrii>in  fournit  une  mélhodi?  pour  pa<^ser  é'aa  in- 
lème  complet  du  degré  ni  à  un  autre  de  l'ordre  (m +  i).  L'auteur  lenDÎne co 
donnant  un  grand  nombre  d'interprétations  géométriques  des  fooctionsiaTariinlct 

Grandi  {A.).  —  Un  théorème   sur  la  leprésen tation  analytique 
des  substitutions  sur  un  nombre  premier  dMlétnents.  (a38-a4i)- 
jelques  théorèmes  énoncés  par  M.  Brioscbi  àva  la 


Intrigita  (C.)  et  Laiidiero  (F.). 
rème  de  Faure.  (a^à-aây). 
Le  lieu  des  centres  des  coniques  nui  toui 


Dina  (C).  —  Sur  une  courbe  partie 
en  général.  (apS-.'î  10 ). 


Démonstration  d'un  ihéo- 
cnl  trois  droites  et  panent  pir  m 
iilière  tracée  sur  une  surface 
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Un  cas  intéressaol,  c'est  celui  où  l'on  considère  les  loxodromies  par  rapport  à  un 

du* -h  dv* 
système  isotherme.  Le  ds*  ayant  alors  la  forme r- >   l'équation   générale 

de  ces  loxodromies  est  de  la  forme 

aa  H-  ^v  H-  c  =  o, 

où  a,  bj  c  sont  des  constantes.  L'auteur  introduit  un  élément,  la  courbure  loxo- 
dromique,  et  en  déduit  plusieurs  analogies  avec  les  droites  dans  le  plan.  En  pre- 
nant les  loxodromies  par  rapport  à  des  courbes  isothermes,  le  seul  cas  où  les 
loxodromies  sont  des  géodésiques,  c'est  celui  des  surfaces  à  courbure  constante  : 
cela  résulte  immédiatement  des  recherches  de  M.  Beltrami  sur  ces  surfaces. 

Piuma{M,),  —  Remarque  sur  Téquation  X^ -h  Y^  =  Z^.  (3ii- 
3i5). 

Battaglini  (G.).  —  Sur  les  connexes  du  second  ordre  et  de  la 
-  seconde  classe  en  învolution  simple.  (3 16-327). 

Supposons  que  4»^=  o,  4»,,=  o  représentent  deux  courbes  du  second  ordre,  et 
que  cpA  =  o,  9B  =  o  représentent  deux  courbes  de  la  seconde  classe;  l'équation 

*.  ?A  -h  *fr  ?B  =  o 

représente  alors  un  connexe  du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe,  et  l'auteur 
dit  d'un  tel  connexe  qu'il  est  en  involution  simple.  Dans  un  connexe  en  invo- 
lution  simple,  aux  points  du  plan  répondent  des  coniques  tangentes  à  quatre 
droites  fixes,  et  aux  droites  du  plan  répondent  les  coniques  d'un  faisceau.  A 
toute  conique  du  faisceau  tangcnticl  se  trouve  aussi  correspondre  une  conique 
du  faisceau  ponctuel  et  inversement.  Mais  on  peut  encore  établir  une  corres- 
pondance homographique  entre  les  coniques  de  ces  deux  faisceaux,  en  associant 
à  chaque  conique  du  faisceau  tangcnticl  la  conique  du  second  faisceau  cir> 
consente  à  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  première.  De  cette  double 
correspondance  résultent  d'intéressantes  propriétés. 

Padelletti  (/A).  —  Note  sur  la  chaînette.  (328-332). 

On  connaît  l'utilité  pour  l'étude  du  polygone  funiculaire  du  polygone  con- 
struit avec  les  forces  et  dont  les  diagonales  représentent  les  tensions.  Dans  le  cas 
de  l'équilibre  d'un  fil  ayant  la  forme  d'une  courbe,  le  polygone  de  Varignon 
devient  une  courbe,  la  courbe  des  tensions.  Dans  le  problème  de  la  chaînette, 
la  courbe  des  tensions  est  évidemment  une  verticale,  et  celte  circonstance  faci- 
lite beaucoup  l'exposé  des  propriétés  de  cette  courbe  célèbre. 

VoUerra  (  V,),  —  Sur  les  principes  du  Calcul  intégral.  (333-3^2). 

({iemann,  on  le  sait,  a  ouvert  une  voie  profonde  aux  géomètres  dans  son  Mé- 
moire Sur  la  représentation  d'une  fonction  par  une  série  tri^onométrif/ue. 
(/auteur  s'est  proposé  de  donner  des  exemples  de  fonctions  dont  la  dérivée  n'est 
pas  apte  à  V intégration  au  sens  que  Uiomann  a  attaché  à  ce  mot  :  il  don  no 
une  démonstration  du  théorème  de  Hicmann  et  l'applique  à   la    démonstration 
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Dvinruiïtriilitiii  du  Ihéoréme  de  Cbasl»  sur  lu 
iraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  [wint  eit^ricur. 


n  de  la  force  <lan<  \'ltL 
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Amoroso  (N.).  —  Un  ihi^orèmp  de  Mécanique.  (38o-384). 
Pincherle{S.).  —  Sur  udc  formule  d'Analyse.  (383-386). 

Tome  XX,  18H7. 

Padi-.Uetii  {D.).  —  Exposition  êlémentairt;  des  principes  de  kl 
théorie  des  (juateroions.  ([-47). 

Dnoa  une  courW  inlroduction  hisloriquc,  l'uuleur  insiste  a 
l'emploi  avanLigcux  que  1rs  qualernions  trouveraient  dans  l'énonct  des  lUo" 
rèuies  fténériux  de  la  M^canic|ue.  La  méthode  suivie  par  l'anteurdiStodeeiOc 
que  t'en  rencontre  dans  les  divers  Traita  s'occupant  de  cette  miU^rc.  LeinMiou 
de  legmenl,  de  mommt  et  de  traiail  de  deux  legments  le  condDiwnt 
simpleinenl,  i  t'aide  d'éli^inents  diijt  connus,  i  ta  notion  de  qualernitmt.  Vi 
d'ailleurs  les  liircs  des  paragraphes  i 

Segmenta  et  vecteurs.  —  Addition  et  soustraction  des  vecteurs.  —  M«m«l. 
Multiplie! tttia  des  segments.  —  Quatcrnions.  —  Addition  et  mulliplïcilina  M 

iiunlernion».  —  Division  des  qunleruions  et  des  vecteurs.  —  Riradiile.  —  tuta- 
prétation  géométrique.  —  DilTéren  lia  lion  des  quaternions  et  de  leurs  fonclioK. 
—  Résumé  des  symboles.  —  Exercices. 

Cazzaniga  (P.).  —  Exposé  élémentaire  du  calcul  des  symboles 
d'opérations.  {48-78). 

La  distributivité,  l'associativité,  la  commutalivité  sont  les  propriétés  qui 
servent  de  base  A  la  théorie  des  opérations  arithmétiques  et  algébriqoes  :  cib 
suflitent  pour  légitimer  les  formules  et  les  transformations  qu'on  leur  fait  snbii. 
De  U  ta  possibilité  d'étendre  ces  formules  et  ecs  transformations  i  dessymbolr^ 
d'opérations  possédant  les  mêmes  propriétés  fondamentales  que  les  opéntino; 
algébriques.  Ce  point  de  vue  élevé  est  comme  le  couronnement  de  tout  l'édiSu al- 
gébrique. Lorgna,  Arbogast,  Français,  Labatto,  Cauchy,  etc.,  ont  concoiun  1 
développer  ce  genre  de  calcul,  et  cependant  ce  n'est  presque  qu'en  .^netetenl 
qu'il  se  trouve  en  honneur.  Dans  l'ciposé  élémentaire  que  donne  l'auteur,  «> 
rencontrera  des  applications  intéressantes,  notamment  à  la  théorie  des  éqoaiiow 
dilTérentielles  linéaires  et  à  certaines  équations  aui  dilTércnces  finies  :  plasinrs 
de  ces  applications  se  rattachent  è  de  curieuses  recherches  publiées  par  M.  ù- 
siirati  dans  les  Lincei  et  dans  les  Ânnali  di  Matematica  ('). 


I')  Voir  ffuiletin,  V 
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Peano  (C).  —  Formations  invariantes  des  correspondances.  (79- 
100). 

Égalée  à  z^ro,  une  forme  binaire  à  deux  séries  de  variables  représente  un 
correspondance  entre  deux  éléments  géométriques.  L'auteur  se  propose  de  for- 
mer les  invariants  fondamentaux  de  ces  correspondances  et  résout  complète- 
ment le  problème  pour  les  correspondances  (i,  i),  (i,  2)  et  (2,  2),  où  (m,  pi) 
représente  généralement  une  correspondance  dont  Téquation  est  respectivement 
des  degrés  m  et  pi  par  rapport  à  chaque  série  de  variables. 

Berardinis  (G.  de),  —  Sur  le  nivellement  géométrique.  (loi- 
142). 

Cassani  (/^.).  —  Les  nouveaux  fondements  de  la  Géométrie. 
(143-166). 

L'auteur  reprend  une  question  qu'il  a  traitée  au  t.  XV  du  même  Recueil. 

Janni  (  F.).  —  Sur  le  théorème  de  Sturm.  (166-167). 

Gautero  (G.).  —  Du  mouvement  d'une  surface  qui  en  touche 
constamment  une  autre  fixe.  (168-194). 

L'auteur  parvient  à  plusieurs  résultats  nouveaux  qui  rectifient  quelques  for- 
mules contenues  dans  le  Traité  de  Cinématique  de  M.  Hesal.  Ce  travail  a 
principalement  pour  objet  le  cas  où  les  surfaces  sont  réglées  et  non  dévelop- 
pables. 

Battaglini  (G.).  —  Sur  les  connexes  ternaires  du  premier  ordre 
et  de  la  première  classe.  (230-248). 

Discussion  des  connexes  du  premier  ordre  et  de  la  première  classe. 

Afarsano  {G.),  —  Sur  le  nombre  des  combinaisons  trois  à  trois 
des  entiers  successifs  i,  2,  3,  . . .,  B,  ayant  chacune  une  somme 
non  supérieure  à  C.  (249-269). 

Suite  d'un  travail  inséré  au  Tome  précédent. 

Tognoli  {O.).  —  Sur  la  théorie  de  Tinvolution.  (270-286). 

L'auteur  considère  le  système  des  points  suivant  lesquels  une  courbe  de  l'ordre 
n  est  coupée  par  des  courbes  d'ordre  n'  formant  un  faisceau  :  ce  système  de 
points  forme  sur  la  courbe  une  involution.  En  reliant  projectivement  deux 
faisceaux  de  courbes,  on  relie  par  le  fait  même  projectivement  les  deux  involu- 
tions  que  ces  deux  faisceaux  déterminent  soit  sur  une  même  courbe  d'ordre  /i, 
soit  sur  deux  courbes  distinctes  d'ordre  n  et  /i,.  On  peut  conclure  de  là,  par 
exemple,  que  les  propriétés  involutives  sont  les  inênics  sur  deux  rourbes  que 
l'on  peut  relier  point  par  point  d'une  façon  uuivoquc.  L'auteur  en  tire  une  de- 


isiniioa  de  la  naascrvntion  du  genre  :  mais  sa  démoiulraliOR  npoM  ur 
formule  iial,  pnur  tstre  rendue  riguui'eiiM!.  exige  que  l'on  uc  se  borac  fMi  au 
où  lei  singulBriUi  de  la  courbe  sont  des  potnls  double*  ou  de  rcbiDusx- 
ml.  L'auteur  douDC  pluiifura  applicytions  qu'il  tlcnd  a  l'étude  des  conrbn 
chts,  des  surCaRei  et  de  leurs  rcprésca  ta  lions. 

•:hi  {L.).  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  constanle  jK>sitive. 
JT-aya). 

Les  tangentes  aux  gëodéiiciues.  (]ui  rormcnt  sur  une  surface  S  «ne  TaiDilIt, 
tinstituent  une  congruence  de  normales  t  une  surface  i  la  seconde  sorTaee  focilc 
C  cette  coDgraenee  est  une  surface  S' que  l'auteur  appelle  oampUmaitfain  dt 
a  tur/ace  S  :  A  tome  famille  de  gfodéslques  Irae.àc  sur  la  snrfaec  S  r^pnad 
isi  une  surface  S'  complim  enta  ire  .'  '  i  surface  S.  Oan»  le  t.  XVII  du  aiim 
xueil,  l'auteur  a  introduit  celle  notlou  dans  l'flude  des  surfaces  hvlicoidala  ; 
■  t,  XVI  dei  Stalh.  Ann.,  il  i'<»t  oecup«  des  surfuces  A  courbure  eaniUsIt 
itive.  Dana  le  cas  ait  la  courbure  est  cotistdnte  et  pnsitife,  les  surtacts  eont 
ternaires  sont  applicables  sur  une  surrace  de  riivotution,  qui  a  pour  ncn- 
■^a  le  prolll  de  l'bjliculdc  développable.  Lci  prollls  méridiens  d'hrlicolda  H- 
loppablcs  de  m^me  pas  engcndrunt,  par  rolatioo  autour  de  l'aie,  dts  sor- 
tes applicables  les  unes  sur  les  autres. 

Pour  donner  au  moins  un  enemplc  de  ces  surfaces  com plémenU ires,  l'auirar 

A  de   la  surface  génitale  de  n^Tnlution  et   i   courbure  cooslante  po^ititr.  Il 

eut   ainsi  une  surface  dont   les  eoontnnnéea  reclH oculaires  s'eiprinml  i 

te  de*  fonctions  elliptiques  de  weoodc  espèce.  L'auteur  termine  en  rcoiar 

.    .B*nl  que  l'on  obtient  une  classe  de  surfaces  applicables  sur  la  surface  itti- 

volution  dont  le  méridien  est  une  iraclrice  accourcie,  si  l'un  cUange  R  m  Ri 

dans  les  forenutes  relatives  aux  surfaces  de  CAurbure  constsnic  —■ 

Capelli  {-A-)-  —  Sur  te  nombre  des  covariaats  de  degré  donné 
pour  des  formes  d'espèce  quelconque.  (agS-Soo). 

Crocchi  {L.).  —  Sur  la  correspondance  entre  les  coefBcicnls 
d'une  équation  algébrique  et  les  fonctions  symétriques  com- 
plètes. (3oi-32o). 

Cerlo  (L.).  —  L'espace  des  liomologies  affines  d'un  plan,  en  rela- 
tion avec  l'espace  des  coniques  du  mùme  plan.  (3ar-345)- 

On  sait  qu'une  bomologîc  est  dite  affine  lorsque  son  pôle  est  à  l'infini.  L 
lieu  du  point  des  bauleurs  d'un  triangle  dont  deux  sommets  sont  fiics  sur  dqc 
conique  C,  tandis  que  le  tn)isiéme  sommet  décrit  cette  courbe,  est  uncconiqneC 
qui  est  en  homologic  afiine  avec  C.  Ce  thùorêmc  est  la  base  d'une  carrespoi' 
dancc  cotre  les  coniques  du  plan  cl  les  diverses  affinités  que  l'on  peut  coas- 
dérer  dans  ce  plan, 

Angclitti{P.).  —  Sur  i'atiraction  suivani  une  puissance  enlière 
quelconque  de  la  distance.  (S-îf»). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i85 

L'auteur  étudie  l'action  de  figures  planes  sur  point  attiré  suivant  une  puis- 
sance entière  de  la  distance  par  chacun  des  points  de  la  figure.  Dans  le  cas  de 

l'attraction  par  les  points  d'une  droite  suivant  la  loi  — >  on  trouve  que  la  loi 

d'attraction  est  -;^>  où  p  est  la  distance  du  point  à  la  droite.  L'auteur  étudie 

encore  le  cas  d'un  arc  de  cercle,  d'un  arc  de  parabole,  d'ellipse. 

Passant  ensuite  au  cas  de  l'espace,  l'auteur  considère  le  plan  et  l'action  sur 
un  point  de  leur  axe  d'une  surface  ou  d'un  solide  de  révolution. 

Ce  volume  contient  l'index  général  de  la  collection  du  t.  XI  inclus 
au  t.  XX  inclus. 

Tome  XXI;  i883. 

Pizetti  (P.).  —  Sur  la  courbe  d'alignement.  (i-i5). 

Besso  (D.),  —  Questions  89,  4o>  4i>  42.  (i5-i6). 

Retali  {V,).  —  Sur  des  systèmes  de  points  en  ligne  droite.  (16- 

Pittarelli  (G.).  —  Les  coniques  et  les  formes  binaires  quadra- 
tiques et  cubiques.  (19-49)- 

Les  coordonnées  d'un  point  (ou  d'une  tangente)  d'une  conique  peuvent  se 
représenter  par  trois  formes  quadratiques  binaires,  contenant  les  mêmes  va- 
riables. Les  formations  invariantes  ou  covariantes  de  ces  trois  formes  simul- 
tanées correspondent  aux  formations  invariantes  et  covariantes  de  la  conique. 
On  peut  représenter  une  forme  binaire  quelconque  d'ordre  n  par  un  polygone 
inscrit  (ou  circonscrit)  à  la  conique.  Il  en  résulte,  en  particulier,  que  toute 
forme  quadratique  binaire  peut  se  représenter  par  un  point  (ou  une  droite)  du 
plan  de  la  conique.  Les  propriétés  du  plan  d'une  conique  se  trouvent  ainsi  cor- 
respondre aux  propriétés  invariantes  des  formes  binaires  (*). 

Battaglini [G.).  —  Sur  les  formes  ternaires  bilinéaircs.  (50-67). 

L'objet  de  cette  Note  est  la  représentation  géométrique  de  ces  formes.  Elles 
ne  représentent  rien  autre  qu'une  relation  projective  entre  les  droites  d'un  plan 
et  les  points  d'un  autre  plan. 

Angelitti  {F,),  —  Sur  le  potentiel  et  Taltraction  d'un  anneau  et 
d'une  plaque  circulaire  subtile  et  homogène  sur  un  point  de 


(*)  On  trouvera  le  principe  de  celte  représentation  du  plan  dans  l'Ouvrage 
Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces,  par  ^f.  G.  Darboux, 
p.  i83  et  suivantes. 


SECONDE  PAilTIE. 
m  plan,  stiivnnl  une  |iiiiss;mce  fiitltTi*  igiielconfpie  àe  la  dts- 
ncc.  (G8-rji). 

M.  ToWDscnd  a  rétolu  ût}i  an  prnlil^me  analogue  en  se  aerrani  d'une  formulr 
due  a  M.  Jelell.  Cette  formule  est  encore  avanlafjenac  ilani  les  cas  tnitit  pir 
"auteur:  il  parvient  t  des  relations  simples  colre  les  attractions  des  anaeiai 
m  des  plaques  torique  l'on  donne  diverses  valeurs  A  l'cxposacit  entier  qui  fl^drc 
dans  la  loi  alimentaire  d'atlrarllou. 

assaboni  {A.).  —  Sur  quelques  surfaces  gauches  applicables. 
(9'-»9)- 
Soient  A.  b,  C,  A,,  H,.  C,  mi  angle»  <-nnstaDts  liés  par  les  Ëqiiiilioni 


/COSA        çosCy       ro^  ^  /çosA        ^5^,\V    Cos-B. 
\    R     "^     T    )'*     T  \    H,  T,    /'^"^' 

par  chaque  puinl  M  de  1»  cnurbe  C  meunns  alors  une  droite  D  faitant  ttK  U 
tangentCi  la  nunnak  principale  et  la  binormule  les  angles  A,  B.  C:  celle  drailc 
ennendrera  une  surface  n^gli^  S:  d'une  fa(;un  uoalugue,  unt  dtoilc  D,  ninM 
par  un  point  M,  de  la  courbe  C,  et  faisant  avec  sa  tangente,  sa  normale  prit- 
cipale  et  sa  binormalc  les  angles  coustanls  A,,  1}„  C,  engendrera  une  SKoadf 
surface  £,,  £ej  deuj:  surfaces  réglées  S  et  £,  sont  applicables. 

Ce  théorime  intéressant  est  la  source  de  plusieurs  propositions  dont  CPrUiot* 
avaient  été  déjà  données  par  MM.  Uini  CT  Iliancbi. 

L'auteur  étend  ensuite  ses  recherches  au  cas  où,  au  lieu  d'une  lii:nF  AmV. 
on  fait  mouvr.ir  une  courbe  plane.  Mais  il  se  borne  au  cas  oit  la  courbe  dim- 
Irirc  est  une  hélice  circulaire,  cl  la  surface  engendrée  est  un  hélicoiUe. 

Amanzio  (f)-)-  —  De  quelques  transformations  du  sj-mbolc 
d'opération  V-^  U-j-  ■■■  Zy- Y^-  ''j"'  et  propriétés  de  quel- 
ques déterminants  qui  dérivent  de  cette  transformation,  (iio- 

•  44). 

/>/«<!/■(;/;(  (G.).  —  Le  limaçon  de  Pascal.  (i45-i68;  i-i-ii3]- 

L'auteur  s'occupe  d'abord  d'ejprimcr  rationnellement  i  l'aide  d'un  paranirt" 
les  coordonnée?  rectangulaires  d'un  point  de  la  courbe  :  il  exprime  i  l'i'*  "" 
paramèlrcs   de   deu\   points   de    la  courbe   les   coordonnées  de  la  conlt  "f 
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ensuite  le  limaçon  comme  enveloppe  de  cercles,  et  arrive  ainsi  à  trouver  ses 
foyers.  Il  étudie  l'intersection  avec  un  cercle,  une  droite,  et  donne  les  formules 
de  quadrature  et  de  rectification. 

Dans  un  second  travail,  Tauteur  considère  une  courbe  de  la  troisième  classe 
et  du  sixième  ordre,  qui  n'est  autre  que  l'enveloppe  des  droites  coupées  harmo- 
niquement  par  le  limaçon.  Il  étudie  la  génération  de  cette  courbe,  ses  invariants, 
et  exprimç  ses  coordonnées  en  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre. 

Presuti  {E,),  —  Propriété  de  quelques  triangles.  (169-172). 

L'auteur  étudie  les  lieux  des  sommets  des  triangles  dont  la  base  BC  est  fixe, 
et  où  l'on  a  entre  les  angles  une  des  trois  relations 

A  =  aC  (cubique  circulaire  à  point  double), 

B  =  aC  (hyperbole), 

C  =  aA  (limaçon  de  Pascal). 

Ianni{  V,).  —  Sur  une  formule  d'Aronhold.  (21 3-2 16). 

Il  s'agit  de  l'expression  de  la  racine  d'une  équation  du  quatrième  degré  à 
l'aide  de  la  somme  de  trois  radicaux  carrés. 

Laudiero  (F,).  —  Sur  l'homologie  de  deux  coniques  situées  dans 
un  même  plan.  (217-221). 

Blanchi  (L,).  —  Sur  les  courbes  à  double  courbure.  (222-283). 

«  Déduire,  à  l'aide  de  simples  quadratures,  d'une  courbe  à  double  courbure 
une  infinité  d'autres  courbes  correspondant  point  par  pointa  la  courbe  donnée, 
de  sorte  que  les  arcs  correspondants  et  la  torsion  dans  les  points  correspon- 
dants soient  égaux,  tandis  que  les  rayons  de  première  courbure  varient  suivant 
une  loi  déterminée.  » 

La  solution  de  ce  problème  est  contenue  dans  une  transformation  due  à 
Sophus  Lie,  et  par  laquelle  ce  géomètre  a  appris  à  déduire  d'une  courbe  à  tor- 
sion constante  une  infinité  d'autres  courbes  ayant  la  même  torsion  constante. 

L'auteur  remarque  d'ailleurs,  d'après  la  forme  même  des  équations  de  Scrret, 
que  la  même  méthode  permettrait  de  conserver  la  première  courbure  et  de  faire 
varier  la  torsion  ;  tel  serait  le  cas,  par  exemple,  s'il  s'agissait  de  trouver  une 
développable  dont  l'arête  de  rebroussemcnt  dût  prendre  une  forme  donnée  par 
le  développement  sur  le  plan. 

Dîna  (C).  —  Théorie  des  congruences  bimodulaires.  (234-269). 

Nicomedi  {Rubino).  —  Sur  les  surfaces  gauches  du  troisième 
degré.  (270-274). 

Blanchi  (L.),  —  Sur  quelques  classes  de  systèmes  triples  circu- 
laires de  surfaces  orthogonales.  (9.75-292). 


» 


■  se  ^it:CUNDB  PAIITIË. 

M.  Ribaucoor  a  dùmcintri-  i|ue,  si  un  «jsUeqi:  doublement  iaûaî  dt  conrh* 
plHDcs  admet  une  iicit  de  surfaces  orthogonules,  la  même  propriflii  suluislc 
pour  le  ajHLèmc  olitenu  en  déforcnani  la  surface  enveloppe  des  plan!  de  m 
courbes,  pourvu  que  l'on  suppose  les  courbes  invariablement  liée*  i  U  surface 
enveloppe.  L'auteur  dëmunlre  d'abord  ce  tbëorrïme,  et  con&idtre  le  ca«  pir 
ticulïer  où  les  courbes  sont  des  cercles.  Lorsque  le  cenlre  du  cercle  F!t  au 
jHiîni  de  eonttct  de  la  surface  cnvr-loppc  avec  le  plan  qui  le  cimiïcnt, 
et  il  suflil  pour  la  conditinn  d'iiTthaponBliE^  : 

f  Que  lous  ces  cercles  aient  le  mime  rajon  R; 

S'  Que  l«  surface  enveloppe  ait  une  conrbnn;  négative  couatanie  —  jr-. 

Si  l'on  déplace  alors  le  point  de  contact  lur  la  snrTace  eiiTelappe  sait 
deus  sj'sU^inrs  de  lignes  de  courbure,  on  obtient  deus  famille»  desurbcesî, 
S,  qui.  avec  la  famille  de  surfaces  £  orlhugoualus  aux  cercles  cunsidMs  [ur 
ment  un  sjslénie  do  trois  tamillrs  ortbogauales.  On  remarquera  que  deut  rl< 
CM  familles  sont  engcndnies  par  le  déplacement  d'un  cercle  de  raion  couiUai. 
Toutes   les  surfaces  du  système  S  ont  la   mfme   courbure  constante  ojgali» 


Des  surfaces  de  révnlutiun  et  li^liculdales  ajant  pour  prolii  la  Iractrice,  l'iO' 
teur  déduit  elTcclivcment  des  systàuies  triples  urthogonauK.  Il  fit  n  ira  lise  ri- 
suite  SCS  résultats  cl  arrive  i  un  tysli'mc  triple  composé  de  sphères  donlli! 
centres  sont  en  ligue  droite,  d'un  sjsl^me  de  surfaces  i  lignes  de  conrbam 
planes  et  sphériques,  et  enfla  d'un  système  de  surfaces  A  lignes  de  oorliirc 
circulaire.  Il  parvient  également  A  un  système  formé  de  plans,  de  surfaces  niuii- 
lurrs  et  de  surfaces  canaui. 

liaflagfini  (G.).   —    Sur    les    formes    quiilcrnaircs    bilin^airtf. 
(293-322). 
Interprétation  géométrique,  comme  précMemmcnt  pour  les  formes  leratirc 

Intiigila  {C).  —  Sur  les  poljgones  inscrits  el  circoascrils  simul- 
tanément à  deus  cercles.  (.323-335). 

BonoUs  (-^■).  —  Sur  une  manière  nouvelle  et  simple  de  dé«- 
lopper  les  délerminanls  de  degré  quelconque  cl  son  application 
ù  la  recherche  du  résullanl  de  deux  équations  quelconques- 
(33C-342). 

CapcUi  {A .).  —  Quelques  formules  ntimériques  en  relation  avec 
la  lliéorie  de  l'opération  de  la  polaire.  (343-354). 

Segré  (C).  —  Sur  une  trans forma tiun  irrationnelle  de  l'cspaced 
son  application  ù  l'élude  du  complexe  quadratique  de  Battasiini. 
et  d'un  complexe  linéaire  de  coniques  inscrites  dans  un  iclracdri' 
(355-378). 


i 
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En  adjoignant  à  un  triédrc  Irirectangle  le  plan  de  l'infini,  les  deux  espèces 
de  symétrie  par  rapport  au  trièdre  prennent  une  signification  projective  très 
simple  :  symétrie  par  rapport  à  un  couple  d'arêtes  opposées  d'un  tétraèdre,  sy- 
métrie par  rapport  aux  systèmes  des  faces  et  des  sommets  opposés. 

Si,  à  un  point  quelconque,  on  adjoint  ses  symétriques  des  deux  genres  par  rap- 
port à  un  tétraèdre  T,  pris  pour  tétraèdre  de  référence,  on  obtient  en  tout  huit 
points,  dont  les  coordonnées  sont  les  mêmes  aux  signes  près.  A  une  droite  il 
en  correspond  sept  autres  qui  sont  situées  avec  elle  sur  une  même  quadrique, 
conjuguée  par  rapport  au  tétraèdre. 

Les  seuls  complexes  quadratiques  entièrement  symétriques  par  rapport  à  un 
tétraèdre  sont  le  complexe  tétraédral  et  le  complexe  de  Battaglini,  qui  ne 
contient  que  les  carrés  des  six  coordonnées  de  la  ligne  droite,  lorsque  la  forme 
fondamentale  est  réduite  à  la  somme  de  trois  rectangles. 

En  posant  Xi=x},  on  fait  correspondre  à  tout  point  {x')  d'un  espace  S' 
le  système  des  huit  points  {±x)  de  l'espace  S.  Cette  transformation  irration- 
nelle fournit  à  Fauteur  une  méthode  élégante  pour  l'étude  du  complexe  de  Bat- 
taglini. 

Après  avoir  étudié  cette  transformation,  qui  fait  correspondre  à  un  plan  la 
surface  de  Steiner,  l'auteur  fait  voir  qu'à  une  droite  répond  une  conique  inscrite 
dans  le  tétraèdre  de  référence,  et  qu'un  complexe  quadratique  de  droites  est 
représenté  par  un  complexe  linéaire  de  ces  coniques.  L'auteur  développe  plusieurs 
conséquences  de  ces  diverses  correspondances. 

Levi  {D,),  —  Quelques  propriétés  des  surfaces  de  révolution  ayant 
pour  méridien  une  lemniscate.  (S^g-SSo). 


Tome  XXII;  1884. 

Loria  (G.).  —  Sur  la  correspondance  projective  entre  deux  plans 
et  entre  deux  espaces.  (1-16). 

Discussion  et  classification  des  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  que  les 
espaces  soient  superposés  ou  non. 

Piuma  {M,),  —  Solution  d'un  problème  proposé  par  M.  Lucas. 

(17-28). 

Segré  (  C).  —  Théorème  sur  les  relations  entre  un  couple  de 
formes  bilinéaires  et  le  couple  de  leurs  formes  réciproques. 

(29-32). 

Cesaro  {E,),  —  Sur  certaines  fonctions  isobariques  homogènes. 
(33-43;  166). 

Étant  données  des  quantités  c,,  c^,  . .  -,  c„  en  nombre  quelconque,  on  forme  la 
somme 

s,,(/i)  =  rc,,c,,...c,^, 


SECONDE  PARTIE. 


L«  quantité S^{n)  bsL  fonni^B  J*  leminde  même  degré n  cl  dp  mfiiic  poidtp. 

f*-'"'»lcur  étudie  cm  ronctioai  el  ilablil  enlre  elles  de»  rcUlinos  de  rteumaict 

loatTE  cotnmenl  ces  fonetions  peuvent  servir  dans  l'élude  des  fonclîiM»  ff- 

tro  (£".).  —  Ellipse  ou  hvperbole.  (44-46)- 

Quelle  est  la  probabilité  pour  qae  l'équaiion  du  sectond  degré  représente  une 
•ipse  ou  une  liypcrbnle?  L'auteur  ramène  cette  recherche  i  relie  du  ripporl 
deux  volumes.  Si  l'on  prend  l'eugeuiblc  des  termes  du  second  degré  mus  la 
rme  Kx'+  m  Bjcj-  -^-  Cy,  l'auteur  arrive  ft  ce  ré^ullat  singtilier  que  It  pni- 
bilité  dépend  du  nombre  m  ;  il  trou      en  elTet 


36-(-Sm'-6mMog 


?)■ 
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làro  (£"■)■  —  Quelques  propriétés  des  groupes  plusieurs  fois 
iwnsilifs.  (47-49)' 

Otti-Bianco  (0.).  —  Propriétés  curieuses  de  quelques 
nombres.  {5o). 

Cassant  C-)-  —  Recherches  sur  les  surfaces  du  Iroisièine  ordre. 
(5i-6i). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  un  travail  précédent  prëseoté  par  l'auteur  il  llDSIiUl 
vénitien  on  187 1,  intitule  :  iiecherchei  tur  l'involution  quadratique. 

Si  autour  d'un  point  lixc  A  on  fait  tourner  une  droite  sur  laquelle  un  marqii 
les  points  doubles  de  l'involution  que  détermine  sur  elle  un  Tai^ceau  de  qui- 
driques,  le  lieu  de  ces  point»  doubles  est  une  surface  cubique. 

Piiicherlc  {S.}. —  Sur  uue  généralisation  de  la  dérivation  dans 
les  foaelions  analytiques.  (6^-74)- 
L'auteur  considère  la  série 

n„A,+  a,A,xH-n,A,3;'  +  ...=r  A(x), 

rt„<Mp".    A,<M'»-, 

les  quantités  A  étant  des  nombres  entiers.  Celle  série  est  converpeale  dans  un 

cercle  de  rayon  -rr--  Il  torme  ensuite  la  série 
Kp 

l»A(x)  =  a„K,  +  a,K,x-i-a,\,x'A-..., 
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qui  est  aussi  convergente  dans  le  même  cercle.  L'opération  représentée  par  le 
symbole  D  peut  être  évidemment  répétée  plusieurs  fois  de  suite,  elle  est  distri- 
butive  et  jouit  de  plusieurs  des  propriétés  de  la  dérivation. 
L'auteur  en  donne  plusieurs  applications. 

Re  {A,  del).  —  Obliques  et  cercles  osculateurs  aux  coniques. 

(75-117). 

Pirondini  (G.)»  —  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système.  (iiS-iP.p). 

Utilisant  un  théorème  de  Joachimsthal  et  un  autre  de  M.  Dini,  l'auteur  dé- 
termine d'abord  par  un  calcul  élégant  les  équations  qui  représentent  les  surfaces 
dont  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont  dans  des  plans  menés  par  une 
droite  fixe.  Après  avoir  fait  une  étude  préalable  de  ces  surfaces,  l'auteur  re- 
marque que  toute  surface  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  peut  être 
considérée  comme  l'enveloppe  d'une  série  de  surfaces  de  la  première  catégorie, 
ces  surfaces  ayant  pour  axes  les  génératrices  de  la  développable  enveloppe  des 
plans  qui  contiennent  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  générale  considérée. 
De  là  une  génération  des  surfaces  à  lignes  de  courbures  planes  dans  un  système. 
L'auteur  traite  plusieurs  cas  particuliers. 

Brioschi  {F.),  —  Sur  les  propriétés  d'une  forme  biquadratique. 
(  i3o-i3q). 

L'auteur  étudie  les  conditions  sous  lesquelles  les  racines  j^  d'une  équation  du 
quatrième  degré  seraient  exprimables  à  l'aide  des  racines  x  d'une  équation  du 
même  degré,  par  la  formule 

y  =  ■ 7;  ♦ 

où  ot,  3,  Y,  ô  sont  des  constantes. 

Beltazzi  (/?.).  —  Sur  les  concepts  de  dérivation  et  d'intégration 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  réelles.  (i33-i6()). 

Bastia  {C,'M,\  —  Du  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre 
fixe  proportionnellement  à  la  distance,  considéré  comme  un 
mouvement  troublé.  (167-190). 

Cesàro  {£,),  —  Remarques  sur  les  fonctions  holomorphes.  (191- 
200). 

L'expression  générale  d'une  fonction  holomorphe  du  genre  («>  est,  comme  on 
sait, 


[/(.)==  ec.::n(,-j)e'"(-)], 


'tfa 

SECONDE  PAETIE. 
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1 

où  r„u  ,,...,■ 

Q-(«)  = 

C            6' 

i" 

1 

1 

L'aolcnr  suppose  que  la  fonction  hoIomorpheGfi) 
vt  que  tous  [e*  léros  de  /{j)  ont  le  taime  argument 
/■■(  =  )  art  »ani  le  mftmc  «rgunninl  que  «ui  de /( 
comme  le  thtorËme  de  RnlM  l'indique  dans  le  cas  des 

lh«nrËme  dû  â  !kl.  LdguMrc. 

e  réduit  i  D6eu 

S" 

Alors   tous  le«  un»  de 
)  et  séparent  res  demi, 
poljoâmes.  Il  en  Tttoht 
belle  géoéraliulinn  d'os 

Gl«//a/!({G.). 

—  Sur  la  dcmonslra 

ion  d'une 

formule  d'Anolj». 

(.o.-.ofi). 

L'aiilear  critique  lj  <lt^tniin<tra 
Kagel/unctionen  de  U  formuto 
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ée  par  Hein 
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207-210). 

courbes  plan 

-   Sur  un  (, 

es.  (aii-ai(j) 

roblèm 
opriélé 

d'analyse  infinitésimal 
focale  de  la  parabole 

Betali  (  T.)-  - 

-  Sur  une  p 

aao). 

Be  (A.  del).  —  La  quadrique  des  douze  points  ctlaquadriquedes 
douze  plans.  (221-235). 

Gtuliani (G.).  —  Sur  la  fonction  P''(cosy)  pour  n  infini  (aî6- 

=39). 

Cesàro  (E.).  —  Élude  de  transversales.  (240-2421. 

Vivanti  {G .).  —  Quelques  lliéorcmes  sur  les  fondions  en tièreS' 

(243-261). 

Ces  rechcrclics  ont  Irait  A  la  théorie  des  facteurs  primaires  et  i  la  géntnli- 
sation  de  plusieurs  résultats  de  M.  L.aguerre,  qui  ont  fait  l'obJEt  d'un  Mémoire 
de  M,  Cesàro,  déji  analysé.  Mallieurfuiement  1m  démonstrations  de  l'aulei»" 
sont  pas  a  l'abri  de  tout  repruclic'.  ainsi  qu'il  |c  dit  lui-iuéme  dans  no*  «oU 
placée  ù  la  fin  du  Volume. 


Schrœler  {E.).  —  Théorèmes  rcialifs  aux  coniques  inscriles,  e 
conscriles  cl  conjuguées.  (aGa-a^i). 
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Pirondini(G.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  et  sur  les  surfaces 
qui  ont  une  développée  commune.  (272-3o3). 

Entre  autres  résultats  intéressants  obtenus  par  l'auteur,  citons  d'abord  le  sui- 
vant :  Si  le  plan  osculateur  d'une  ligne  de  courbure  coupe  la  sur/ace  sous 
un  angle  qui  est  une  /onction  linéaire  as  +  b  de  l 'arc  s  de  cette  ligne,  la 
torsion  de  cette  ligne  est  constante  et  égale  à  a.  En  faisant  a  =  o,  on  retrouve 
un  théorème  bien  connu  de  Joachimsthal.  Il  étudie  les  surfaces  développantes 
d'une  surface  réglée  dont  la  ligne  de  striction  est  orthogonale  aux  génératrices, 
celte  ligne  ayant  une  torsion  constante;  d'une  surface  de  révolution. 

Il  détermine  ensuite  toutes  les  surfaces  dont  les  normalies  développables  d'un 
système  sont  toutes  égales  entre  elles,  et  toutes  les  surfaces  qui  ont  pour  déve- 
loppées un  hélicoïde  donné.  Le  Mémoire  se  termine  par  d'intéressantes  applica- 
tions et  notamment  par  la  solution  de  ce  problème  : 

«  Trouver  toutes  les  courbes  qui,  en  décrivant  un  hélicoïde  autour  d'un  axe 
donné,  sont  des  géodésiqucs  sur  celte  surface.  » 

Nicola  Trudi,  —  (3o4-3o7). 

Notice  nécrologique. 

Tognoli  (0.).  —  Les  fonctions  algébriques  étudiées  géométrique- 
ment. (3o8-332). 

Blanchi  (L,).  —  Sur  les  systèmes  triples  cycliques  de  surfaces 
orthogonales.  (333-373). 

Dans  ce  travail,  qui  fait  suite  à  un  Mémoire  précédemment  analysé,  l'auteur 
aborde  la  théorie  générale  des  systèmes  triples  cycliques  de  surfaces  orthogo- 
nales, c'est-à-dire  qui  contiennent  un  (et  par  suite  deux)  systèmes  de  surfaces 
à  lignes  de  courbure  circulaires. 

Après  avoir  démontré  les  principaux  résultats  dus  à  M.  Ribaucour,  l'auteur 
applique  ses* formules  au  cas  des  surfaces  qui  dérivent  de  la  déformation  des 
surfaces  de  révolution.  Il  démontre  que,  si  l'on  connaît  sur  une  de  ces  surfaces 
les  lignes  de  courbure,  on  peut,  par  des  quadratures,  en  déduire  un  système 
triple  cyclique  orthogonal,  dont  fait  partie  la  surface  et  qui  contient  une  con- 
stante arbitraire. 

En  faisant  correspondre  à  chaque  cercle  la  droite  qui  perce  normalement  son 
plan  en  son  centre,  les  propriétés  des  cercles  d'un  système  x'  admettant  des  tra- 
jectoires orthogonales,  se  transforment  en  propriétés  d'une  congruence  de 
rayons.  On  peut  alors  renverser  le  problème  et,  partant  d'une  telle  congruence 
supposée  connue  a  priori,  essayer  de  remonter  au  système  de  cercles  :  le  pro- 
blème dépend  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  linéaire, 
contenant  une  fonction  inconnue  et  deux  variables  indépendantes. 

L'auteur  termine  en  étudiant  le  cas  où  un  système  de  sphères  fait  partie  du 
système  triple. 

Blanchi  (L.).  —  Sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces 
minima.  (374*377). 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Octobre  1886.)  R.  i.3 
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M.  i:..iii (.iir..i:ii     'ini   l'iMi  jiriit  iIcToroiPr  une  lurrarv  m. ^,_. 

que  '  I   1  '   <  K'iinciil  In  lioncftle  routbore  cIk  )a  Iransfiinn'^ 

et  in  :     I  iii<  Pn  oittrR  que,  dons  celte  transformilîim,  Il 

preir,!    r      '   I.i'I<imi    m Jiiii '' it'unR  gi<oili^sique  qurlriinqiie  se  InnriurniCBl 

dan*  1.1  ili'uiLii^iiii:  et  lu  jjrciiiti'.rp  l'oarburr  de  la  gdad^sïque  lraa»formi^. 

Vivanli  {G.).  —  Rcclificiition  à  !a  Note  «  Quelques  thcorémes sur 
les  fonctions  .■ntkVcs  «.  (378-380).  G.  K, 
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THE  WESSENGEH  OF  MATHEHATiCS,  edilpii  by  W.-Allen  WiUTwoiiTn, 
C.  Tatlob,  W.-J.  Lewis.  R.  Pbndlebubt,  J.-W.-L.  Glusueb.  Lonilon  aoJ 
Cambridge,  Macmillan  and  C°  (']■ 

Tomo  VIII;  1878-1879. 

SylVfSter  {J.-J.).  —  Sur  une  règle  pour  abréger  le  calcul  iJii 
notiibrp  lies  iti\iirt.inls  et  ijovarianls  de  degré  et  de  poids  donnas 
d'une  forme  binaire  de  degré  donné.  (1-8). 

Soit  1'  \e  ilcsn'  d'une  Torme  hinaiK,  le  nombre  des  ioTarianu  on  co*3r<aiii>ilr 
!■  farmi-  ilordre  j  ri  de  poids  a/  piir  rappnri  aux  caeflici«nl.a  est 


oii  en  Renierai  {x:i,j)  di'sifine  le  nombre  dw  décompos  liions  de  z  en  i  am- 
bres dont  aucun  ne  dijpassc  /.  L'objet  de  celte  Note  est  de  montrer  commut  u 
peut  calculer  cette  diOcreoce  sans  calculer  chacun  des  deux  termes  sépirc- 

/ittssrlf   (  W.-H.-L.).   —   Sur   Tapparition    des    iranscendaoïts 
d'ordre    supérieur    dans    certains    problèmes    de    Mécanique- 

Continualiiin  de  recherches  commencées  dans  le  prëccdenl  Volume.  L'auWir 

-  IK-liTmiiirr  le  mouïemcnl  d'un  rjlindrc  d'axe  horizonUl  placé  îor  un  pbo 
iiii-liné,  auliiiir  <lui|uel  s'enroule  un  lil  dont  l'autre  extrémité  est  liie.  •  On  «1 
conduit  *  dos  intégrales  bjperollipliiiues. 

Leiir/eslorf  {€.).  —  Mote  sur  un  tbéorèine  de  Cinématique. (n- 

■■<)■ 
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Tanner  {IL-W.-Lloyd),  —  Noie  d'Arithmétique.  (iS-i^). 

Mansion  {Paul).  —  Démonstration  élémentaire  du  théorème  de 
Taylor  pour  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire.  (17-20). 

La  démonstration  est  absolument  identique  à  celle  que  Ton  donne  pour  les 
variables  réelles  et  qui  se  déduit  de  la  formule 


F(Z)  -F(ZJ^  f'F'{z)dz, 


Glaislier  (J.-JV.-L.),  —  Sur  un  point  particulier  dans  l'intégra- 
tion des  équations  différentielles  au  moyen  de  séries.  (20-23). 

Darwin  (G.-//.).  —  Note  sur  la  théorie  de  Thomson  des  marées 
d'une  sphère  élastique.  (28-26). 

Glaisher  (J.'JV.'L,).  —  Une  énumération  de  prime-pairs.  (28- 
33). 

L'auteur  appelle  ainsi  un  couple  de  nombres  premiers  séparés  seulement  par 
un  nombre  entier,  comme  11  et  i3,  17  et  19,  etc.  Un  tableau  donne  le  nombre 
dts  prime-pairs  contenus  dans  chaque  chiliade,  jusqu'à  looooooo. 

Scott  {B.~F.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  déterminants.  (33- 

37). 

Lucas  (Edouard).  —  Sur  les  relations  entre  les  angles  de  cinq 
cercles  dans  le  plan  et  de  six  sphères  dans  l'espace.  (37-42). 

Soient  r,  r'  les  rayons  de  deux  cercles  et  d  la  distance  des  centres;  Fauteur 
définit  la  puissance  mutuelle  A  des  deux  cercles  par  la  formule 

srr'A  —  r*-h-  r'*—d\ 

Entre  les  puissances  mutuelles  de  cinq  cercles  dans  un  même  plan  pris  deux 
à  deux,  il  existe  une  relation  qui  s'écrit  très  simplement  sous  forme  de  déter- 
minant. Si  Ton  suppose  que  quelques-uns  de  ces  cercles  se  réduisent  à  des 
points  ou  à  des  lignes  droites,  cette  relation  se  prête  k  une  foule  d'applications 
intéressantes. 

Notes  de  Mathématiques,  —  (42-02,  81-84,  i22-i3i). 

Kempe  {A.-B.).  Un  théorème  de  Cinématique.  —  Hicks  (  W.-M.),  Mouvement 
d'un  fluide  dans  un  cylindre  semicirculaire  animé  d'un  mouvement  de  rotation. 

—  Glaisher  (J.-W.-L,).  Sur  la  caustique  par  réfraction  d'un  cercle  pour  des 
rayons  parallèles.  —  Une  identité  algébrique.  —  Sur  certaines  sommes  de  carrés. 

—  Lewis  (  T.-C).  Les  centres  de  pression.  —  Cayley  {A,),  Sur  la  déformation 
d'un  hyporboloïdc. 
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l.ur/a  {Rdntinrd).  !4ur  une  longue  suite  de  DombrES  composas.  —  Cnwn- 

hUL  hijutttitin  inli'ins^quc  de  la  ruitrbe  élastique.  —  Whittvortli  (  W.  AlUn). 
Ilo  Uti^nrfme  àr.  r.omljiaaisiins.  —  GlaUhcr  (J.-W.-L.).  GéaénUsMioa  d'u 
iht'ar^.me  du  professeur  Csylcy  sur  le»  partllioDS. 

Afannhtim  [A.).  Ili^monstrntioD  g^mjt,rii|uc  d'un  tliéoréme  connu  «ar  In 
surtaeet.  —  Torry  (A.'F.).  Sur  le*  iriansles  i^oajugui*]  par  tappon  i  la  p*n- 
b«le.  —  Sharpe  {J.-W.).  Nntcsur  le  neutre  de  gravi  t4!  d'un  Ironc  ile  pyramiilc. 
—  Cnrley  (A.).  Une  formule  de  [ïBUSt  pour  te  ealeul  ilc  tagi  et  de  qudiiuEi 
au[rc«  togariliimes.  —  Note  sur  une  Jnti^grale  ddllnic.  —  Sur  une  formule  in 
(onctions  cilipliqueï,  —  OtaUher  {J.-W.~L.).%aaimfi  d'une  si^rle,  -  WhavarA 
<  »'.  Allrn).  Noie  «ur  te  choix  et  la  ehanec.  —  Pendlebury  («.)■  TMorioit 
sur  un  ïjili^me  de  coniciues.  —  Kempe  {A.-B.).  Note  »ur  un  thâof^medc  Cipt 
maiiqun.  —  Wallon  (  If.).  Note  jur  une  inégalité. 
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Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Noie  sur  certains  tliéorèmps  relalifi  à 
(les  iDlé(,'rales  définies.  (63-74). 

Nivcn  (C).  —  Sur  un  cas  particulier  du  mouvement  vibratoire. 
(,5-8o). 

Lewis  (T.-C).  —  Sur  la  tlicorie  électrodynamique  d'.^jupère- 
(8-(-8;). 

Greenhili  {A.-G.).  —  Mouvement  d'un  fluide  dans  un  cïHq'Î'* 
dcmi-circiiliiirc  animé  d'un  mouvement  de  rotation.  (Sçf-ioJ). 

Wliitworth  (  W.-AUcn).  —  Arrangements  de  m  objets  d'une 
espace  et  de  n  objets  d'une  autre  espèce,  sous  certaines  condi- 
tions de  priorité,  (ii'5-i  i4)- 
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Lewis  (  T.-C),  —  Sur  les  cenlres  de  pression,  les  mclacenlres,  elc. 
(114-118). 

Muir  (  Thomas).  —  Le  théorème  de  Cauchy  sur  la  divîsibililé  de 

{'x  -4-7)«-i-  (-  xy^-h  (-7)'*, 
(119-120). 

Glaisher  {J.-IV.-L,).  —  Note  sur  le  théorème  précédent.  (121). 

Scott  (B.-F.).  —  Sur  certaines  formes  symétriques  de  détermi- 
nants (i3i-i38,  i45-i5o). 

On  trouvera  dans  cet  article  un  grand  nombre  d'exemples,  pouvant  donner 
lieu  à  des  exercices  élémentaires. 

Robert  {Samuel).  —  Note  sur  certains  déterminants  liés  à  des 
expressions  algébriques  ayant  la  même  forme  que  leurs  diviseurs. 

(i38-i4o). 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Théorèmes  d'Algèbre.  (i4o-i44)- 

Greenhill  {A. -G.).  —  Solution    d'un  problème  de  Mécanique. 
(i5i-i55). 

Il  s'agit  du  mouvement  d'un  anneau  sur  une  circonférence  qui  tourne  d'un 
mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  vertical  passant  par  son  centre  et  qui  fait 
un  angle  constant  avec  le  plan  de  cette  circonférence. 

Scott  (R,'F.).  —  Note  sur  un  théorème  de  M.  Cayley.  (i55- 

.57). 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Sur  une  classe  de  déterminants,  avec  une 
Note  sur  les  partitions.  (158-167). 

Ilopkinson  (J-)-   —   Sur  les  pressions  causées   dans   un    solide 
élastique  par  les  différences  de  température.  (168-174). 

Thomson  (J.-J.),  —  Mouvement  tourbillonnaire  dans  un  fluide 
visqueux  incompressible,  (i  74-1 81). 

Scott  {R.'F.).  —  Noie  sur  les  déterminants.  (182-187). 

Sylvester  (J.'J.),  —  Sur  les  continuants.  (187-189). 

Cayley  (A,),  —  Equation  de  la  surface  de  l'onde  en  coordonnées 
elliptiques.  (190-191). 
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Tome  IX;  1879- 1880. 

Lewis  (T'.-C).  —  Sur  la  cylindroïde.  (i-5). 

Webb  (R.'R.).  —  Sur  un  certain  système  d'équations  différen- 
tielles simultanées.  (6-9). 

Intégration  directe  du  système  d'équations  différentielles  auxquelles  on  csl 
conduit  en  recherchant  les  courbes  gauches  pour  lesquelles  les  rayons  de  cour- 
bure et  de  torsion  sont  les  mêmes  en  tous  les  points. 

Sharpe  (J.'fV.).  —  Note  sur  une  méthod^^  en  coordonnées 
aréolaires,  qui  est  liée  avec  la  méthode  géométrique  des  projec- 
tions orthogonales.  (io-23). 

La  même  équation,  quand  on  change  le  triangle  de  référence,  représente  des 
courbes  différentes  qui  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  projection  orthogonale. 
L*auteur  applique  celte  remarque  à  un  certain  nombre  de  problèmes  relatifs  aux 
sections  coniques. 

Cayley  {A,).  —  Sur  une  liaison  entre  certaines  formules  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques.  (23-25). 

L'illustre  géomètre  montre  comment  de  la  formule  de  Jacobi 


/ 


"A'»snrt  cnrt  dnasn'M  rfw  ^'(a)        i,      6(j/  —  a) 

I  — A-^sn"asn'a  e(a)        a      ^e(u-*-a) 


0 
on  peut  déduire  le  théorème  d'addition  pour  la  fonction  sn  u. 

Pendelebury  (/?.).  —  Noies  d'Optique.  (26-3o). 

Mansion  {Paul),  —  Sur  certains  déterminants.  (3o-32). 

Taylor  (C),  —  Le  cône  scalène.  (33-34). 

Greenhill  (A, -H.),  —  Mouvement  d'un  fluide  dans  un  rectai 
formé  par  deux  arcs  de  cercle  concentriques  et  deux  ray 
animé  d'un  mouvement  de  rotation.  (SS-Sg). 

Ji  lisse  II  (  W.-IL'L.).  —  Note  sur  rintcgralion  des  transcend; 
qui  se  présentent  dans  certains  problèmes  de  Mécanique. 

42). 

Notes  de  Mathématiques,  (42-54,  i2i-i33,  188-192). 

Anthony  {Edwin).  Note  sur  les  coniques.  —  Lewis  (  T.-C).  Sur  la 
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d'un  barreau.  —  Glaisher  (J.-W.-L.).  Note  sur  un  développement  dû  à  Kulcr. 

—  Note  sur  un  exemple  du  Traite  de  Boole  :  Sur  les  équatiotis  dijjérentiellcs, 
relatif  aux  trajectoires  orthogonales.  —  Théorème  sur  les  partitions.  —  Curran 
Sharp  (  W.-J.).  Note  sur  certains  cas  d'intersection  de  courbes  et  de  surfaces 
par  des  lignes  droites.  —  Pendlebury  (/?.).  Sur  les  directrices  d'une  conique 
représentée  par  une  équation  homogène.  —  Lloyd  Tanner  (II.- IV.).  Sur  le 
signe  d'un  terme  quelconque  dans  un  déterminant.  —  Mansion  {Paul).  Gé- 
néralisation d'une  propriété  des  courbes  podaires.  —  Thomson  {J.-J.). 
Note  sur  la  formule  d'addition  des  fonctions  elliptiques.  —  Ilobson  {E.-W.). 
Démonstration  du  théorème  de  Hodrigues.  —  Pendleburjr  (/?.).  Sur  lee  nombres 
d'Euclide.  —  Glaisher  (J.'W.-L.).  Sur  de  longues  suites  de  nombres  com- 
posés. 

Crofton  {M.'W.).  Extension  du  théorème  deLcibnitzen  Statique. —  EllioU 
(E).  Sur  le  dédoublement  des  théorèmes  relatifs  aux  maxima  et  aux  minima.  — 
Taylor  (H.-M.).  Note  sur  le  Livre  II  d'Euclide.—  Glaisher  (J.-W.-L.).  Une 
identité  trigonométrique.  —  Théorème  sur  les  fonctions  elliptiques.  —  Note  sur 
un  point  de  la  méthode  des  moindres  carrés.  —  Théorème  relatif  à  une  certaine 
figure  inscrite  dans  un  cercle. —  Webb  (/?.-/?.).  Sur  une  intégrale  élémentaire. 

—  Sur  les  coefficients  de  Legendre.  —  Karl  Pearson.  Sur  l'intégration  de 
quelques  équatmnsau  moyen  des  fonctions  de  Bessel.  —  Ilarry  Ilart.  Intégra- 
tion en  coordonnées  rectangulaires  des  équations  du  mouvement  dans  le  cas 
d'une  force  centrale  variant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Sharp  (  W.'J.-C.).  Sur  quelques  formules  de  la  théorie  des  équations.  — 
Harry  Hart.  Une  identité  trigonométrique.  —  Taylor  (C).  Sur  la  directrice 
d'une  parabole  inscrite  dans  un  triangle. 

Glaisher  {J.-W.-L,),  —  Sur  le  théorème  de  Rodrigues.  (55- 
60). 

Mansion  {Paul),  —  Sur  Tégalité  des  éliminants  de  Svlvesler  et 
de  Cauchy.  (6o-63). 

Taylor  {C),  —  Insigniores  orbitae  cometarum  proprielates.  (63- 
71,  i58-i64). 

Exposé  des  principaux  résultats  contenus  dans  l'Ouvcage  de  Lambert  publié 
sous  ce  titre  à  Augsbourg  en  1761. 

Sylvester  (J.-J.),  —  Sur  un  théorème  Hé  à  la  règle  de  Newton 
pour  la  découverte  des  racines  imaginaires  des  équations.  (71- 

84). 

Elliot  {E,'B,),  —  Sur  les  normales  aux  enveloppes,  et  sur  les 
enveloppes  qui  sont  normales  à  une  double  infinité  de  lignes 
droites.  (SS-go). 

Étant  donnée  l'équation  d'une  ligne  droite  dans  un  plan  ou  d'un  plan  va- 
riable, on  peut  obtenir  immédiatement  la  normale  à  l'enveloppe.  Il  en  est  encore 
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Greenhill  (A.'G.)^  —  Notes  d'Hydrodynamique.  (ii3-i2o). 

Forsyth  (A.-B.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fluide  visqueux  in- 
compressible. (i34-  iSg). 

Webb  (B.'R.).  —  Le  problème  de  la  brachistochrone  pour  un 
système.  (i5i-i58). 

Syhester  {J.'J.).  —  Sur  la  relation  exacte  entre  les  résultants  et 
les  discriminants  et  les  produits  des  différences  de  racines.  (i64- 
166). 

Roberts  {Samuel).  —  Sur  certaines  séries  dont  les  coefficients 
sont  les  inverses  des  coefficients  binomiaux.  (166-170). 

Webb  (li.'IÎ,).  —  Quelques  applications  d'un  théorème  de  Géo- 
métrie à  trois  dimensions.  (170-178). 

Soient  /,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  une  surface,  p,  et  p,  les 
rayons  de  courbure  principaux;  on  a 

p,       p,  ~  dx       dy        dz 

L'auteur  applique  cette  formule  à   la  détermination  des  volumes  et  des  sur- 
faces et  à  quelques  questions  analogues. 

ISiven  (C).  —  Sur  le  vecteur  potentiel  et  sur  quelques  propriétés 
des  solides  harmoniques.  (178-187). 

TomeX;  1880-1881. 

Cayley.  —  Une  construction  géométrique  relative  aux  quantités 
imaginaires.  (i-3). 

Construction  géométrique  des  racines  de  l'équation 

par 


X  — A       X—  B       X  — C 


=  o 


» 


Pf  q,  r  désignant  des  nombres  réels  et  A,  B,  C  des  quantités  imaginaires  quel- 
conques. 

JàUI  Curtis  (^Arthur).  —  Sur  le  mouvement  libre  sous  l'action  de 
plusieurs  forces  centrales.  (3- 12). 

^aylor  (C.)»  —  Coordonnées  tangenti elles.  (i3-i5). 
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Cockle  (sir  Jatncs),  —  Supplément  aux  «  Exercices  ».  (i5-i8). 

Frols  {Percival),  —  Expression  générale  du  rayon  de  courbure 
en  coordonnées  bipolaires.  (18-21). 

Turner  {H,-H,),  —  Sur  les  courbes  représentées  par  l'équation 

flr  ,  dy 

v/(i  — ar»)(i  — A»j7»)        /U— 7*)(i  — A-*r') 

et  leurs  enveloppes.  (21-25). 

On  sait  que  ces  courbes  sont  du  qualriéme  ordre,. qu'elles  ont  deux  points 
doubles  à  Tinfini  sur  les  axes  de  coordonnées  et  qu'elles  sont  tan{;cnt(*$  à  huit 

droites  fixes  ar»  —  i ,  j?»  =  -,  y=i^y*=  - . 
L'auteur  discute  les  difTérentes  formes  de  ces  courbes. 

Glaisher  {J.-W,-L,).  —  Théorèmes  trigonomélriqiies  où  figurent 
les  produits  de  quatre  sinus  ou  de  quatre  cosinus.  (  26-34). 

Lamb  {H.),  —  Note  sur  un  théorème  relatif  aux  formes  quadra- 
tiques. (35-36). 

Soit  T  une  forme  quadratique  renfermant  m -h /i  variables  x,,  j?,,  ...,  x^; 

y  xi  y  il  •  •  •>  yn' 

Si  Ton  élimine  les  variables  y  au  moyen  des  relations  -r  =  — ,  T  devient  la 

somme  de  deux  formes  quadratiques,  dont   l'une  contient  les  x,  l'autre  les  t,. 
L'auteur  donne  une  preuve  très  simple  de  ce  théorème. 

ZajackoKVski  (  fT.).  —   Un   théorème  relatif  aux  pfafficns.  i^^^- 

37). 

Riissell  (JV.'I/.-L.).  —  Sur  Tinlégration  des  équations  différen- 
tielles. (38-44). 

Hecherche  des  cas  où   une  équation  linéaire  admet  pour  intégrale  un  poly- 
nôme ou  une  fraction  raliounellc.  La  méthode  s'applique  aussi  à  des  équation 
d'une  forme  un  peu  plus  compliquée. 

Forsylk  [A,-R.),  —  Sur  les  fonctions  symétriques  des  racines 
d\ine  équation.  (44-54). 

Glaisher  (J.-JV.-L.),  —  Note  sur  une  identité  algébrique.  (54- 

60). 

j\otes  de  Matliématiques.  (6o-()5,  ii8-il>,3,  igo-ir)^). 
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Gtaisher  {J.-VV.'L.).  Sur  quelques  expressions  algébriques  qui  ne  changcnl 
pas  par  certaines  subslituliuns.  —  Harry  Havi,  Addition  à  la  Note  sur  une 
identité  trigonométrique.  —  Sur  la  trajectoire  d'un  projectile.  —  WUkinson 
(M.-Af.-U.).  Une  identité  entre  des  fonctions  elliptiques. 

Elliot  {E,-B.).  Un  développement  pour  / — - — ^^ dx,  n  étant  un 

nombre  entier  positif.  —  Niven  (  W.-D.).  Application  des  coordonnées  de  Lamé 
à  la  détermination  de  la  distribution  de  l'électricité  sur  un  conducteur  de  forme 
ellipsoïde  placé  dans  un  champ  de  force  électrique.  —  Sur  le  potentiel  en  un 
point  de  l'espace  dû  à  une  sphère  solide  dont  la  densité  varie  en  raison  inverse 
de  la  cinquième  puissance  de  la  distance  du  centre. —  Asutosh  Mukhopadhyay , 
—  Démonstration  de  la  proposition  I,,  d'Ëuclide. 

Mac  Mahon  {P.-A.),  Une  propriété  des  courbes  podaircs.  —  Steinthal  (£".). 
Les  maxima  et  les  minima. 

Anthony  {Edwin),  —  Notes  sur  les  qualernions.  (66-72). 

Glaisher  (J.-fV.-L.).  —  Un  système  de  formules  trigonomé- 
triques.  (73-78). 

Ces  formules  contiennent  six  lignes  trigonométriques,  sinus  ou  cosinus,  les 
arguments  s'exprimant  linéairement  au  moyen  de  trois  d'entre  eux  qui  restent 
arbitraires.  La  première  de  ces  formules  est  l'identité  bien  connue 

sinB  sinCsin(B  —  C)  ■+•  sinCsinA  sin(C  —  A) 

4-  sinA  sinB  sin  (A  —  B)  4-  sin(B  —  C)  sin(C  —  A)  sin(A  —  B)  =  o. 

Taylor  (C).  —  Insîgniores  orbitae  comctarum  proprietates.  (79- 
83). 

Greenhill  (A.^G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  liquide  sans  frotte- 
ment dans  un  secteur  animé  d'un  mouvement  de  rotation.  (83- 

89). 

Harry  Hart.  —  Sur  les  criteria  pour  déterminer  la  nature  d'une 
conique  représentée  par  l'équation  générale  en  coordonnées 
aréolaires.  (90-92). 

Glaisher  (J.-JV.'L.).  —  Sur  quelques  fonctions  elliptiques  et  sur 
des  théorèmes  trigonométriques.  (92-97). 

Cockle  (sir  James).  —  Sur  une  intégrale  définie.  (98-101). 

Ferrers  {IS/.-M.)  — Note  sur  les  fonctions  elliptiques.  (io2-io3). 

Expressions  diverses  de 
sn(a-t- v)sn(a  — v),    cn(a -H  v)  cn(a— v),    dn(u -i- v)  dn(M  —  v). 
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Glaisher  (J.-iy.-L.),  —  Systèmes  de  formules  relatives  aux  fonc- 
tions elliptiques.  (io4-ii  i). 

Tableau  de  formules  donnant  :  i»  sn'Uf  cn'Uy  dn'u  en  fonction  de  en  su  cl 
dnaw;  a»  sn(M -t-^A)  en  fonction  de  snuj  cnu,dnu;  3"  sn»(M-t-jAr)  en  fonc- 
tion desnau,  cnai^,  dnau,  etc. 

Tajlor(C»).  —  La  perspective.  «  Qu'est-ce  qu*en  connaissaient  les 
géomètres  grecs  »?  (i  12-1 1 3). 

Discussion  des  conclusions  que  Ton  peut  tirer  d'un  passage  de  Serenus  cilé 
par  M.  Cantor  dans  ses  Vorlesungen  iiber  Geschichte  der  Mathematik. 

Niven  (  IV.-D.),  —  Sur  une  forme  spéciale  de  l'équation  de  Laplace. 
(114. 117). 

Glaisher  (J.-  W.-L,).  —  Sur  l'équation  d'addition  pour  les  inté- 
grales elliptiques  de  troisième  espèce.  (124-1 35). 

On  sait  que  le  théorème  d'addition  est  exprimé  par  la  formule  suivante  : 

n(M,  a)  +  n(t',  a)  —  l\{u-\-  V,  a)  =  J  logû; 

la  valeur  de  Q  a  été  donnée  par  Legendre  et  par  Jacobi.  M.  Glaisher  donne 
quatre-vingt-seize  expressions  différentes  pour  û,  d'où  l'on  peut  déduire  uu 
grand  nombre  d'idenlitcs  intéressantes. 

Niven  (JV.-D). —  Sur  le  potentiel  dû  ù   un  courant  électrique 
dans  un  circuit  elliptique.  (i36-i4i)- 

Scott  {R,^F.).  -^  Notes  de  Mathématiques.  (142-149). 

TVebb  {R,-R,),  —  Sur  un  théorème  de  Statique.  (i5o-i56). 

Etant  donné  un  tétraèdre  ADCD,  on  peut  déterminer  six  forces  agissant  sui- 
vant les  côtés  du  tétraèdre  admettant  une  résultante  donnée,  et  cela  d'une  seule 
manière;  au  contraire,  on  peut  trouver  une  infinité  de  systèmes  de  couples  ayant 
pour  axes  les  six  côtés  du  tétraèdre  et  un  couple  donné  pour  couple  résultant. 

Elliott  {E,'B,),  —  Extension  aux  aires  des  surfaces  courbes  d'un 
théorème  sur  les  aires  planes.  (i5G-i58). 

Etant  donné  un  segment  de  droite  ab  dont  les  extrémités  a  et  6  décrivent  deux 
portions  de  surfaces  courbes,  de  telle  façon  ciue  les  plans  tangents  aux  deux  sur- 
faces aux  points  correspondants  soient  toujours  parallèles;  soient  A  et  B  les  aires 
de  ces  portions  de  surfaces  et  C  l'aire  de  la  surface  courbe  décrite  par  un  pointe 

de  la  droite  ab  qui  divise  cette  droite  dans  un  rapport  constant  — 1  on  a  la  rc- 
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lalîon 

_mB-+-/iA  mn 

~     m-\-n  (ni-i-n)' 

S  désigne  Taire  de  la  surface  décrite  par  l'extrémilé  d'un  segment  égal  et  pa- 
rallèle à  aby  dont  l'autre  extrémité  serait  fixe.  On  obtient  un  résultat  particu- 
lièrement simple  si  Ton  suppose  le  segment  a6  de  longueur  constante  et  normal 
aux  surfaces  décrites  par  les  points  a  et  b. 

Lloyd  Tanner  (fl.-JV.).  —  Un  paradoxe  dans  la  théorie  des 
équations  diRerentielles  ordinaires.  (i58-i6o). 

Torry  (A,'F.),  —  Sur  les  coniques  inscrites  ou  circonscrites  à 
des  triangles  qui  sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique 
donnée.  (161-1^0). 

Enoncé  et  démonstration  de  propriétés  intéressantes  relatives  à  ces  coniques, 
propriétés  dont  la  plupart  sont  bien  connues. 

Mollison  (  IV, -L,),  —  Sur  la  propagation  de  la  chaleur.  (170- 

•74). 

Sharpe  (f/.-J,).  —  Sur  une  équation  différentielle.  {iy4^i85). 

Intégration  de  l'équation  différentielle 

œy-{-y-hy{x-hA)  =  o, 

par  des  séries  ou  au  moyen  d'intégrales  définies. 

Steinthal  {A.-E,).  —  La  méthode  des  moindres  carrés  appliquée 
aux  observations  qui  vérifient  certaines  conditions.  (iSS-igo). 

Tomo  XI;  188 1 -1882. 

Smith  (  H.-J,-S,),  —  Sur  quelques  séries  discontinues  considérées 
par  Riemann.  (i-i  i). 

L'éminent  professeur  s'est  proposé  de  compléter  un  Mémoire  posthume  de 
Riemann  sur  certaines  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  q  dans  le  cas 
limite  où  le  module  de  q  est  égal  à  l'unité.  Les  séries  que  l'on  est  amené  à  con- 
sidérer sont  les  suivantes  : 

elles  présentent  cette  particularité  curieuse  que,  dans  un  intervalle  aussi  petit 
qu'on  le  veut,  il  y  a  toujours  des  valeurs  de  6  pour  lesquelles  elles  sont  conver- 
gentes et  d'autres  pour  lesquelles  elles  sont  divergentes. 
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Ainsi  la  immigre  %trie  est  toujours  dircrgcnlc  lorsque  ~  est  înconimeBtnnbtr 
fl  clk  Ml  convrrgiMite  si  -  est  égal  i  la  rraclion  irrédoctible  -rt  où  a  MI  pair. 
De  mtnie  la  sMnadc  série  est  convcrgenLc  lorsque  -  est  racine  d'une  équation 
alK^briquR  i  ciierUclents  entiers  et  rependant  dans  tout  ioterralle  il  r  a  une  ia- 
QniLA  lie  valeurs  de  S  pour  lesquelles  elle  est  divergente.  H.  Smith  calcule  ir^ 

sommes  de  ces  deui  séries  pour  -  =  —  et  compUte  la  méihude  de  BiouiDii 

pdiir  trouver  la  valeur  limite  d'une  iatfgrale  diiHnie  qui  se  préMntt  aussi  dsos 
res  rccherrhcs. 

Ilobsoii  (E.-W,).  —  Sur  le  iht'orèmc  de  Fouricr.  (i  i-i4)' 

i  pour  trouver  lu  limite  de  l'intégrale  de- 

./,  -■..„.'.7.''- ■■)-./.■■«"•"■ 

tonque  A  (ead  vers  l'nnilé, 

Caytej'.  —  Sur  une  qncstioti  du  pris  Smith,  relative  au  polcnlici, 
(i5-i8). 

ftaivson  (Rohfrl)  —  Sur  la  première  n'-solvante  de  lY'qualion 

Cayley. —  Solution  d'un  problème  de  Senatc-Housc.  (23-25). 

Purser  {Frederick).  —  Sur  ceriaiaes  identités  mathématiques 
qui  se  présentent  dans  le  Traité  de  Philosophie  naturelle  de 
Thomson  et  Tail.  {-A^-Z^t). 

BusscU {iV.-Il.-L.).  —  Sur  le  calcul  des  dilTérences  finies.  (33- 
36). 

Lewis  (T.-C).  —  Quelques  propriétés  du  tétraèdre  dont  les  ciiiés 
opposés  sont  à  angle  droit.  (36-38). 

Mnnsion  [Paul).  —  Sur  la  série  harmonique  et  la  formule  deSltr- 
llng.  (S8-(o). 
DÉmonstralion  i^témenluire  de  lu  formule  de  Btirltng 

/(!.:■. î...^)  =i(i-*-C}  +  (N-i-l)/N-N+19.  I 
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Sharpe  (/i.-J,),  —  Sur  une  équation  différentielle.  (4i-44)* 

Glaisher  (J.-IV.-L.).  —  Formules  pour  sn,  en,  dn  de  w  -f-  i»  4^  (v. 

(45-48). 

Cock le  {sir  James),  —  Transformation  d'un  biordinal  de  Schwarz. 

(49-52). 

Ilomersham  Cox.  —  Sur  la  distance  des  arcs-en-ciel.  (5a- 54). 
Torry  (A, -F,),  —  Notes  de  Géométrie.  (54-56). 

Sharpe  {IL-J,),  —  Sur  une  équation  différentielle  transcendante. 

(56-63). 

Besant  (  W,-IL).  —  Note  sur  l'élasticité.  (63-64). 

Muir  {Thomas),  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  persy- 
métriques.  (65-67). 

Le  déterminant  persymétrique  de  a,,  a,,  . . . ,  a,^_|  est  égal  au  déterminant 
persymétrique  de 

flicks  {W.'M,),  —  Sur  le  nombre  de  systèmes  de  lignes  planes 
équipotentielles  du  second  degré,  symétriques  par  rapport  à  un 
axe  fixe.  (67-74)» 

Les  seuls  systèmes  en  question  se  composent  :  1»  de  cercles  concentriques; 
2<*  de  coniques  confocales;  3**  d'hyperboles  équilatères;  4"  de  cercles  passant  par 
deux  points  fixes. 

Notes  de  Mathématiques,  (74-80,  190-192). 

Greaves  (/.)•  Une  démonstration  du  parallélogramme  des  forces.  —  Afi- 
chael  (  W.-P.).  Preuve  élémentaire  du  contact  du  cercle  des  neuf  points  avec 
les  cercles  inscrits  et  exinscrits.  —  Glaislier  (J.-W.-L.),  Un  système  d'équa- 
tions différentielles  pour  les  fonctions  elliptiques. —  Van  Tunzelman  {G.-W.)» 
Un  théorème  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes  confocaux. 

Afarmheim  {A.).  Théorèmes  de  Géométrie.—  William  Woolsey {Johnson). 
Sur  certaines  relations  symboliques. 

Glaisher{J,'W.-L.).  —  Sur  les  fonctions  elliptiques.  (81-95,  120- 
i38). 

M.  Glaisher  considère  à  la  fois  douze  fonctions  elliptiques,  à  savoir  sn  m,  en  i/. 
dnUf  leurs  inverses  et  leurs  rapports.  Il  donne  les  formules  pour  le  changement 


2o8  SECONDE  PARTIE. 

de  M  en  M  -H  A-,  u  -f-  i  A'',  u-h  k  -h  ik',  le  tableau  des  dérivées  de  ces  douze  fonc- 
tions et  de  leurs  intégrales.  La  seconde  Partie  du  Mémoire  contient  les  formules 
pour  le  changement  du  module,  les  systèmes  d'équations  différentielles  et  les 
formules  de  réduction  pour  les  intégrales  telles  que /sn"iiG?u. 

Scott  {B,'F.).  —  Sur  cerlaines  formes  de  déterminants  com- 
posés. (96-98). 

Scott  (B.-F.).  —  Sur  quelques  fonctions  alternées  de  /i  variables. 

(98-103). 

Harry  Hart,  —  Note  sur  les  coordonnées  aréolaires.  (io4-io5). 

Muir  (^Thomas).  —  Sur  la  décomposition  de  certains  déterminants 
en  facteurs  quadratiques.  (io5-io8). 

Cockle  (sir  James  ).  —  Transformation  des  équations  différen- 
tielles. (109-1 1 1). 

Cayley.  —  Explication  d'un  théorème  de  la  théorie  des  équations, 
(i  ii-i  i3). 

Temperley  {Ernest).  —  Sur  le  tétraèdre  dont  les  côtés  opposés 
sont  à  angle  droit,  (i  i4-i  19). 

Woolsey  Johnson  {William).  —  Sur  la  déduction  des  formules 
elliptiques  par  la  transformation  du  module  réciproque  et  du 
module  complémentaire.  (i38-i4i)- 

— -  aux  intégrales  elliptiques. 

(142-143). 

n  *.      ^j     »•  .     iT    ♦    '  .  —  i-nOsnMcnMdnw     ,  ,   , 

Celte  réduction  est  elTcctucc  en  posant  x  =  ^ ; ,  le  module 

I  -+-  0  snw  en  w  duM 

A»  et  la  constante  6  étant  définis  par  les  deux  équations 

A'^  —  A'  -h  I  —  o,        0»  =:  —  I  —  A». 

Buchheim  {A.).  —  Quelques  applications  des  méthodes  symbo- 
liques. (i43-i45). 

Webb  [R.'R.).  —  Sur  les  pressions  et  les  déformations  en  coor- 
données cylindriques  et  polaires.  (146-1 55). 

JJebb  (/?.-/?.).  —  Sur  Téquilibre  d'une  lame  courbe.  (i56-i6o). 
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Muir  {Thomas),  —  Sur  un  dé  terni  inant  obtenu  en  bordant  le 
produit  de  deux  déterminants.  (i6i-i65). 

Scott  (B.'F.),  —  Sur  certains  déterminants  dont  les  éléments 
sont  des  fractions  rationnelles.  (165-172). 

Walker  (G. -F.).  —  Deux  constructions  pour  les  sphères  tan- 
gentes à  quatre  sphères  données.  (  1^3- 174)* 

Ces  constructions  reposent  sur  l'emploi  des   plans  qui  contiennent  six  des 
centres  de  similitude  et  de  la  sphère  orthogonale  aux  quatre  sphères  données, 

Atannheini  {A,),  —  Construire  les  axes  d'une  ellipse  dont  on 
connaît  deux  diamètres  conjugués,  (i^j-i^^). 

Taylor  {II.-M,)  —  Sur  un  cercle  de  six  points  lié  à  un  triangle. 

(»77-'79)- 

mil  Curtls  {Arthur),  —  Note  sur  les  forces  centrales.  (179-190). 

Tomo  XII,  1 882-1 883. 

Glaisher  (J.-fV.-L,).  —  Exemples  explicatifs  de  la  théorie  des 
intégrales  singulières  de  Gavley.  (i-i4). 

Étant  donnée  une  équation  différentielle  du  premier  ordrc/(j7,  ^,  y')  =  o, 
on  sait  que  la  solution  singulière,  si  elle  existe,  s'obtient  en  éliminant^'  entre 

les  deux  équations /(or,  yy  y')  =  o,  -^  =  0.  Mais  le  résultat  de  cette  élimina- 
tion ne  donne  pas  en  général  une  solution  singulière.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une 
équation  du  second  degré,  Ly'*-4-  aMy'-h  N  =  o,  l'équation  M»—  LN  —  o  donne 
à  la  fois  la  solution  singfilièrc,  s'il  y  en  a  une,  le  lien  des  points  de  rebroussc- 
ment  des  courbes  intégrales,  et  le  lieu  où  passent  deux  courbes  intégrales  dis- 
tinctes tangentes  l'une  à  l'autre  {tac-lociis).  Les  facteurs  donnant  les  deux  pre- 
mières courbes  figurent  une  fois  dans  LN  —  M%  tandis  que  le  facteur  donnant  le 
dernier  lieu  y  entre  au  carré.  M.  Glaisher  donne  un  grand  nombre  d'exemples, 
en  général  extrêmement  simples. 

Wallon  (  William),  —  Sur  la  méthode  pour  trouver  les  maxima 
et  les  minima  des  fonctions  d'une  ou  de  deux  variables  indé- 
pendantes. (i4-2o). 

Workman  (  fV.-P,),  —  Sur  les  lieux  de  contact.  (21-25). 

Si  l'équation  d'un  système  de  courbes  algébriques  est  de  degré  r  par  rapport 
au  paramètre  variable,  le  facteur  donnant  le  tacloctis  entre  à  la  puissance 
/•(/•  —  1)  dans  le  discriminant  de  l'équation  différentielle. 

Dull.  des  Sciences  mat/iém.,  7.' srv'i*^,  t.  \.  (Novembre  i88G.)  U.i4 
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qu'à  une  racine  multiple  d'ordre  $  de  Téquation  modulaire  correspondent  s 
transformations  primitives  différentes.  Le  multiplicateur  M  dépend  dans  ce  cas 
d*une  équation  algébrique  d'ordre  Sy  ainsi  que  les  coefficients  de  la  transforma- 
tion. L'application  aux  cas  de  n  =  3  et  de  /i  =  5  termine  cette  partie. 

La  seconde  Partie  est  consacrée  à  la  définition  précise  d'un  système  élémen- 
taire et  réduit  de  périodes.  Cette  définition  est  liée  à  la  réduction  des  formes 
binaires  quadratiques  de  déterminant  négatif.  Si  P  =  r  4-  w,  P'  =  r'-h  is'  for- 
ment un  système  élémentaire  de  périodes,  ce  système  sera  dit  réduit  si  la  forme 
quadratique  A  a?»  -H  2  B  jtk  -H  Cy»,  où  A  =  r"  -h  **,  B  =  rr'  -1-  m',  C  =  r'«  -i-  *'%  est 
réduite.  L'auteur  examine  ensuite  comment  on  doit  prendre  les  périodes  4K  et 
liK!  pour  qu'elles  forment  un  système  réduit,  quand  on  connaît  le  module  A-'. 

Forsyth  (A.-JR.).  —  Porisme  du  polygone  inscrit  et  circonscrit. 
(ioo-io5). 

Développement  des  conditions  que  doivent  remplir  les  rayons  et  la  distance 
des  centres  de  deux  cercles  pour  qu'il  existe  un  polygone  de  n  côtés  inscrit  à 
l'un  et  circonscrit  à  l'autre,,  pour  /i  =  3,  4»  5,  6,  7,  8,  9. 

Scott  (R.'F.).  —  Notes  sur  les  déterminants.  (io5-i  18). 
Afac  Mahon  (P. -A,).  —  Les  cassiniennes.  (i  18-120). 

Rectification  de  la  cassiniennc  à  deux  foyers  dans  le  cas  où  elle  se  compose 
d'un  seul  ovale. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Formules  pour  la  r**""*  intégrale  des  coef- 
ficients de  Legendre  et  du  logarithme  intégral.  (120-128). 

Buchheini  {Arthur),  —   Sur  Inapplication  des  quatcrnions  à   la 
théorie  des  congruences  et  des  complexes  linéaires.  (129-133). 

Forsyth  (A.-R,).  —  Les  fonctions  elliptiques  de  ^k,  (i34-i38). 

Afac  Mahon  (P.-A.).  —  Une  extension  du  problème  de  Steiner. 

(i38-i40- 

Si  d'un  point  P  d'un  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC  on  abaisse  sur  les 
côtés  trois  droites  faisant  un  angle  0  avec  ces  côtés,  les  pieds  de  ces  droites  sont 
situés  sur  une  même  ligne  droite.  L'enveloppe  de  cette  ligne  droite  est  une 
hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  différente  de  celle  de  Steiner. 

Forsyth  (A.-R.).  —  Une  série  pour  -•  (i4a-i43). 

Elliot  (E.'B.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies  liées  à  la  série 
de  Taylor.  (i44-'4^)- 
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Muir {Thomas).  —  Sur  le  périmètre  d'une  ellipse.  (i49-i5i). 

La  difTérence  entre  le  périmètre  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  6 

2 

et  la  circonférence  de  rayon  l )    est  de  l'ordre  de  «•  et  le  terme  prin- 

ripai  est  — • 

Afac  Mahon  (P.-A.),  —  L'hypocjcloïdc  à  trois  rebroussements. 

(i5i-i53). 

Propriétés  relatives  aux  triangles  formés  par  trois  tangentes. 

Burnside  {William).  —  Les  fonctions  elliptiques  de  \k.  (i54- 
i57). 

Glaisher  {J.-W.-L,),  —  Un  théorème  sur  les  partitions.  (i58- 
170). 

Glazebrook  (R.-T.).  — Notes  d'optique.  (171-173). 

Hicks  (  JV.-Af,  ).  —  Sur  la  résistance  électrique  d'une  sphère  con- 
ductrice avec  des  électrodes  données,  (i 83- 186). 

yinglin  {A. -If,).  —  Sur  le  coefficient  général  dans  certains  déve- 
loppements. (187-191). 

Cayley,  —  Note  sur  un  système  d'équations.  (191-192). 


Tome  XIII;  1 883 -1884. 

Smith  (IL-J.'S.).  —  Notes  sur  la  théorie  de  la  transformation 
elliptique.  (i-54). 

Notes  trouvées  parmi  les  papiers  du  regretté  Smith;  ces  fragments  étaient 
destinés  à  un  travail  important,  qui  devait  faire  suite  au  Mémoire  publié  dans 
le  Tome  précédent.  On  les  a  reproduits  dans  l'ordre  qui  a  paru  le  plus  conve- 
nable. 

Sur  les  fondions  Q(i»))  et  Q'(o)).  —  Kmploi  des  transformations  de  la  fonc- 
tion de  seconde  espèce  pour  obtenir  des  expressions  rationnelles  en  X*  et  X' 
pour  les  coefficients  de  la  transformation  d'ordre  n.  —  Relations  des  formules 

de  Jacobi  enirc  les  éléments  tj  avec  la   transformation  représentée  par  la  for- 

^    ->  #-| 

mule  bi  —   '    r  r,t  '  ~  Nouvelle  théorie  des  fonctions  Q(w)  et  Q'((i*).  —  For- 
mules  relatives  aux  fouelion^^  ellipti((ues  de  seconde  espèce.  —  Les  fonctions  Al 
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de  Weierstrass.  —  Les  courbes  modulaires.  —   Sur  les  quarts  de  périodes  K, 

Càyley,  —  Sur  la  transformation  linéaire  des  fonctions  8.  (54- 
60). 

L'illustre  géomètre  envisage  les  fonctions  0  comme  limites  du  produit  d'un 
nombre  infini  de  facteurs  rationnels;  la  méthode  repose  sur  les  résultats  qu'il  a 
obtenus  dans  l'important  Mémoire  publié  dans  le  t.  X  du  Journal  de  Liou- 
ville, 

Larmor  (/.).  —  Un  porisme  relatif  aux  cercles.  (61-62). 

Extension  des  théorèmes  de  Poncelet.  —  Si  l'on  a  une  série  de  cercles  tan- 
gents à  deux  cercles  fixes  ou  les  coupant  sous  des  angles  fixes,  telle  que  deux 
cercles  consécutifs  de  la  série  se  coupent  sur  un  cercle  donné,  le  second  point 
d'intersection  de  deux  cercles  consécutifs  sera  sur  un  quatrième  cercle  fixe;  si 
la  série  est  fermée,  il  en  sera  de  môme  de  toute  série  obtenue  en  changeant  le 
point  de  départ. 

Buchheim  {Arthur).  —  Notes  de  Mathématiques.  (62-66). 

Transformations  orthogonales.  —  Transformation  de  Poisson  pour  les  équa- 
tions de  la  Dynamique.  —  Une  identité  dans  la  théorie  des  matrices. 

S  harpe  (H.-J,).  —  Sur  une  équation  différentielle.  (66-79). 

Suite  des  recherches  de  l'auteur  sur  l'équation 

Jcy" -h y -{- y  {x -h  A)  =  o. 

Pearson  {Karl),  —  Note  sur  les  torsions  d'un  solide  élastique 
indéfini.  (79-95). 

Muir  {Thomas).  —  Sur  un  développement  particulier  d'un  dé- 
terminant spécial  du  sixième  ordre.  (95-io3). 

Elliot  {B.-B.).  —  Nouveaux  théorèmes  sur  des  intégrales  définies 
liées  à  la  série  de  Taylor.  (103-107). 

Cayley.  —  Sur  le  théorème  d'Archimède  relatif  à  la  surface  d'un 
cylindre.  (107-108). 

Nanson  {E,-J,).  —  Sur  le  potentiel  d'un  ellipsoïde.  (109-1 10). 

Sharpe  {H.-J.),  —  Sur  les  fonctions  F  d'une  variable  complexe. 

(1H-112). 
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Les  intégrales 


/  (2X*-{- Woex)  dx 


es 
6- 


s'expriment  au  moyen  des  fonctions  r  d'une  variable  imaginaire. 

Nanson  {E,-J.).  —  Sur  les  conditions  d'équilibre  des  forces  dans 
l'espace,  (i  i3-i  16). 

Leudesdorf  {C),  —  Démonstration  du  théorème  de  Feuerbach.  I 

(1 16-120). 

Buchheim  {Arthur),  —  Application  des  quaternions  à  la  théorie 
des  complexes  linéaires.  (120-124). 

Neuberg  (M.-J.).  —  Démonstration  analytique  du  théorème   ^^ 

M. -S.  Roberts  sur  quatre  sphères  concourantes,  (i  24-1 25). 

les 
Si  sur  chaque  arête  d'un  tétraèdre  on  marque  un  point  arbitrairement 9 

quatre  sphères  passant  par  un  sommet  et  les  trois  points  marqués  sur  les  a^"^ 

aboutissant  à  ce  sommet  sont  concourantes. 

Glaisher  (7.-  IV.-L.).  —  Sur  quelques  formules  algébriques  1  i 
à  un  système  de  séries  en  q  dans  les  fonctions  elliptiques,  (f 
i35). 

Aluir  {Thomas),  —  Sur  le  développement  des  déterminants 
ont  des  éléments  polynomiaux.  (i35-i39). 

Forsyth  {A,-R,),  —  Preuve  d'un  théorème  de  Cayley  relatif 
matrices.  (139-142). 

Mac  Afahon  {P,-A.),  —  Note  sur  une  identité  algébrique,  (i 

i44). 

Si  a  -{-  b  -h  c  =  Of  on  a 

/a  b  *^      \       [  b   -  c       c  —  a       a  —  b\ 

\b  —  c       c  —  a       a  —  b  I       \     a  b  c     1 

II  existe  une  identité  analogue  dans  le  cas  de  n  quantités,  telles  que  la  sonni^^ 
de  leurs  puissances  A^*""  soit  nulle  (A:  =  i,  3  . . .,  /i  —  2). 

Taylor  {II, -M,),  —  Sur  une  surface  cubique.  (i45-i48). 

Il  s'agit  de  la  surface  cubique,  lieu  des  centres  des  quadriqucs  passant  par  huit 
points  fixes.  Cette  surface  contient  les  milieux  des  droites  joignant  ces  h»"' 
points  deux  à  deux. 


Il 


^- 


i 


^- 


iïrino- 


»•  un 


P^^'^'-e  c^ecro..,.,.,. 


'""' d'une  ff.!„.s,  ,.      . 

'■■ru  a 

'«"'cmcDt  ?     "  ^"notions  sv„      '"""'""» 

*■  I  on  a 


:r". 


-Wt'nsw 


'"^'•^  points  d 


/iii 


on. 


"•  '«  iia.-c 


/"«-'iiirrc  l'en/. 
""'••atiiivc   „ 
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Afannhetm  (A.).  —  Sur  le  déplacement  d'un  dièdre  de  grandeur 
constante.  (168-169). 

Forsyth  (A.-JR.).  —  Les  racines  primitives  des  nombres  premiers 
et  leurs  résidus.  (169-192). 

Exposition  élémcotairc  de  cette  théorie.  Le  travail  cooticat  an  Tableaa  des 
raciocs  primitives  des  aombres  premiers  jusqu'à  53  ioclusivemeot. 

Tome  XIV;  1884- 1885. 
Harry  Hart.  —  Sur  les  quadriques  focales  d'une  cjclîde.  (1-8). 

Discussion  de  la  forme  d'une  cyclide  d'après  la  nature  des  qoadrtqaes  focales. 

Mac  Mahon  (P,-A,).  —  Identités  algébriques  déduites  d'une 
extension  de  la  formule  de  Waring.  (8-11). 

Cayley,  —  Note  sur  une  difficulté  apparente  de  la  théorie  des 
courbes,  lorsque  les  coordonnées  d'un  point  sont  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  variable.  (12-14). 

Johnson  (  W,-  W,)*  —  Note  sur  une  méthode  de  former  les  périodes 
des  fractions  décimales  périodiques.  (i4-i8). 

Notes  de  Malhéniatirj lies,  (18-21,  189-192). 

Hopkins  {F.-V.).  Sur  une  courbe  lice  à  l'intégrale  elliptique  de  première  es- 
pèce.—  ftogi;  {Il.-V.).  Théorème  de  Rodrigucs.  —  Mannheini.  Note  sur  les 
appareils  articulés. 

Mannhcini.  Sur  la  surface  des  ondes.  —  Gri/fiUis  {John).  Sur  une  intégrale 
définie.    -  Cayley  {A.).  Sur  un  opérateur  différentiel.  —  Sur  la  valeur  de 

tang(sinO  )  —  sin(tangO). 
—  Nanson  {E.-J.).  Sur  une  certaine  inégalilé. 

Cayley,  —  Sur  une  formule  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. (21-22). 

Al.   Cayley  obtient  les   Irois  formules  d'addition  en   appluiuant   le    théorème 
d'Abi.^l  à  la  bi(|ua(lraliquc  gauche  x* ~r- y^  =  i,  ^^-}- A*^x*  =  i. 

Forsyth  {A. -IL).  —  Noie  sur  la  formule  du  professeur  Cavlev. 

(  23-2;')). 

Nouvelles  formules  (pic  l'on  peut  déduire  de  la  méthode  de  M.  Cayley  en  la 
romplétant  un  peu. 
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t,\.  -^  Quelques  théorèmes  généraux  relatifs  à  l'in- 
I  quatcrnîons.  (aô-S^). 

-  Note  sur  les  courants  induits  dans  une  sphère 
BIS  uD  champ  (le  force  inagnélique  uniforme.  (3-j- 


|,  —  Sur  certains  produits  symétriques  contenant 
oitives  de  l'unité.  (4o-56). 

U  produilII(U,  +  «0,  +  «'i;,  +  ...  +  u'-'l)„),  où  l'on  prend 
1  radncs  de  l'unité,  3  Otant  un  nombre  premier. 
htinl  le  moyen  de  trouver  lu  furnie  d'un  terme  quelconque 
iner  les  cocDlcicuts  numériques.  A  cliaque  fuioiulc 
it  niucbcr  lu  résolution  algébrique  d'une  équation.  Ainsi 
le  dcgrâ 


-■,a'x  +  b  = 


Ij'nddilion  des  fonctions  elliptiques.  (56-6i)- 

\e  poitr  obtenir  les  formules  d'addition  en  appliquant  le  théo- 
kiquadratique  gauche.  Au  lieu  de  prendre  quatre  points  dans 
rend  deux  couples  corésiduels  de  points. 

hurla  théorie  d'un  système  de  forces  appliquées 
lasliitique.  (Gi-^S), 

-  L'équilibre  astatiquc.  —   Systiïme  géué- 


hhttr),  —  Une  extension  du  théorème  de  Pascal  à 
jîâ  dimensions,  (74-75). 

\f  est  Inscrit  dans  une  cubique  gauche,  les  intersections  des  faces 
untre  giiaérairicea  d'un  même  hyperbuloïde.  Démonstration  ana- 


.-//■).  — Deux  théorèmes  généraux  dont  les  théorèmes 
ijLlc  et  de  Laplace  sont  des  cas  parliculiei'S.  (~6-8~). 


'<•(  proposa  de  développer  en  série  ord 
ii'Unn  quelconque y(^J,  y  désignant  l> 


suivant  lus  puissances 
c  du  l'équation 


J=l-rJ'»,(^)+     ■ 
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qui  se  réduit  à  z  pour  :r  =  o,  4>,  (^),  4>,(>')»  •  ••  désignaat  àcs- 
conques  de  y.  L'expression  symbolique  des  coefficients  csl 


Lamb  {Horace).  —  Preuve  d'un  théorème  d^HvdcxMlouiwfK. 

(87-92). 

Syhesterj^J.'J.).  —  Sur  le  paradoxe  géométrique  dcd"Alf«li«t 
et  de  Carnot  et  sa  solution.  (92-96). 

Cayley.   —  Sur  la   résolution   de    Cardan    pour    Téquatiott  di 
troisième  ordre.  (96-97). 

Frost  {Percival).   —  Sur  une  certaine   surface   cobiqne.  {07- 
100). 

Il  s'agit  de  la  surface  cubique  étudiée  par  M.  H.-M.  Taylor  dans  le  To^  pré- 
cédent. 

Harry  Ilart,  —  Sur  des  théorèmes  analogues  à  celui  de  Goldin. 

(loo-ioa). 

Glaisher  {J.-W.-L.),  —  Note  sur  une  classe  de  formules  que  Ton 
déduit  des  séries  en  ^dans  les  fonctions  elliptiques.  (102-108). 

Cayley,  —  Sur  l'équation  en  quaternions  ^Q  —  Qy'=  o.  (108- 

1 12). 

Cayley,  —  Sur  le  paradoxe  géométrique  de  d'Alembert  et  de 
Carnot.  (i  i3-i  i4). 

Tucker  (/?.).  —  Construction  géométrique  du  cube  d'un  nombre. 

(ii4). 

Muir  {Thomas),  —  Sur  les  fractions  continues  qui  représentent 
les  racines  carrées  des  nombres  entiers  et  ont  un  nombre  pair 
d'éléments  dans  le  cycle  des  dénominateurs.  (1  1 5-122). 

Barnside  {William),  —  Sur  certaines  harmoniques  sphériqiies. 
(i:>>2-i26). 

Buchheim  {Arthur).  —  Une  application  des  méthodes  symho- 
liques.  (127-128). 

Cayley.  —  Sur  les  cubiques  gauches  situées  sur  une  quadrique. 

fi  :>.()-!  32  ). 
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Distinction  de  ces  deux  cubiques  en  deux  espèces,  suivant  qu'elles  rencontrent 
les  génératrices  d'un  système  en  un  point  ou  en  deux  points. 

Roberts  {R.-A.),  —  Sur  un  lieu  relatif  à  une  certaine  surface. 

(i32-i34). 

On  sait  que,  si  Ton  peut  circonscrire  un  triédre  trircctangle  à  un  c(\nt  du 
second  ordre,  on  peut  en  circonscrire  une  infinité.  Ce  théorème  ne  s'étend  que 
par  exception  aux  cônes  de  degré  supérieur.  M.  Roberts  donne  un  exemple  in- 
téressant qui  est  lié  à  la  surface  de  Steiner. 

Roberts  (R.-A.),  —  Sur  les  trajectoires  orthogonales  de  certains 
systèmes  de  cercles.  (i34-i38). 

L'auteur  considère  successivement  les  cercles  coupant  orthogonalement  un 
cercle  fixe  et  satisfaisant  à  une  autre  condition,  les  cercles  tangents  à  deux  cer- 
cles fixes,  les  cercles  doublement  tangents  à  une  conique  ou  à  une  quartique  bi- 
circulaire,  les  cercles  orthogonaux  en  deux  points  à  une  conique. 

Hime  (II.-ÎV.-L.).  —  Sur  une  construction  géométrique  pour 
obtenir  le  centre  de  gravité  de  trois  poids  placés  aux  sommets 
d'un  triangle.  (i38-i4i). 

Muir  (Thomas).  —  Note  sur  une  équation  liée  à  la  recherche 
des  petites  oscillations  d^un  système  autour  d'une  position  d'é- 
quilibre. (i4i-i43)' 

Buchheim  (Arthur).  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  déterminants 
symétriques.  (i43-i44)- 

Ces  deux  articles  se  rapportent  à  l'équation  en  s  généralisée. 

Lacklan  (/?.)•  —  L'équation  d'un  petit  cercle  d'une  sphère.  (i45- 

l52). 

Lloyd  Tanner  (H.-  W.).  —  Note  sur  le  cas  ambigu  de  la  Trigo- 
nométrie sphérique.  (i53-i54). 

Jenkins  (M.).  —  Note  sur  l'article  précédent,  (i  J5). 

Glaisher  (J.-fV.-L.).  —  Sur  le  carre  de  la  série  dans  laquelle  les 
coefficients  sont  les  sommes  des  diviseurs  des  exposants.  (i56- 
i63). 

MaC'Mahon  (P. -A.).  —  La  multiplication  des  fonctions  symé- 
triques. (164-167). 
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Taidc  d'un  système  des  deux  équations  modulaires  simultanées  : 

-i 


dr 


-hV{i-huy)—  j{i—y*) 


2l]{ï -h  iiy)  —  M»(i  —  .r') 


-h  2uy-h  M>)  v/î  — ^•'  i/U'+  U(l  -h  M^')  —  J (!—>") 


où  n  est  un  nombre  entier  arbitraire,  et  où  E,  I,  py  p^  sont  respectivement  le 
coefficient  d'élasticité,  le  moment  d'inertie  de  la  section  de  l'anneau,  la  pres- 
sion par  unité  de  longueur  de  la  fibre  moyenne,  le  rayon  de  cette  fibre  après  la 
compression  simple  sans  flexion  duc  à  la  pression  p. 

L'entier  n  étant  arbitraire,  il  pourra  se  produire  en  général  une  infinité  de 
modes  de  flexion.  Mais,  si  les  dimensions  de  l'anneau  sont  suffisamment  grandes, 
les  deux  équations  précédentes  pourront  n'être  plus  compatibles  que  pour  cer- 
taines valeurs  de  l'entier  n,  et  si  ces'dimensions  sont  plus  grandes  encore,  elles 
pourront  devenir  incompatibles,  quel  que  soit  n.  Alors  la  pièce  sera  préservée 
de  toute  flexion  accidentelle  :  il  suffira  pour  cela  de  prendre 

El         4 
î  ^  ~* 

P?l       9 

Ce  nombre  |-  ne  représente  pas  la  limite  la  plus  faible  possible.  M.  Maurice 
Lévy  assigne  à  cette  dernière  la  valeur  probable  ^,  induction  qui  depuis  a  été 
justifiée  rigoureusement  par  M.  Halphen. 


justifiée  rigoureusement  par  M.  Halphen. 


Le  Cordier,  —  Théorie  des  actions  électrodynamiques  les  plus 
générales  qui  puissent  être  observées.  (43-96). 

En  partant  de  l'hypothèse  des  actions  directes  à  distance,  Ampère  a  calculé 
l'influence  mutuelle  de  deux  éléments  de  courant  linéaires.  En  supposant  les 
^  actions  propagées  par  un  milieu  continu,  M.  Rcynard  a  donné  du  même  pro- 
blème une  solution  difl'ércnte.  Le  désaccord  disparaît  quand  on  évalue  la  résul- 
;:'' tante  des  actions  de  tous  les  éléments  d'un  contour  fermé  sur  un  élément  de 
emirant;  mais  les  données  seules  de  l'expérience,  sur  lesquelles  s'appuie  exclu- 
•  '  jiTement  M.  Le  Cordier,  peuvent  le  faire  disparaître  indépendamment  de  toute 
^tjFpothèse.  L'analyse  de  l'auteur  embrasse  tous  les  systèmes  de  courants  fermés 
^i«ne  ou  à  plusieurs  dimensions. 

j  '^  Deox  méthodes  sont  successivement  employées  :  la   première  repose  sur  les 

.  r*^tt  d'équilibre  les  plus  simples,  la  seconde  sur  les  résultats  d'expérience  les  plus 

k'^ioontestables.  Celle-ci  exige  uniquement  qu'on  admette  que  l'action  cherchée 

^^'\  réduit  à  une  force  unique  appliquée  ù  l'élément  qui  la  subit.  La  première 

v'Mliode,  qui  n'implique  aucune  hypothèse  théorique,  conduit  aux  mêmes  for- 

</lles  avec  autant  de   rigueur  et   plus  de  généralité;   on  devra  la   préférer, 

>iBqa'on  aura  refuit,  avec  toute  lu   précision  désirable,  les  deux  expériences 

,  Tantes  : 

•  Un  système  fixe  de  couruuts  fermés  ne  peut  faire  tourner  un  arC  circulaire 

Hiéophore  mobile  dans  sun  plan  autour  de  son  rentre. 


»■  Un  parril  ïysi6ni« 


SECOMIE   l'AHTIE. 
c  pcul   relire  tdurn^  lautnu 


de  ion  ue  itttnMia 


Joukovsky,  —  Sur  le  principe  de  In  moîntirc  nclion.  (1)7-100). 

UdmoDïlntioD  éUmenluire  du  théorème  de  Snret  :  la  variation  du  rlcatii'i 
ordi'C  de  lu  quantité  d'iclloncst  cssculielicment  puiitive. 

Farkas.  —  Sur  les  fondions  îti^'ratives.  (ioi-i(i8), 

Vilêralhv  de  degré  k  d'une  fiincli'ni/(î)  esL  diiCnie  par  U  relïlîon  rc^i 

*.==/<=.-,),        ^.=  =- 

el  que  toDtcs 


i  'iltrUittftaal 


I^rsque/(s)  Mt  bolomorphc  dans  ui 
représen  téci  par  des  points  sitn£s  i  i' 
une  limite  tixe,  do  quelque  manière  qae  l'entier  positif  t  devienne  înrini.  ]>  h- 
mito  î  de  i,  eil  racine  de  réquaiinn/(a)  =  a  (Sclirœder).  Duns  cec»i  ici  il*- 
ratîTDi  Ae/1,3)  sont  dites  coDVCrgcnlcs  dans  l'aire  5. 

Si  l'aire  /(S),  domaine  du  point  j,  quand  le  piiinl  s  se  meul  dans  l'aire  S, 
tït  coDiprite  dans  l'aire  S  et  7  reste  toujours  compriae  Inrsqne  5  te  nMuii  I  m 
point,  les  itiTalive»  de /(s)  sont  conrcrgeniei  dans  l'iiire  S. 

M.  Farkas  généralise  la  notion  d'itdratiie  :  ■■  l'itâralivc  de  dep^  fraction' 
naire  ~'  de  la  runetioo/(3)  est  la  Tonctioa  dont  l'iU'ralive  de  de^m  est  égale 
i  l'itérative  de  degré  n  de/{i);  i*  l'itérative  de  degré  négatif  est  di-linlc  p«r 
ta  relation  /'(•_,)  =3. 

Le  problème  de  l'iti^ration  «naljrtîquc  a  ponr  but  d'ciprimer  les  it^rallra 
d'une  fonction  analyliqae  par  une  fonction  analfiique  de  l'indice  k  coiaiiitir 
comme  variable  indépendanie.  l.'auteur  transforme  re  probli^me  eo  rannlnnl 
.ine/'(s)  s(lli^fa>t,  pour  loiHca  les  ï.-ikiirs  de  lindirc.  à  l'L'quilwn  dr 
lU.  Sclinedcr. 

ç(/'(;)]^a'ï(s), 


où  a  e: 


1,'étudc  de  l'il 

Si/(;)c*th. 

li<.n/(i:)-;c 


.  f  une  fonction  définie  par  la  relation 

lalytiquc  csl  alors  rùduilc  à  celle  de  la  fonction  9. 
;  dans  un  rcrcte  décrit  d'une  des  racines  ;de  l'^ni- 
;  comme  centre  avec  un  rajon  plus  |;rand  que  Funilê,  el  que  I'm 

est  liolomorplic  dans  le  cercle  de  rayon  i  décrit  du  point  î  comnie 


Lcgebeke.  —  Sur  iioe  l'ormule  générale  relative  à  l'éleclnsalion; 
par  M.  II.  Clatisius. 


J 
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U  le  potentiel  en  ce  point  de  la  couche  de  densité  h  et  d'autres  couches  ré- 
pandues sur  d'autres  surfaces  données; 

V  le  potentiel  au  point  en  question  quand  on  remplace  les  couches  susdites  par 
d'autres  de  densité  t;; 

dtù  un  clément  de  la  surface  C. 

On  aura 

2:/UTjrfa)=  ZfXhdîù, 

Cette  formule,  qui  n'est  qu'une  transformation  de  celle  de  Green,  donne 
comme  cas  particulier  celle  de  M.  Clausius  quand  on  y  fait  les  U  et  les  V  con- 
stants. 

« 

Le  Cordier.  —  Actions  mécaniques  produites  par  les  aimants  et 
par  le  magnétisme  terrestre,  (i  i3-i46). 

Jajjlonski.  —  Recherches  sur  Faction  de  la  matière  pondérable 
sur  Téther.  (147-180). 

Fresnel  admet  que  l'éther  engagé  dans  un  milieu  cristallisé  subit  des  défor- 
mations parallèles  aux  lignes  du  cristal.  Reprenant  une  idée  de  Cauchy,  M.  Ja- 
blonski  retrouve  et  calcule  la  loi  de  ces  déformations,  dans  l'hypothèse  d'une 
action  directe  des  molécules  pondérables  sur  les  particules  d'éther.  L'expression 
des  déformations  une  fois  connue,  on  peut  former  les  équations  du  mouvement 
de  l'éther  engagé  dans  un  milieu  matériel  d'une  structure  déterminée.  On  trouve 
ainsi  une  relation  très  simple  entre  les  indices  de  réfraction  et  le  coeffîcient  de 
dilatation  ou  de  contraction  de  l'éther.  En  discutant  le  résultat  obtenu,  on  est 
conduit  à  cette  conclusion  :  si  dans  l'éther  libre  les  vibrations  longitudinales 
peuvent  se  propager,  l'éther  est  repoussé  par  le  milieu  pondérable,  et  la  densité 
moyenne  de  l'éther  dans  ce  milieu  est  moindre  que  celle  de  l'éther  libre. 

Cette  conclusion  est  contraire  à  l'hypothèse  de  Fresnel,  que  les  densités 
moyennes  de  deux  milieux  éthéréssont  inversement  proportionnelles  aux  carrés 
des  vitesses  de  propagation  des  vibrations  transversales. 

Méray.  —  Exposition  nouvelle  de  la  théorie  des  formes  linéaires 
et  des  déterminants.  (181-280). 

Le  Cordier.  -7-  Actions  mécaniques  produites  par  les  aimants  et 
le  magnétisme  terrestre.  (28i-3a8). 

Jablonski,  —  Recherches  sur  Faction  de  la  matière  pondérable 
sur  l'éther.  (329-365). 

Léauté.  —  Sur  l'équilibre  et  la  déformation  des  pièces  circulaires. 

(367-385). 

On  est  en  droit  d'admettre  que  les  forces  extérieures  agissant  sur  la  pièce 
circulaire  peuvent  être  évaluées  comme  si  celle  pièce  n'avait  pas  été  déformée, 
les  réactions  des  nppuis  pouvant  dépendre  des  déformations.  Les  équations  de 


224 


SECONDE   PARTIE. 


l'équilibre  se  réduisent  dès  lors  à  trois  équations  ordinaires  du  premier  degré 
et  six  équations  diffcrenticlles  linéaires  à  coefficients  constants,  que  les  mé- 
thodes connues  permettent  d'intégrer.  Ces  équations  déterminent  les  neuf  in- 
connues du  problème,  savoir  :  les  trois  composanles  de  l'effort  éla>tiquc,  l'al- 
longement, le  glissement  et  la  flexion  en  un  point,  les  déplacements  de  ce  point 
suivant  la  tangente  et  la  normale,  la  déviation  angulaire  de  la  section  nornnalo. 

Les  intégrales  renferment  six  constantes  arbitraires.  Ces  constantes  conservent 
les  mêmes  valeurs  tant  (jue  les  efforts  élastiques  no  subissent  pas  de  variation*» 
brusques  par  le  fait  de  la  réaction  d'un  appui  ou  de  l'action  d'une  force  exté- 
rieure de  grandeur  finie.  Si  l'on  partage  la  pièce  en  n  tronçons  séparés  soit  par 
un  support,  soit  par  un  point  d'application  de  force,  il  entrera  dans  la  solution 
6/ï  constantes.  M.  Léauté  montre  qu'on  aura  dans  tous  les  cas  0/ï  équations  pour 
les  déterminer. 

Le  problème  de  l'élimination  des  douze  constantes  relatives  à  deux  tronçons 
contigus  amène  l'auteur  au  théorème  suivant,  qui  est  la  généralisation  de  celui 
du  Clapeyron  sur  les  trois  moments  successifs  dans  une  poutre  droite  à  plusieurs 
travées  :  • 

«  Dans  une  pièce  circulaire  à  plusieurs  appuis,  les  réactions  d'un  point  d'appai 
quelconque  peuvent  toujours  s'exprimer  à  l'aide  des  réactions  des  deux  points 
d'appui  immédiatement  voisin^  et  les  relations  ainsi  obtenues  sont  linéaires.  » 

Sauvage.  —  Intégration  d'un  système  d'équations  aux  différen- 
tielles totales.  (387-406). 

Soit  le  système 

(  f  —  1 , 2, . . ..  /î), 

où  Icsrt,  h,  ...,  l  désignent  des  constantes.  Il  admet  au  moins  une  intégrale  de 
la  forme 


^'.r^A.e'V' 


'•■'••-^  .^'W, 


r)ù  chaque  nombre  r'i.  satisfait  à  l'équation  caractéristi(iuc 


(0 


if 

rt /Il 


rr 


•  •  •        »  nn  '  t 


--   f). 


Si  toutes  les  équations  caraclérisLiciues  ont  leurs  racines  distinctes,  voici  la  rc?!'' 
[M)ur  intégrer  le  système  (i). 
Les  équations  du  premier  degré 


O 


admettront  une  solution  déleriiiinée  pour  les  valeurs  propf)rtionncll('s  do  A,. 
Aj,  ...,  A„.  Lrs  raritics  dos  iiutros  équations  caracléristi|ucs  seront  détorniiiu'c> 
successivement  par  Tune  des  séries  de  rapi)orts 


/• 


•V^'..-^  • 


\.M 


-I-  \    "■ 


y,'- 
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où  r'k  représente  sucocssivemcnt  toutes  les  racines  de  l'équation  (q).  On  pourra 
ainsi  former  n  solutions,  constituant  un  système  fondamental 

ra=Aa«'*»^'''"'^V'r        (A-=  1,2,  ...,/i). 

Dans  le  cas  général  où  toutes  les  équations  caractéristiques  n'ont  pas  leurs 
racines  distinctes,  la  méthode  d'intégration  doit  être  modifiée  suivant  une  règle 
indiquée  par  l'auteur. 

Au  système  (i)  se  ramène  le  système 

par  la  transformation 

AppelL  —  Sur  une  formule  de  M.  Tisserand  et  sur  les  fonctions 
hypergéomé triques  de  deux  variables.  (407-428). 

Soit 


\--^^''^''^KP.z), 


M.  Tisserand  s'est  proposé  de  trouver  une  formule  générale  donnant  le  déve- 
loppement du  polynôme  P<^)(/')  -s)  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  2;  et  y 

quand  on  pose 

5  =  jx  cosa;  -4-  v  cos^. 

Ce  développement  est  de  la  forme 

P<^'>  (  /?,  5  )  =  4  2  h^f  cos  ix  cos  iy. 

M.  Appell  a  montré  précédemment  que  les  coefficients  K.-'^  peuvent,  quels  que 

soient  /y,  p.,  v,  s'exprimer  à  l'aide  d'une  des  fonctions  hypcrgéométriques  de  deux 
variables  qu'il  a  étudiées  dans  le  Journal  de  Math,  pures  et  appliquées^ 
année  1882.  II  signale  actuellement  une  propriété  de  ces  coefficients  qui  les  rap- 
proche des  fonctions  sphériqucs:  c'est  que  l'intégrale  double 


//, 


^V  (  ,  _  ,  p,.  _  ,  y.  )^  -  »  BJ-''  ï\^f  rfHl  dv 


[où  — i>o  j,  étendue  aux  limites 

H^^O»      V>0,       I —  2J1» — 2V'>0, 

est  nulle  tant  que  N  difi^èrc  de  N,. 
Dans  l'application  à  la  Mécanique  céleste  que  M.  Tisserand  avait  en  vue,  on  a 

a  —  COS'  -»         V  =  sin»-. 
^2  2 

Bull,  des  Sciences  mathéin.,  2'  série,  t.  X.  (Novembre  1886.)        R.i5 
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Dans  ce  ras,  le  rocffiricnt  bJ*''*»  considéré  comme  fonction  de  J,  Térifie  anc 

équaiion  linéaire  du  Iroisiéme  ordre,  déjà  indiquée  mais  non  complètement 
formée  par  M.  Callandreau.  Après  quelques  réflexions  générales  sur  les  équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles,  M.  Appel!  forme  Téquation  dn  troisième 

ordre  à  laquelle  satisfait  B^^' . 

Gilbert.  —  Sur  quelques  conséquences  de  la  formule  de  Greenet 
sur  la  théorie  dn  potentiel.  (4''i9-444)* 

Cette  V>te,  rédigée  dans  un  but  didactique,  a  pour  objet  principal  la  démon- 
«trati*>a  hç'>orea54r  des  théorèmes  de  Gauss  sur  la  possibilité  de  couvrir  une 
«MirCace  Je  matière  açi^ante  de  façon  que  le  potentiel  de  la  cooche  satisfasse  i 
•irriaïae  4^Mldîtiofl.  L'aotear  soit  à  peu  près  la  même  marche  que  M.  Betti. 


IWCAIKE  K  L  ACADÉMIE  ROYALE  DES  SCIENCES,  des  Lettees  et  des 
tk.%v\-.\n5  se  BcLCiQCC.  Braxelles,  Hayez,  in-i8  (^). 

Tome  XLV;  1879. 

TilU  J.  «/«r  •-  —  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  A.-H.-E.  La- 
iiMH«f.  .Vs^ociê  de  r Académie,  né  à  Calais  le  16  septembre  1806, 
msort  À  Do<ui  le  i4  mars  1873.  (2o5-254). 

Vi.i*.  Il  -H  .'îir'-Era'f^:  L^maric.  né  à   Calais  le   16   septembre   iStKi,  mort  i 

.  II..:    »•     .  Ti.i-^    *-'-.  A  ctc  pr>»fe5>eor  de  construction  à  l'école  du  Génif  civil 

..  I  .     .       -  ^  *  ^  -    r  A  liliu-,  prinripalenicnt  dans  les  Hecueils  de  l'Aca- 

,    n-    ;.   _•".,:  /-s:   :   a*,  il  ûisàit  parlie  depuis  18^7,011  }j;rand  nomlire  de  .M^ 

!.    ..--      .:      .       1"^".     2:  r    ur  "l']H  une  théorie  rinématiquc  des  courbes  cl 

>.  -.--.•    -     :«>  ••    -ir    !  .  irc   l'.'nJamenlale   suivante    :  •    Une  courbe  e>l  U 

.  •    .*::•!.::    -e  ^-f-i  -ur  une  droite  (tangente  à  la  courbe),  tandi>  qac 

;.~  i-ï'  il',    ir  i*  r«  ;at  •.  La  plupart  des  résultats  obtenus  par  lui  en 

:      -  :    r:  i     :m  •  -  2:  rx-um'.>  dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Exposé  iTO 

M  .'    :-.    ':.  ^-  :./"  -^/-iriWtf  i/i/'.i:rrt/,  iSGi  et  i863;  Paris,  Gauthier-Villir^ 

\        ::    .  i-        ::   •  "'.  '   :.'  -  .::ii'..r  ici  quelques  autres  de  ses  Iravaui  :  i"  Ètud^ 

.j:   ::^i:::-ii  fond  Amentales  du  Calcul  dijfcrentiei.i^':'' 

■^..-f    ii  B-rUique,  t.  X\l\),  où,  en  cherchant  à  établir 

^    :  .:.-•••:>  :*  a.*:i'»ns  continues,   il   montre  rin>ufd>aQce  «irt 

^    .      .;-  .:     r  •  ir*  -  -:*  irri\e  a  maints   résultats  curieux  sur  les  limites 

.i      :-,..-'     A  Fx  :  Ax    :  2-  un  essai  de  Démonstration  du  posta- 

t    ..-  .    .  .       "  ••      5  — .Vr.v.J  de  l'Académie  de  Belgique,  i.  WXIII  ).  •« 

.  :      .  •      •  :   a*  .l.-f.  ctlle  tJe  ligne  équidistante  de  U  droite,  dii: 


• 
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de  Tilly  a  montré  toute  l'importance;  3*»  un  petit  Mémoire  inséré  dans  le  t.  XIX 
des  Bulletins  de  V Académie  de  Bruxelles,  où  il  a,  le  premier  (  avant  Foucault)^ 
indiqué  Tusage  du  gyroscope  pour  prouver  la  rotation  de  la  Terre;  4*  deux  Mé- 
moires Sur  la  stabilité  des  systèmes  liquides  en  lames  minces  {Mémoires  de 
l* Académie  de  Bruxelles,  t.  XXXV,  XXXVI,  i865,  1867),  où  il  démontre  les  prin- 
cipales propriétés  des  systèmes  laminaires  de  M.  Plateau  d'une  manière  extrême- 
ment remarquable. 

Tome  XLVI;  1880. 
Mailly  {E.),  —  Notice  sur  Ernest  Quetelet.  (169-216). 

Ernest  Quetelet,  fils  du  célèbre  statisticien  Adolphe  Quetelet,  est  né  à  Bruxelles 
le  7  août  1825  et  mort  à  Ixelles  le  6  septembre  1873.  On  lui  doit,  comme  géo- 
mètre, une  généralisation  de  la  théorie  des  foyers;  comme  astronome,  un  Cata- 
logue des  étoiles  à  mouvement  propre,  quand  celui-ci  est  au  moins  d'un  dixième 
de  seconde. 

TomeXLVII;  1881. 
Ne  contient  de  Notice  sur  aucun  mathématicien. 

Tome  XLVIII;  188-2. 
Ne  contient  de  Notice  sur  aucun  mathématicien. 


Tome  XLIX;  i883. 

Liagre{J.'B.'J,).  —  Le  colonel  Émile-Henri-Joseph  Adan.  (307- 
340). 

Adan,  né  à  Bruxelles,  le  18  octobre  i83o,  mort  à  Ixelles,  le  i3  janvier  1882,  a 
pris  une  grande  part  aux  travaux  relatifs  à  la  triangulation  du  royaume  de  Bel- 
gique et  s'est  occupé  de  diverses  questions  de  Géodésie  générale,  qui  ont  été 
annoncées  dans  le  Bulletin.  Son  Ouvrage  le  plus,  important  est  toutefois  celui 
qui  est  intitulé  :  Probabilité  du  tir  et  appréciations  des  distances  à  la  guerre. 
(i  vol.  in-8°).  Bruxelles,  18GG. 
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MÉMOIRES  couronnés  et  Mémoires  des  savants  étrangers  publiés  par  FAca- 
démie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique; 
Bruxelles,  F.  lïayez.  Id-4"  (  *). 

Tome  XLII;  1879. 

Lagrange  (C).  —  De  Torigine  et  de  rétablissement  desmonve- 
ments  astronomiques,  P*  Partie.  (48  p.  et  1  pi.). 

Voici  les  conclusions  de  Tautcur  : 

«  Une  masse  déformable  soumise  à  Tattraction  d'un  système  matériel  prend 
généralement  un  mouvemenl  accéléré  de  rotation  sur  elle-même,  qu'elle  soit 
libre  dans  l'espace  ou  douée  d'un  point  fixe. 

»  L'elTct  de  la  rotation  est  non  seulement  d'allonger  la  masse  déformable par 
rapport  à  son  axe  de  rotation  et  par  conséquent  de  rendre  son  équatcur  plan  de 
maximum  d'attraction,  mais  encore  de  déplacer  les  axes  d'attraction  inaxima 
de  cette  masse,  produits  par  l'attraction  d'un  système  matériel,  dans  le  sens  de 
sa  rotation,  ces  axes  se  trouvant  donc  toujours  en  avance  sur  la  position  qu'ils 
occuperaient  si  la  rotation  n'existait  pas. 

»  Un  point  matériel  soumis  à  J'attraction  d'une  masse  déformable  en  rota- 
tion peut,  dans  une  circonstance:  particulière,  décrire  une  conique  déterminée 
par  sa  position  et  sa  vitesse. 

M  Une  masse  déformable  soumise  à  l'attraction  d'une  autre  masse  déformable 
en  rotation  prend  une  rotation  de  même  sens.  » 

Les  masses  déformablcs  dont  il  est  question  dans  le  Mémoire  ne  peuvent  se 
dofornier  «|ue  d'une  manière  déterminée.  L'auteur  espère  montrer  que  ratlrac- 
li«»n  n'-olproquo  a  donne  lieu  à  tics  sv>lèmos  doforniab!e>,  cunnnc  il  le>  a  adrai>. 

l.iiu^tanizc  \^C.  ^.  —  Ho  l'orii^ine  ol  de  rétablissement  des  mouve- 
inenls  aslrononii*jues,  W  Pailie.  ^jo  p.  ). 

I  an  (Irr  }[rnshru::i:hr  et  Folie.  —   Rapport    sur  ee  Mémoire. 
/>////.  (Ir  lirlL^i'Hte  (  .»  ),  t.  XLX'Il.  (  î-i5). 

Appli<\jti'»n  iio>  prinripci  e\p"5c>  dan>  la  premicrc  Partie.  Voici  le  sommaire 

!.>!)  i , 'i;  •  •:•.•  \  ir  \\\\  •  t.il  jjKti.il -lu  -wtOnie  -i.-laire.  tel  qar.  sous  rinflticnoe 
«!v  -  î  '..v  -  ,<t"  r.t  In.  <  .^t  r  |u!>»:\-  <.  )•?>  m  f^"*^  qui  lo  oompv>>eul  >c  K>ient  lroin<:'.'> 
tl.it.^  1'^  .-  n  i  i..Mi^  ^m;  ;  ■'>  r-  ijv.^  1."  {  r''ni;'  r  Mi;iii'_'ire.  Ce>  ma5<e5  ».»nt  liou-:  pu 
j  r-v  f.  !: .'  i  ;v  ■  ;  ii\  v.  :.  t-  !  ^  r-'-îa:  i-n.  Lf  *  r-  v.  hiiî-i-i^  de  re>  rDai>e>.  lelle>  queni-ii? 
1  -  :  ^  :  \  ••-,.•••.  :  •;  ^  •...  :  ,  ;\.i  ;  !^-  i  •^  np-meiiienl-' do  TMldlion.  >i  l'^n 
>■./  '-  .'.  ■.  .  :  r  -  -  ■..;.:'  '1  :  :.  .  !.'.••;'.  ir  n-  *upp'">^«r  plii-^.  oonime 
iia:i>  ^   v.  \':   .  ..   r  ;r.\...!.    ;  i     '.a  :    :.•'..    :•    iu  >•  iv»i  r--jl  une  <uile  de  IdClioQ  des 
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planètes;  il  fait  intervenir  maintenant  Tinfluence  d'autres  étoiles.  Selon  lui,  d'ail- 
leurs, les  planètes  sont  des  globes  formés  indépendamment  du  Soleil,  en  dehors 
de  son  atmosphère.  Dans  une  Note  qui  vient  après  le  Mémoire  principal,  il 
répond  à  diverses  objections  de  M.  Folie,  au  point  de  vue  de  la  Thermodyna- 
mique, en  se  basant  sur  une  conception  spéciale  relative  à  la  constitution  de 
la  matière.  Suivant  lui,  l'Univers  est  plein  :  la  matière  ordinaire  est  douée 
d'une  attraction  constante;  une  autre  matière  remplissant  tous  les  vides  de  la 
première  est  douée  d'une  action  répulsive  qui  peut  être  .nulle  (zéro  absolu  de 
température).  Les  atomes  sont  de  petits  volumes  sphériques  complètement 
occupés  par  la  matière  attractive,  volumes  qui,  à  l'origine,  étaient  à  des  di- 
stances finies  les  uns  des  autres. 

Le  Paige  (C).   —    Mémoire   sur  quelques   applications    de    la 
théorie  des  formes  algébriques  à  la  Géométrie.  (71  p.). 

Folie  {F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire  [Bull,  de  Belgique  (2), 
t.  XLV,  p.  i58-i66]. 

Nous  renvoyons  au  Rapport  de  M.  Folie  pour  une  analyse  du  travail  de  M.  Le 
Paige.  Dans  ce  Mémoire,  le  savant  géomètre  expose  sous  une  forme  systéma- 
tique et  complète  ses  recherches  antérieures  sur  les  rapports  anharmuniques  du 
;ii»m«  ordre,  l'homographie  et  les  involutions  d'ordre  supérieur. 

Souillart.  —  Mouvements  relatifs  de  tous  les  astres  du  système 
solaire,  chaque  astre  étant  considéré  individuellement. 

Catalan,  —  Rapport  sur  ce  Mémoire  [BulL  de  Belgique  (2), 
t.  XL VIII,  p.  96-102]. 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  embrasse,  dans  une  même  recherche,  l'ensemble  des 
mouvements  tant  de  rotation  que  de  translation  de  tous  les  astres  à  la  fois 
considérés  individuellement;  autrement  dit,  il  traite  les  questions  les  plus  géné- 
rales dont  s'occupe  la  Mécanique  céleste,  en  s'interdisant  les  diverses  simplifi- 
cations habituellement  adoptées  (réduction  de  chaque  planète  à  son  centre  de 
gravité,  étude  séparée  des  diverses  actions  des  corps  perturbateurs,  etc.).  Le  pre- 
mier paragraphe  est  consacré  au  calcul  d'une  valeur  approchée  du  potentiel  de 
deux  masses;  le  second  et  le  troisième  aux  équations  générales  des  mouvements 
de  translation  cl  de  rotation  des  planètes  et  des  satellites;  le  quatrième  traite 
des  fonctions  perturbatrices  beaucoup  plus  compliquées  naturellement  que  celles 
que  Ton  rencontre  en  Mécanique  céleste,  où  Ton  a  fait  les  simplifications  dont 
il  est  parlé  plus  haut.  Enfin,  le  dernier  paragraphe,  qui  est  le  plus  étendu,  a 
pour  titre  :  Équations  relatives  aux  plans  des  orbites  et  des  équateurs  et 
contient  la  proposition  suivante,  dont  la  démonstration  est  regardée  par  l'auteur 
connue  l'objet  principal  de  son  travail  : 

«  Si  Ton  néglige  les  termes  qui  seraient  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
excentricités  et  aux  inclinaisons,  les  déplacements  séculaires  des  plans  des  or- 
bites et  des  équateurs  de  tous  les  astres  qui  composent  le  système  solaire  dé- 
pendent d'un  système  d'équations  linéaires,  tout  pareil  à  celui  que  l'on  obtient 
habituellement  pour  déterminer  les  déplacements  séculaires  des  plans  des  or- 
bites planétaires.   » 


33o  SECONDE  PARTIR. 

Van  Ertboon.  —  Observations  de  la  plnnile  Mars,  faites  pendant 
l'opposition  de  1877.  (8  p.  el  3  pi.). 

Iloazcait.  —  Rapporl  sur  ce  Mcnioirc  [  liull.  dç  Dclgif/ne  l^i), 
l.  XLVII.  p.  3a5]. 

Tomo  XUII. 
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Lagrange  (C).  —  Recherches  sur  l'influence  de  la  forme  des 
masses  dans  le  cas  d'une  loi  quelconque  d'attraction  diminuaDt 
indénnimcnt  quand  la  distance  augmente,  comme  préliminaire 
de  la  ibéorie  de  la  cristallisation  (33  p.). 

y  an  der  Mensbrugghe  {G.).  —  Rapporl  sur  ce  Mémoire  {Bul- 
letin de  l'Académie  de  Belgique  (a),  t.  XLVIII,  p.  453-457]- 
L'auteur  démunlrc  d'aburd  le  tbéor<ïme  sumnt  : 

■  Quand  l'atlrantinnsVxcrcc  suivant  une  lui  le1t«  qu'dlc  «oit  une  fooctiondt 
la  diitancc  rapidement  d ternissante,  une  mai»  quelconque  n^it,  k  det  distaons 
sufilsamnient  grandes,  avec  det  l'nergîcs  maximu  niujennes  et  uiiniroa  luinii 
trois  directions  rcc  tan  guis  Ires  qui  «ont  respectivement  les  «kcs  d'inertie  mini. 
mum  moyen  cl  maximum  de  la  masse  considiirée.  - 

Il  didait  de  ce  tbéorâme  les  deux  propositions  suivantes  ; 

■  Lc9  positions  relatives  d'un  poiut  et  d'un  sj'st^me  mattrleb  soumis  )  knr 
attraction  nintucllc  sunl  dL-ti'riiiiiit'cs  par  tes  axes  d'équilibre  slabk  du  fTstiiDF. 
I.es  axes  d'inertie  minimum  moyen  et  maximum  du  système  mdi  respectiit- 
ment  axes  d'équilibre,  stable  dans  un  pian  et  instable  dans  un  plan  perpendica- 
lairc,  enfin  instable. 

»  Les  conditions  d'c'quilibre  du  centre  d'inertie  O  d'un  système  M  soumiiJ 
l'attracLion  d'un  autre  syslOnic  N  dépendent  à  la  (ois  de  la  position  de  0  pu 
rapport  cl  N  et  de  l'orientation  de  M  dans  l'espace.  En  particulier,  l'cquilibrr  csl 
toujonrs  stable  quand  les  axes  d'inertie  minimum  corncîdent;  toujours  instablt 
quand  tes  axes  d'inertie  maximum  coTncidcnt;  cnHn  tantôt  stable,  UnlAl  in- 
stable quand  un  axe  d'inertie  d'une  espèce  de  M  coïncide  avec  on  axe  d'iscrtjc 
d'espèce  dïiTcrcntc  dans  N.  > 

Hé  CCS  iliéon'mes  et  de  quelques  autres  sur  l'existence  d'axes  d'attractiaosK 
eondaircs,  il  déduit  lu  division  habituelle  des  cristaux  en  six  systèmes. 

Tome  XLIV;  ifiSa. 

Hibaucour  (A.).  —  Élude  sur  les  élassoïdes  ou  surfaces  i  cour- 
bure moyenne  nulle.  {VI-a36  p.). 
Analyse  dans  la  première  Partie  du  Bulletin,  v  série,  I.  Vi,  pp.  ti-ij. 


J 
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Lagrange^C),  —  Exposition  critique  delà  méthode  de  Wronski 
pour  la  résolution  des  probIèn;ies  de  Mécanique  céleste.  (70  p.). 

Voir  l'analyse  de  ce   travail  dans  les  Bulletins  de  l'Académie  royale  de 
Belgique,  1*  série,  t.  III,  p.  5-i3.  Voir  plus  haut,  p.  126. 


TomeXLV;  i883. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques. 


ANNALI    Di   Matematica   pura   ed  appligata.   Diretti  da   prof.   Francesco 
Brioschi  (  »  ). 

Série  II,  tome  XII. 

Arcais  {F.  d').  —  Sur  le  degré  et  les  discriminants  d'une  équa- 
tion algébrique  différentielle  du  premier  ordre  entre  quatre  va- 
riables et  de  son  équation  primitive  complète,  (i-i  i). 

Soit  /=  o  l'équation  algébrique  par  rapport  aux  variables  et  aux  constantes, 
qui  définit  l'intégrale  complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  F  =  o,  que  l'on  suppose  admettre  une  telle  intégrale.  M.  Casorati  a 
trouvé  que,  si  n  est  le  degré  de  /  par  rapport  aux  constantes,  le  degré  de  F  par 
rapport  aux  dérivées  partielles  est  en  général  n*,  lorsqu'il  y  a  deux  variables 
.  indépendantes.  L'auteur  prouve  que,  s'il  y  a  trois  variables  indépendantes,  le 
degré  de  F  par  rapport  aux  dérivées  est  en  général  /i'.  Les  cas  de  réduction  du 
degré  de  F  correspondent  à  des  propriétés  des  discriminants  de  /  et  F  consi- 
dérés respectivement  comme  fonctions  des  constantes  et  des  dérivées.  L'auteur 
en  ramène  l'étude  à  celle  des  singularités  ordinaires  d'une  certaine  surface  re- 
présentative. 

Pincherle  (»?.).  —  Sur  les  sj'stèmes  de  fonctions  analytiques,  et 
les  séries  formées  avec  ces  mêmes  fonctions,  (i  1-42). 

L'auteur  remarque  que  les  propriétés  les  plus  importantes  des  fonctions  sphé- 
riques  ne  sont  pas  spéciales  à  ces  fonctions.  Il  s'attache,  dans  ce  Mémoire,  à 
donner  une  définition  de  toute  une  classe  de  fonctions  qui  résultent,  comme 
les  fonctions  sphériques,  du  développement  d'une  fonction  de  deux  variables 
T{Uy  i^),  suivant  les  puissances  de  l'une  de  ces  deux  variables,  en  sorte  que 

T(a,  v)  =  Zp^{u)v\ 


(')  Voir  liulletin,  :>"  série;  t.  VIII,  p.  189. 


a3a  SECONDE  PARTIE. 

L*autcur  apprend  à  délcrmincr  les  nagions  du  plan  dans  lesquelles  convergent 
les  développements  de  la  forme 

Le  problème  de  la  représentation  d'une  fonction  donnée  à  l'aide  d'une  telle 
série  se  résout  par  une  simple  application  du  théorème  de  Cauchy,  du  momcot 
que  Ton  admet  l'existence  de  fonctions  associées  9,»(^)t  telles  que  l'on  ait 


=  ^Pn(^)9niy')f* 


dans  un  champ  convenablement  limité. 

L'auteur  termine  en  reprenant  ce  problème  par  une  méthode  directe  indépen- 
dante du  théorème  de  Cauchy.  • 

11  cherche  à  déterminer  un  système  de  fonctions  g^ix)  par  les  conditions 

/Pmi^)Çn{^)  dx  =  o      si  m^/i, 
fPm{^)Çni^)  dx=Cy     Si  m  =  /i, 

où  les  intégrales  sont  prises  suivant  un  contour  convenable,  qu'il  s'agira  de  dé- 
terminer. Il  s'appuie,  pour  cela,  sur  des  propriétés  de  certains  groupes  double- 
ment infinis  de  nombres  dont  il  fait  une  étude  approfondie. 

Ricci  {G.).  —  Sur  quelques  systèmes  d'équations  difTérenticUes. 
(42-49)- 

Un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires  suffit  pour  assurer  la  généralité  de 
la  solution  d'une  équation  différentiel  le  ordinaire,  au  sens  qu'Ampère  a  précisé 
pour  le  mot  général.  La  même  propriété  subsiste  pour  certains  systèmes  com- 
plets d'équations  aux  dérivées  partielles  d'un  ordre  m  quelconque,  dans  lesquels 
les  dérivées  de  l'ordre  m  sont,  ou  peuvent  être,  exprimées  à  l'aide  des  variables 
indépendantes,  des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées  d'ordre  inférieur 
à  m.  Le  cas  du  second  ordre  est  spécialement  étudié  par  l'auteur,  qui  le  ramène 
à  la  considération  d'un  système  complet  et  jacobien  du  premier  ordre. 

Brioschi  (F,)  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (49* 
73). 

L'auteur  considère  les  deux  fonctions 

a» 

Ga.(t^)=-(— O^t— ^  Ly 

/  n  —  l 

Y  {-i)~rn 
qui  pour  n  =  3,  5  =  o  reproduisent  la  fonction  de  Dedckind 
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K' 

où  l'on  fait  (*>  —  i  —  cl  q  =  e''";  n  est  un  nombre  premier,  et  a,  ^  deux  entiers 

qui  peuvent  prendre  les  valeurs  o,  i,  ..., 

La  fonction  Ga,(a>)  s'exprime  linéairement  à  l'aide  des  fonctions  F,  et  de  plus 
on  a 

Après  avoir  établi  plusieurs  autres  formules  qui  lient  les  fonctions  F  et  G, 
l'auteur  introduit  les  fonctions 

qui  donnent  encore  lieu  a  diverses  relations  ;  les  premières  ont  été  déjà  consi- 
dérées par  M.  Klein  {Math.  Ann.,  vol.  XVII,  p.  563). 

Le  carré  de  la  fonction  t^Co))  vériûe  une  équation  linéaire  du  second  ordre. 
M.  Brioschi  donne  une  extension  de  cette  propriété  et  démontre  plusieurs  pro- 
positions qui  intéressent  la  théorie  des  équations  modulaires. 

Dans  la  seconde  Partie  du  Mémoire,  M.  Brioschi  développe  les  cas  /i  =  5,  7 
et  II. 

Martinetti  (  F.  ).  —  Les  involutions  de  troisième  et  de  quatrième 
classe.  (74-107). 

M.  Bertini,  dans  les  Rendiconti  de  l'Institut  Lombard  (a*  série,  t.  XVI),  a 
donné  la  configuration  des  points  fondamentaux,  et  la  construction  de  toutes 
les  involutions  de  de  Jonquiéres,  et  de  celles  de  la  première  et  de  la  deuxième 
classe.  L'auteur  continue  le  même  sujet  pour  la  troisième  et  la  quatrième 
classe. 

Pincherle.  —  Sur  les  systèmes  de  fonctions  analytiques  et  les 
développements  en  série  formés  avec  ces  fonctions.  (107-134). 

L'auteur  continue  l'étude  commencée  ci-dessus. 

Il  cherche  dans  quels  cas  zéro  peut  être  ou  bien  ne  peut  pas  être  développe 
en  série  de  fonctions  Pn{x)\  et,  par  suite,  dans  quels  cas  le  développement 
d'une  fonction  donnée  suivant  les  fonctions  p^{x)  peut  être  effectué  de  plusieurs 
manières  ou  bien  d'une  seule.  L'auteur  retrouve  les  polynômes  étudiés  par 
M.  Appell,  et  les  développements  considérés  par  MM.  Frobenius  et  Lindemann. 

App£ll.  —  Sur  une  classe  de  polynômes  {Ann.  de  l* École  Normale,  1880). 

Frùbe.^ius.  —  Ueber  die  Entwickelungen  die  nach  gegebenen  Functionen  fort- 
schreiten  {Crell,  t.  73). 

LiifDEUANN.  —  Entwickelungen  der  Functionen  einer  complexen  Variabeln 
nach  Lamé  'schen  Functionen  {Math.  Annalen,  t.  XIX). 

Bicci  (G.).  —  Principes  d'une  théorie  des  formes  quadratiques 
de  différentielles.  (i35-i68). 

Au  tome  V  des  Annali  di  Mathematica  (p.  178),  Schlaefli  a  montré  qu'une 
forme  quadratique  positive  de  difTérentielles  à  n  variables  peut  toujours  se  dé- 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X.  (Décembre  1886.)  R.iC 


ûOc'Ai 


Celle  remarque  est  le  puiul  <Ib  départ  des  radtcrchcs  de  fauteur.  La  talnir 
miniinum  do  l'entier  h  pour  uitf  forme  dotinfc  esl  h  clauc  de  la  forme,  %Mf- 
pusi'F  irri'docliblei  c'esl-à-dire  non  nUucUble  i  an  nombre  moindre  de  »arii- 
bles.  Celte  supposîtiun  csi  impurUole,  ans»!  l'iialeur  contsere-i-il  na  premier 
paragraphe  i  U  rerbcrelic  des  canetères  de  rfduclibiljte  d'une  forme.  Il  f"" 
eosuilc  t  l'étadt  des  fumies  de  classe  sera,  n'csl-i-dirc  de  ccllei  qoi  dériieil 
d'ane  forme  >  ruefricienU  consiants  d'an  mCmc  nombre  de  vadsbles.  Bn  l'ip- 
pUjranl  9ur  Bim  M^iumre  précédemment  analysi!.  il  retrouve  les  résnllati  dijl 
cuonu»,  duE  A  Kiemtnn.  ChrislulTel  et  Ltpschiu.  Il  termine  «on  Mémoire 
l'étude  fliiulugiie  puur  le  cas  de  lu  première  clnue. 


Jung  (G.).  —  Sur  l'équilibre  des  polygones  articulés  en  conne; 
avec  le  problème  des  configurations.  (il)t)-a.'ï8V 


Sabiniise  (G.) 
365). 

Padova.  —  Sur  la  lliijotie  des  n 


Sur  le  principe  de  la  moindre  aclion.  (iS^ 


repna 

I 


lentâ 


-clal-ifs.  {■^G5-a8>), 


■tour  (Journal  de  LioiivUi»,  <N(i3)  a  ramené  le  problème  do  muuvemeal  ic- 
ittif  d'un  point  ou  ejsCiïmi!  de  points  A  la  détermination  d'une  snlulion  cumplHc 
d'une  âipiatioo  tax  dérivées  ixirticllrs  da  premier  urdre.  dans  le  cas  où  1t  *}^ 
Urne  par  rapport  auquel  a  lien  lo  muuvemenl  relatif  ett  an  ^yst^e  ri{i>l'. 
C.  NeuiUann  ■  traité  le  mèxut  probitme  dans  le  Zeiltehri/t  de  ScUlnmilch,  iNU, 
L'oulDur  reprend  tu  rgucslion  dans  toute  sa  généralité,  en  sapposinl  mobile  ei 
déformable  le  système  par  rapport  auquel  a  lieu  le  mouvement  relatif.  Il  n- 
nlÉnc  encore  le  problème  ii  la  détermination  de  l'intégrale  complète  d'une  cer- 
taine équation  auï  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Il  déduit  de  ses  for- 
mules, avec  la  plus  grande  farilité,  relies  tifluvécs  par  Bour  pour  le  rsi  d'un 
système  invariable  rie  référence  cl  envisape  particulièrement  le  cas  nû  l'une  dfS 
variables  est  absente  dans  l'expression  delà  force  vive,  cl  dans  l'expression  delà 
fonction  de  force;  on  rencontre  encore  ici  des  particularités  analogues  à  ctllrs 
que  Jacobi  a  trouvées  dans  le  ras  ordinaire  du  mouvement  absolu.  Le  Mémoire 
se  termine  par  plusieurs  applications,  notamment  le  mouvement  d'un  point 
attiré  par  deux  centres  qui  s'éloignent  l'un  de  l'autre  avec  une  vitesse  con- 
stante, en  suivant  la  droite  qui  les  Joint. 

Kraser  (A.).  —  Sur  la  composition  de  sulistîlutioDS  linéaires 
entières  de  délerminaiit  an  avec  un  nombre  minimum  de  sob- 
stilutionç,  fondamentales.  (2S3-3oo). 

Bertini.  —  Conlribulion  à  la  théorie  des  3^  droites  et  des  iH  pUm 
iritangenls  d'une  surface  du  troisième  ordre.  (3oi-346)- 

G.  K. 


J 
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MÉMORIAL  DE  L'OFFICIER  DU  GÉNIE  (»). 

!•  série,  tome  XXVI;  i885. 

La  France  est  une  des  rares  puissances  militaires  qui  ne  possède  pas  encore 
un  recueil  périodique  ou  quelque  publication  spécialement  destinée  à  intéresser 
le  public  aux  questions  techniques  relatives  à  Tart  de  l'ingénieur  militaire.  Nous 
avons  bien,  depuis  1872,  la  Revue  d*  Artillerie  ;  mais  nous  n'avons  fait  que 
suivre  en  cela  l'exemple  de  plusieurs  de  nos  voisins,  tandis  que  la  Belgique, 
l'Espagne,  rAutriche,  l'Allemagne,  l'Italie,  l'Angleterre,  la  Russie  et  d'autres 
nations  encore  possèdent  depuis  longtemps  des  recueils,  journaux  ou  annuaires 
consacrés  à  des  études  toutes  militaires,  et  où  se  trouvent  exposés  les  progrès 
apportés  à  l'armement,  à  la  construction  et  à  la  défense  des  places  fortes. 

En  France,  le  Mémorial  n'y  supplée  qu'imparfaitement,  car  il  ne  parait  qu'à 
des  intervalles  irréguliers.  Le  n"  26  vient,  en  effet,  d'être  publié  après  neuf  ans 
d'interruption.  Ceci  fait  compensation  avec  d'autres  années  où  l'on  a  édité  deux 
numéros  du  Mémorial  (en  1873  et  en  1874);  mais  il  nous  semble  que,  pour 
publier  vingt-six  volumes  en  quatre-vingt-deux  ou  quatre-vingt-trois  ans,  il 
aurait  été  préférable  de  les  échelonner  à  des  intervalles  moins  longs.  Le  vœu 
que  nous  exprimions  en  1876  fie  s'est  donc  point  réalisé,  et,  après  avoir  espéré 
une  certaine  régularité  dans  la  publication  des  numéros  AwMémorialf  il  semble 
que  celle-ci  ait  repris  le  caractère  capricieux  et  insaisissable  du  mode  d'appa- 
rition des  volumes  antérieurs  à  1872. 

Le  volume  nouvellement  paru  ne  renferme  pas  de  Mémoires  se  rattachant  à 
des  théories  mathématiques,  à  l'exception  d'une  Note  sur  la  quadrature  des 
courbes  planes.  Tous  les  autres  articles  se  rapportent  plus  spécialement  à  la 
pratique  des  constructions  ou  à  de  récentes  applications  de  la  Physique  aux 
arts  militaires.  Nous  n'en  ferons  donc  ici  que  l'énumération,  comme  pour  les 
précédents  Volumes  du  Mémorial. 

Peaucellier.  —  De  la  salubrité  des  constructions  cascmatées  au 
point  de  vue  des  phénomènes  d'hygrométrie  dus  à  la  ventilation. 
(39-61,  5fig.). 

Mangin,  —  Note  au  sujet  de  rétablissement  des  communications 
optiques  entre  les  îles  Maurice  et  de  la  Réunion.  (62-74,  i  pi.). 

Parnientier.  —  Note  sur  la  quadrature  des  courbes  planes.  (7^- 
89,  2  fig.). 

L'auteur  a   publié  en  i855,  dans  le  n"  10  du  Mémorial  et  dans  le  t.  XIV, 
I™  si^rie,  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  une  formule  alors  nouvelle, 


(«)  Voir  Bulletin,  XI,  p.  2^,4,  III,,  p.  70. 


SECONDt:  l'AUTlE. 

ri:clïoii[icni(Mit  itc  la  fannalc  de  PudccIcl 


Le  pri^srnt  oriJclc  n  pour  objol  tii 


1^  il^monslra 
do  N«nlea  cl  da 
reproduite  ici. 

Le  ini^iiii;  sujel  a  èlé  repris,  avec  plug  de  déttili,  ea  1HS3,  au  Coofrés  de  U 
Hochelle,  rt  enlin  ua«  discussiun  cnnipkUe  iJes  dilHrentcs  Torniules  de  quadra- 
ture BppniRhéP,  ■  été  préïcalée  dans  iiii  Supple'mBnt  «u  I,  t,  it(8i,  àc  Malheiii 
p«r  M.  1>.  Mansidn  {Biilletia.M,,  p.  lyJ-iyS). 

Boulanger.  —  Sur  les  progrès  de  la  science  électrique  et  le* 
nouvelles  ni.ichînes  d'induction.  (()0-:i6o,  So  fig-). 

Colson.  —  htat  actuel  de  la  ték-graphîe  optique  et  de  l'éclairiigi; 
électrique.  (26i-a8(j,  ,'i  lig,,  ^  pi.), 

Henard  (/*,-G.),  PeaucelUer,  l'erlmyre,  Guinol,  CmilU. 
l'urez.  —  Notes  diverses  sur  l'art  des  constructions  (ventila- 
tion, assainissement,  terrassements,  etc.).  (aS^-SSS,  a5  (ig.) 

Grillon.  —  Les  hôpitaux  militaires  en  Prusse  et  en  Saxe.  (33ç|- 
399,  ■4pl.).  H.  B. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  pebuéks 
SOLS  LES  AisPicES  DU  MiMSTBE  DE  l'Instbuctios  publique,  par  ds  Comité 

DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DG  MM.  LES  MaITRES  DE  CONFÉRENCES  RK  L  ÉCOLE  (  '  t- 

Troisiâme  s6rio,  I.  1,  1884:  Supplément. 

Kœnigs.  —  Sur  les  intégrales  de  certaines  équations  fonction- 
nelles. (3-4i). 


J 
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les  points  de  la  suite  5,  z,,  z,,  ...  définis  par  la  relation  récurrente  z-^,  =  cp(  5,) 
sont  tous  intérieurs  à  la  région  R.  Lorsque  cette  suite  converge  régulièrement 
vers  un  point  x  qui  n*est  pas  pour  9 (-s)  un  point  essentiel,  on  sait  que  x  est 
un  zéro  de  la  fonction  z  —  9(5), -vérifiant  l'inégalité  modç'(a?)  <i. 

Dans  ses  recherches  sur  les  substitutions  uniformes  {Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  i883),  M.  Kœnigs  a  démontré  la  proposition  réciproque  : 
Si  X  est  un  zéro  de  la  fonction  z  -—  9(2)  vérifiant  l'inégalité  modç'(a:)<i, 
le  point  X  est  le  centre  d'un  cercle  C^  à  l'intérieur  duquel  9(5)  est  holomorphc 

et reste  toujours  inférieur  à  l'unité  d'une  quantité  finie. 

z  —  X 

L'auteur    apprend    actuellement    à    former    la    limite    B(-s)    du    rapport 

9(5)  —  X 

-j—n — rnr  î  c'est  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  cercle  C,  ;  elle  jouit  d'une 

propriété  importante  exprimée  par  la  relation 

Donc  B(^)  est,  pour  une  valeur  particulière  de-  la  constante  c,  une  solution  de 
l'équation  fonctionnelle  de  M.  Schrœder 

£[9(z)]  =  ca(-5), 

et  toute  solution  de  cette  équation,  qui  est   holomorphe  ou  méromorphe  au 

point  J7,  ne  diffère  que  par  un  facteur  constant  d'une  puissance  entière  positive 

ou  négative  de  B(5). 

L'équation  d'Abel 

£[9(5)]=i-4-S(5) 

se  déduit  de  la  précédente  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et  di- 
visant par  loge.  Il  en  résulte  qu'elle  ne  peut  avoir  aucune  solution  holomorphe 
ni  méromorphe  au  point  Xy  et  qu'elle  en  admet  une  et  une  seule  pour  laquelle 
ce  point  est  un  point  logarithmique,  savoir 

logB(z) 
''^^^-  log9'(a:)' 

Les  intégrales  générales  des  équations  d'Abel  et  de  M.  Schrxder  sont  respec- 
tivement 

^>(z)-hû[^>(5)],  B(z)û[^>(5)], 

Q  désignant  une  fonction  périodique  quelconque,  de  période  égale  à  l'unité. 

Ces  deux  équations  sont  d'ailleurs  des  cas  particuliers  d'équations  fonction- 
nelles plus  générales 

2[?(^)]=£(-)-t-/(^),       2[?(^)]  =  -^£(^), 

où/{z)  et  g{z)  sont  des  fonctions  holomorphcs  à  l'intérieur  du  cercle  C^., 
dont  la  première  prend  au  point  x  la  valeur  zéro  et  la  seconde  la  valeur  i.J 
M.  Kœnigs  donne  le  moyen  d'intégrer  ces  équations  plus  générales. 

Les  points  limites  h  convergence  régulière  ne  sont  pas  les  seuls  points 
considérer.   F^'auteur,  dans  son  premier  travail,  en  a  défini  d'autres  à  conveh 


a3«  SECDNUE  l'AHTlE. 

fVflM  periodiqua  pnur  tEi>|UpU  il  pusc  et  n^miiit  k  problème  4e  riaUtnliM 
dos  ^ualiuoa  fonrllonDclItit  d'.Uuil  irl  de  M.  Scbneder. 

Dum  ti  oie  qu'il  a  «uivic,  M.  Ktfni);*  «  i!té  précédé  pur  MU.  ScLnedcr  cl 
Korkinc;  Diain  le  ca raclure  propre  de  ws  rccherch«H  <.'sl  It  rédoïliuii  au  ponihn; 
misinum  aéccMalrn  dm  Itypotbése*  qui  servent  d«  basa  lut  Ua*«ttx  de  cesdeni 
«■uljrileii  C»  hypothèses,  qui  wrain'n'^nia  iinftscul«,  cvIIf  At  riiolixnarptukmc, 
portent  Mit  sur  li  {HMslbllilé  de  ccrtiincs  dilTéreBliitioni,  «oit  Mir  l'ckiitepce 
de  r;maia("t  limilC'.. 

Troisième  sSrie.  t,  11.  i8S5, 

Appell,  —  Dévcluppuinenl  en  sérit?  dea  fonctions  doublcmeot  pé- 
riodiques de  troisième  espèce.  (9-36)- 

Dan»  un  précédent  triTsil  (Ann.  de  l'Scole  fl/armalt,  i881).  M.  Appfll  4 
montré  qu'une  Cuncti»a  unlfiirniR  F(  j)  véHQant  k«  deux  équatlua» 

K(j  +  ïK)  =  K(i),        Ht  +  ïiK')  -e       ï~F(a), 

et  «'nyant  que  des  pûlcs  dons  un  parallélugrarnmedcspcriodi»  îK  ei  liK',  peut 
élm  décomposée  en  une  partie  entière  ((cvujuur»  nulle  lorsque  l'entier  m  est  ae- 

gatlf)  et  en  une  somme  d'élémcnu  «impies 


'^1- 


o'ajanl  qu'un  pftle  s  dans  chaque  parulliilouranime. 

Il  SG  propose  acmetlemeni  de  développer  en  série  suivant  les  puissances  de 
les  fonctions 

Z.,{j  +  .K'.  (i  +  ik'j,    /_.,(x  +  <K',a),    y_^lj:,a  +  iK-).    /.„(x,ai. 

Ces  dcvdiippcmenti  une  fuis  connus,  il  suflit,  pour  former  les  dovcluppemcri 
en  série  de  toutes  les  fonctions  doublement  périodiques  de  Iroisicme  cspéi 
d'appliquer  i  ces  fondions  la  formule  de  dc'coinposition  en  clémcnls  simples 
de  développer  ensuite  cliaque  élément. 

Les  résultais  auxquels  parvient  M.  Appell  confirment  une  loi  vériltéc  f 
M.  Bicliler  sur  un  «rand  nomlire  d'exemples  et  complètement  démontrée  p 
M.  Hermite  dans  un  travail  inédit. 

Si  l'on  développe  une  fonction  doublement  périodique  de  troisième  espèce 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  g,  on  voit  apparaître  dans  les  sin 

et  cosinus  qui  forment  le  coefficient  de  i/'  les  combinaisons  — '-^ des  di 

scurs  conjugués  de  N  (74  —  SÔ').  Je  signe  +  convenant  au  cas  où  il  y  a  au  r 
mératcur   m  fonctions  8  de  plus  qu'au  dénominateur  et  le  si||!nc  —  au  cas 

Goursni.  —  Sur  l<;s  Irimslormations    rationnelles   des   é<]iialio 

dilTércnlicllcs  linéaires.  (.'î^-fid). 
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L'auteur  généralise  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu  antérieurement  en 
étudiant  les  intégrales  rationnelles  de  l'équation  du  troisième  ordre  de 
M.  Kummer,  qui  se  présente  à  propos  de  la  transformation  des  séries  hyper- 
géométriques.  Le  problème  d'Algèbre  soulevé  par  M.  Goufsat  offre  plus  d'une 
analogie  avec  celui  de  la  transformation  des  intégrales  elliptiques,  traité  par 
Jacobi.  Les  deux  questions  ne  sont  d'ailleurs  que  des  cas  particuliers  d'un  pro- 
blème très  général  relatif  aux  transformations  rationnelles  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires,  qui  comprend  toutes  les  questions  que  l'on  peut  se  poser  sur 
la  réduction  des  intégrales  hyperelliptiques  au  moyen  des  substitutions  ration- 
nelles : 

Étant  donnée  une  équation  à  p  points  singuliers,  trouver  toutes  les  fonctions 
rationnelles  9(0  telles  que,  par  le  changement  de  variable  j:  =  ^(f),  on  ob- 
tienne une  équation  à  q  points  singuliers  seulement. 

La  question  dépend  de  la  recherche  des  solutions  en  nombres  entiers  positifs 
de  certaines  équations  indéterminées.  Ces  systèmes  de  solutions  une  fois  connus, 
la  détermination  effective  des  substitutions  rationnelles  exige  l'emploi  de  calculs 
souvent  très  compliqués,  par  la  méthode  des  coefGcients  indéterminés. 

Comme  application,  l'auteur  montre  comment  on  peut  ramener  à  un  problème 
d'élimination  la  question  de  reconnaître  si  une  équation  linéaire  du  second 
ordre  donnée  a  son  intégrale  générale  algébrique. 

AppelL  —  Application   du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler   aux 
fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce.  (67-74)» 

Former  une  fonction  uniforme  ^{x)  admettant  les  pôles 

a -t- 2mK  H- 2 /iiK',     (m  et  /i  entiers), 

avec  les  résidus  respectifs 

in  n  na  I 

X  désignant  un  facteur  constant  et  t^  un  entier  positif. 
Si  l'on  pose 

{JL  n  tca  i 

!p^(x)  =  \'*e       K     ^-i*'»('^')cot  -^(x  —  oL—  2/11 K'), 
la  question  revient  à  retrancher  de  ^^{x)  un  polynôme  g^i^)  ^n  cos -^  cl 

TCX 

sin  -rr-j  tel  que  la  série 
K 


*(^)=     2     l^ni^)   —gn(^)h 


n=  —  • 


soit  absolument  convergente.  L'auteur  montre  qu'on  satisfait  à  cette  question 
de  la  manière  la  plus  simple  en  prenant 


•BXI 

—  jin 


9„(J7)  —  g'^Ca?)  =  X''e  *^   ^'"'•('*+*)  cot— ^  (j7  — a  —  2/itK'). 

2  K. 

On  voit  que,  dans  cette   application  du  théorème  de  M.  Mittag-Lcfflcr,  h 


SECONDE  I-AHTIE. 

n  rflrancliF  de  la  parlic  principali 


André  (O-)-   —  Sur  le  nombre  des  vartalions  d'un    poljfDÛme 
entier  en  x  dont  les  coenicienls  dépendent  d'un  paramètre  -z. 

{75-9.). 

On  tracera  autint  d'ordonnées  verticales  équïdlstanles  que  le  polvniïinc 
/(x,a),  ordonni^  par  rapport  aux  pnîssances  dëcrnisiantea  de  r,  a  de  rocfH- 
le  nombre  de»  racines  positives  en  a  du  coeHident  qui  en  a  le 
pins  de  celle  espace;  sur  l'ordonnée  corrcii pondante  on  marquera  m  pros  points. 
Soit  m'<  m  le  nombre  dM  racines  posilivcs  d'nn  antre  coefficient;  sur  l'tn^ 
(tonnée  correspondante  on  marquer!  m'  gros  |Witi[3  i  distance  finie,  plus  un 
gros  point  supplémentaire  i  disUnce  inGnie.  En  allant  de  bas  en  haut  sur  ehaque 
ordonnée,  on  joindra  par  un  point  le  pronijer  ^mo  point  de  l'ordouoée  de  gauche 
au  premier  gros  point  de  l'ordonnéi'  de  droite,  et  ainsi  de  suites  en  traçant  les 
traits /j/ei'ni  ou  poncluét,  suivant  que  les  deux  eoeRlcients  présentent,  â  l'in- 
stant initial,  une  permanence  ou  one  variation.  On  fnrniera  ainsi  un  réseau  de 
lignes  briw^es,  que  l'on  coupera  par  Vhorisontule  a.  Si  l'on  appelle  lyitême  im- 
pair lie  traita  l'enBembln  des  truiis  en  imnibre  impair  compris  entre  deux  ur- 
ilonném  consécutives  cl  couples  par  rhoriiontnie  a,  on  aura  ce  théorème  ; 

•  Le  nombre  des  vnrintions  de  /{x,  o)  est  t^gal  «u  nombre  des  rariations 
initiales,  plus  le  nombre  des  systèmes  impairs  de  traits  pleins  eoupés  par  rhi»- 
rimnlale  a,  moins  te  nombre  des  sjrstémcs  impairs  de  traits  ponctués  oonpés 
izuntale.  - 


ir  déduit  de  U  u. 


.e  de  Descartes  pour  le  oombrc 


Stielljes.  —  Sur  une  généralîsalion  de  la  série  de  Lagrange.  (gS- 

98)- 


r  A  le  délerminanl  fonclionnel  de  \,  ï,  Z,  . 


'^22I,:S^e 


Celle  formule,  dùmonlrgt  piir  M.  Diirbouï 
M.  Stidljes  dans  le  cas  de  11  -.  t.  La  démonsti 
n  quelconque. 


^"ffy-  —  Sur  une  proposition  do  M.  Ilermilc.  (119-1 


^^ 
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Soil  u  une  fonction  de  z  liée  à  sa  dérivée  par  une  équation  algébrique  où 
n'entre  pas  z.  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  fait  connaître  les  conditions  pour  que 
la  fonction  u  soit  uniforme,  et  indiqué  des  méthodes  pour  l'obtenir  alors.  Ces 
procédés  exigent  la  résolution  d'équations  algébriques.  M.  Rafiy  prouve  qu'on 
peut  toujours  obtenir  par  des  opérations  purement  algébriques  l'intégrale  u 
quand  on  a  reconnu  qu'elle  est  uniforme.  II  démontre  au  préalable  qu'en  vertu 
des  conditions  données  par  MM.  Briot  et  Bouquet,  l'équation  difîTércnticlle  est 
toujours  du  genre  zéro  ou  un,  résultat  dû  à  M.  Hermite.  Il  indique  de  nouveaux 
moyens  de  reconnaître  que  la  fonction  est  uniforme. 

Le/ébure,  —  Mémoire  sur  la  composition  des  polynômes  entiers 
qui  n'admettent  que  des  diviseurs  premiers  d'une  forme  déter- 
minée, (l  l3-I22). 

Suite  d'un  travail  dont  la  première  Partie  a  paru  en  1884  dans  les  Annales 
de  l  *École  Normale. 

Demartres.  —  Sur  les  surfaces  à  génératrice  circulaire.  (i23- 
i84). 

De  ses  recherches  sur  les  propriétés  infinitésimales  des  surfaces  cerc/ee^,  l'au- 
teur déduit  une  classifîcation  rationnelle  de  ces  surfaces,  fondée  sur  la  situation 
relative  de  deux  cercles  inGniment  voisins. 

Première  classe,  —  Deux  cercles  infiniment  voisins  n'ont,  en  général,  aucun 
point  commun  ;  les  normales  le  long  d'une  même  génératrice  rencontrent  une 
conique  fixe;  chaque  génératrice  est  tangente  en  deux  points  distincts  à  une 
ligne  de  courbure  de  la  surface. 

Deuxième  classe.  —  Chaque  génératrice  a  un  point  commun  unique  avec  la 
génératrice  voisine;  les  points  communs  forment  sur  la  surface  une  courbe  à 
laquelle  le  cercle  mobile  reste  constamment  tangent.  Les  normales  le  long 
d'un  même  cercle  rencontrent,  outre  l'axe  de  ce  cercle,  une  droite  fixe;  enfin 
chaque  génératrice  est  osculatrice  en  un  point  à  une  ligne  de  courbure  de  la 
surface. 

Troisième  classe  (enveloppes  de  sphères).  —  Deux  génératrices  infiniment 
voisines  ont  constamment  deux  points  communs;  le  cercle  mubile  reste  con- 
stamment tangent  à  deux  directrices  curvilignes;  les  normales  correspondant 
aux  points  d'une  même  génératrice  forment  un  cône  de  révolution,  et  chaque 
génératrice  est  une  ligne  de  courbure  de  la  surface. 

Quatrième  classe.  —  Pour  les  surfaces  de  celte  classe,  les  deux  directrices 
curvilignes  dont  on  vient  de  parler  se  confondent,  et  le  cercle  mobile  reste  con- 
stamment osculateur  à  unie  ligne  à  double  courbure. 

Dans  la  dernière  Partie  de  son  travail,  l'auteur  étudie  les  surfaces  cerclées 
au  point  de  vue  du  Calcul  intégral;  il  donne  divers  exemples  de  détermina- 
tion d'une  pareille  surface,  d'après  une  propriété  générale  imposée  à  ses  f;éni- 
ratriccs. 

Raffy,  —  Sur  les  quadratures  algébriques  et  logarithmiques. 
(i85-2o6). 
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La  solution  du  problème  de  M.  Goursat  repose  sur  le  théorème  suivuul  : 

«  Si  rf*/  el   rf**'/  sont  divisibles    par  un  même  facteur,  ce  facteur  divine 
toutes  les  différentielles  d'ordre  plus  élevé.  » 

Dans  le  cas  de  deux  variables  «r  et^,  ce  problème  est  susceptible  d'une  in- 
terprétation géométrique  simple.  Soit  S  la  surface 

l'existence  d'un  facteur  Xdx  -hBdy  commun  à  d'*/  et  rf*"*"'/  signifie  que  pur 
chaque  point  de  la  surface  S  passe  une  parabole  d'ordre  n  —  i  ayant  O4  pour 
direction  diamétrale  et  située  tout  entière  sur  la  surface.  Cette  interprétulioii 
conduit  à  une  solution  du  problème  que  l'auteur  étend  au  cas  général  do  n  va- 
riables par  la  considération  des  espaces  à  plusieurs  dimensions. 

Les  fonctions  qui  répondent  à  la  question  proposée  sont  de  trois  sortCH  : 

i<*  Les  fonctions  de  la  forme 

/=  /  [^.?.(w)-HJ?,?.(w) -H...-4-ar^<p^(w)-H+(a)]f-'F,(x„ay.,  ...,j?^)c///. 
avec  la  condition 

F,  désignant  une  fonction  entière  des  x-  de  degré  n  —  p  dont  Icn  cocffiiMciitn 
dépendent  de  Uy  et  9,,  9,,  . . .,  9^»  4^  ^^^  fonctions  quelconques; 
2<*  Les  fonctions  de  la  forme 

Q  étant  un  polynôme  de  degré  /i  —  2  et  R  une  fonction   entière   du    %t*xmu\ 
degré  ; 
3*  Les  fonctions  rationnelles  de  la  forme 

•^= '•  6)'+ ?•  (^r'-^- ••-- V.  (ïj  ■*■  V 

où  5,  est  une  fonction  entière  de  degré  n  -^  p  -  i    -  ff  l  p      i)      i,  R  mim?  Uni* 
tion  entière  de  degré  q  tX.  u  une  fonction  rationnelle. 

Méray\  —  Décomposition  des  polynôme»  itî\ûi*.v%  k  pltjf»i<'iii>  va- 
riables en  éléments  linéaires.  (^iHij-'io'À), 

Hermite.  —  Sur  une  application  de  la  théorie  de*  fonclioiM  doM 
blement  périodiques  de  seconde  espèce.  ^3o'i-3i/jj, 

Développement  en   %^rî«%  tngoooiift«rtriqu«'»  t\*t%  %»nfA'  <|4j</tKfiU  i|y<  *mi   p'/Mi 
numérateurs 

h^jc   ■  ai,     H^j^       ai.     h_(ji    *  at,     ii  '  y,    ,  a , 


Les  SGÏic  rurmule*  nhlpouca  par  M.  Ilrriuite  se  parla f;ent  en  dcui  groupes  bicl 
ilistinrU.  Ohus  les  huit  premières,  qui  correa pondent  aux  dénolnînlUurs  Sdl) 
Cl  *|(i)i  figurent  snus  les  lignes  trigonoiiicitriques  des  diffcrencci  d'arsumcDli 
{ma  —  nx);  dans  les  buit  autres,  correspondant  aux  dénominateurs  lHl) 
Cl  H, (a?),  figurent  des  somiucs  d'arguments. 

Lipschitz.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  etiipliqucs.  (ii5-32o). 


latcrprâtatioD  pbysique  du  dévcloppcmenl  de 


>A  H-(..)H(a4 


donné  par 


ll(a)H(«l 

Itl.  Hermite  dans  «un  MéuiOÎK  Sur  quelques  applicalions  det  fonctions  ellip- 
tigues.  M.  Lipscliïli  montre  quel  problénic  du  mouvemcat  de  la  elialeur  r^l 
résolu  par  la  Tonclion  dç  M.  Itermitc. 

Gomes  Teixeira. — Surlc  développemcntdes  fonclioiis  salisraisanl 
ù  UDC  équatioD  dilTérentielle.  {i-^i-Ti-i^). 


ofi  a,i  a n.  sont  des  fractions  irréductibles,  ne  peut  pas  être  le  dëi 

pement  d'une  fonction  y  délinie  par  une  équation  algébrique   en   x,  y 
A  coefliciects  entiers,  s'il  existe  une  valeur  de  n  â  partir  de  laquelle  tes  déno 


■  dx 


Vivanti.  —  Ddmonstration  d'un  théorème 
fonction  elliptique  pu.  (3u5-336). 

Ce  théorème,  dû  à  M.  Wcicrslrass,  est  le  suivant 

Il  cvis 
seul,  qui 


y  I.c  par.illélogrammc  dont  deui  ci'il 
plus  petite  diagonale  en  deux  triangles 


ïennent  des  fadeurs  premiers  rcspcctirenicAi 
périodes  de  la 


ia'  de  la  Tonc 


M 
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Méray,  —  Démonstration  analytique  de  Texistence  et  des  pro- 
priétés essentielles  des  racines  des  équations  -binômes.  (33^- 
356). 

La  théorie  exposée  par  l'auteur  est  purement  algébrique  ;  elle  ne  repose  en 
rien  sur  les  propriétés  des  arcs  de  cercle  et  de  leurs  lignes  trigonométriques. 

Picard.  —  Sur  les  fonctions  hyperfuchsiennes  provenaol  des 
séries  hjpergéométriques  de  deux  variables.  (357-384). 

Les  intégrales   /     MN~*(a  —  i)*'>-*(tt  —  a:)^*  rfw,  où  ^  et  /i  désignent  deux 

des  quantités  o,  i,  x^  oo,  satisfont  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre.  Si 
l'on  désigne  par  u,  et  co,  deux  intégrales  de  cette  équation,  la  relation  — ?  =  z 
donne  pour  x,  dans  le  cas  où  chacune  des  trois  quantités 

X  H- 6,-1,    X  4- 6,-1,    fr,H-6,— I 

est  égale  à  l'inverse  d'un  entier  positif,  une  fonction  uniforme  de  z^  défmie 
seulement  à  l'intérieur  d'un  cercle  et  qui  est  une  fonction  hyperfuchsiennc. 
De  même  les  intégrales  hypergéométriques 


/ 


h 
a*-» ( u  —  I )''«-* ( a  —  jr)t*-' ( u  —yY'^  duy 
g 


od  g  et  h  désignent  deux  des  quantités  o^  ij  x,  y  et  00,  satisfont  à  un  système 
de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  ayant  trois  solutions  com- 
munes linéairement  indépendantes. 
Désignant  par  u,,  co,,  u,  trois  pareilles  solutions  et  formant  les  équations 


(1)  (O 

-Il  —  z  —2—1 


M.  Picard  recherche  les  cas  où  ces  deux  équations  donnent  pour  x  et  y  des 
fonctions  uniformes  de  z  et  t;  ces  cas  sont  ceux  où,  considérant  deux  quelcon- 
ques des  quantités  X,  jx,  b^,  6,,  par  exemple  X  et  6,,  la  différence  X  4-6, —  i  est 
égale  à  l'inverse  d'un  entier  positif;  de  plus,  si  l'on  prend  trois  quelconques  de 
ces  quantités,  par  exemple  X,  pi  et  6,,  la  différence  2  —  X  —  pi  —  6,  sera  égale 
à  l'inverse  d'un  nombre  entier  positif. 

On  peut  choisir  w,,  w,,  w,  de  telle  sorte  que  le  domaine  où  a:  et  ^  sont  déter- 
minés soit  l'intérieur  de  l'hypersphère 

z'*  ■+■  z'*  -4- 1'*  4-  r»  =  I , 

si  Ton  pose  z  =  z'  -^iz",  t  =  t'-{-  W;  x  et  y  sont  des  fonctions  hyperfuch- 
siennes. 

Kœnigs.  —  Nouvelles  recherches  sur  les  équations  fonctionnelles. 

(385-4o2). 


9.\Ù 
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Dans  un  Mémoire  précédent,  M.  Kœnigs  a  montré  que,  si  l'on  désigne  par 
9(z)  une  fonction  uniforme,  holomorphe  dans  le  domaine  d'un  point  limite  j; 
de  la  substitution  [Zj^{z)]  et  par  9^(5)  l'opération  9(5)  efTectuéc  p  fois,  la 
limite  pour  />  —  oc  du  rapport 

est  une  fonction  B  (^),  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  x. 

La  fonction  B(^  )  jouit  de  la  propriété  suivante,  qui  est  fondamentale  :  si  l'on 
considère  l'équation  fonctionnelle 

5:[?(5)]  =  [?'(^)]-£(5), 

où  n  est  un  entier  positif  ou  négatif,  toute  solution  de  cette  équation  assujettie 

à  être  holomorphe  ou  méromorphe  ne  diffère  que   par  un  facteur  constant  de 

[B{z)r. 

Actuellement,  M.  Kœnigs  étend  le  rôle  de  la  fonction  B(z)  aux  équations 

fonctionnelles 

S[9(5)]  =  ?[S1(^)], 

S.^{z)  =  ^{z), 
S[?(5)]  =  +[S(5)]. 

Duheni. —  Applications  de  la  Thermodynamique  aux  phénomènes 
tlicrmo-clcclriqucs  et  pyro-électriques.  (4o5-4îi4). 

L'auteur  établit  d'une  manière  rigoureuse  les  lois  des  courants  thermo-élec- 
triques en  partant  des  principes  de  la  Thermodynamique  et  des  expériences  de 
Coulomb,  et  en  s'aidant  do  deux  hypothèses  très  générales  sur  la  relation  qui 
«'xistc  entre  l'inlcnsilé  d'un  flux  permanent  d'électricité  et  la  chaleur  que  ce 
flux  «lèveloppe  dans  un  condnrtoiir;  (m.*s  hypotlièscs,  d'une  nalurc  purement 
malli('iiiati(iue,  lui  pcrmeltont  de  s'affranchir  de  rhypothèse,  aujourd'hui  inad- 
missil)lc,  de  ratlra<  lion  mutuelle  des  éléments  électriques.  Il  démontre  en  toute 
rigueur  la  formule  qui  traduit  analytiquemcnt  le  phénomène  de  Thomson. 

Ccsaro,  —  Considcralions  nouvelles  sur  le  déterminant  de  Smilh 
et  Mansion.  ( /Î25-4«i5). 

Ce  déterminant  est  celui  dont  chaque  élément  est  égal  à  une  fonction  quel- 
conque F(/,  y)  (lu  plus  grand  commun  diviseur  des  indices  1  et  j.  Soit  {jl(j:) 
une  fonclioii  égale  à  l'unité  pour  ^  —  i  et  à  ( — i)'  lorsque  J?  est  le  produit  de  t 
facteurs  premiers  inégaux;  et  soit/  une  autre  fonction  définie  par   la  relation 


/{x)--^y.[^.^V{^)-^^(^^)v{7) 


M.  Mansion  a  montré  que  le  déterminant 

K(i,i)      K(i,')      •••     F(i,«) 
1'^(:m)     F(»..»)      ...      V(\n) 


l-'(/?.i)     Vin.?) 


y{n,n) 
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a  pour  valeur 

/(l)/(2). ../('*)• 

M.  Ccsaro  poursuit  l'étude  de  ce  déterminant  remarquable  et  cherche  ce  qu'il 
devient  lorsqu'on  y  supprime  les  colonnes  et  les  lignes  dont  les  indices  sont  res- 
pectivement /,,  i,,  . . .,  i^  et/,,  y„  . . . ,  j\. 

Troisième  série,  t.  III,  i885;  supplément. 

Dnutheville.  —  Étude  sur  les  séries  entières  par  rapport  à  plusieurs 
variables  imaginaires  indépendantes.  (S-jq). 

Ce  travail  est  le  commentaire  d'une  Note  communiquée  par  M.  Weierstrass 
à  la  Société  mathématique  de  Berlin  :  Einige  au/  die  Théorie  der  analytischen 
Functionen  mehrerer  Verànderlichen  sich  beziehende  Sàtze. 

Soient  z^,  z^,  ...yZ^n  variables  complexes  indépendantes.  Un  ensemble  de 
valeurs  a,,  a,,  ...,  a„,  attribuées  à  ces  n  variables,  constitue  le  point  a.  Un 
ensemble  d'aires  A,,  A^,  ...,  A^,  tracées  respectivement  dans  les  plans  des  5,, 
z^y  ...,  s„,  constitue  l'aire  A. 

Le  théorème  suivant,  dû  à  M.  Weierstrass,  est  fondamental  dans  la  théorie  des 
séries  entières  à  plusieurs  variables  z^y  z^j  ...,;„:  si  S  désigne  une  pareille 
série,  admettant  A  pour  cercle  de  convergence  et  telle  que  S(5,,o,  ...,  o)  ne 
soit  pas  nulle  pour  toute  valeur  de  s„  on  peut  fixer  un  nombre  positif  ô(Ô<A) 
tel  qu'on  ait,  pour  chaque  point  du  domaine  de  l'origine,  S  =  PS';  S'  désigne 
une  série  entière  en  5,,  ...,  z^  convergente  dans  6  et  qui  ne  s'annule  en  aucun 
point  de  ce  domaine;  P  est  un  polynôme  entier  par  rapporta  5,;  son  degré  est 
le  plus  faible  exposant  de  z^  dans  S(j3„  0,0,  . . .,  o)  et  ses  coefficients  sont  des 
séries  entières  par  rapport  aux  autres  variables,  séries  qui  convergent  dans  S  et 
s'annulent  à  l'origine. 

M.  Daulhcville  déduit  de  là  plusieurs  conséquences  relatives  aux  zéros  d'une 
série  et  aux  zéros  communs  à  deux  séries. 

Il  donne,  d'après  M.  Weierstrass,  les  conditions  pour  qu'une  série  soit  divi- 
sible par  une  autre  et  les  conditions  pour  que  deux  séries  admettent  des  divi- 
seurs communs;  il  étudie  en  particulier  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  séries. 

Il  applique  enfin  les  propriétés  des  séries  à  l'étude  des  points  singuliers  des 
fondions  uniformes  de  plusieurs  variables  complexes  et  démontre  un  théorème 
qui  généralise  celui  de  M.  Mittag-Lefflcr  relatif  aux  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. Il  donne,  en  terminant,  la  démonstration  complète  de  cette  proposition 
énoncée  par  JVI.  Weierstrass  :  Toute  fonction  dépourvue  de  points  singuliers 
essentiels  est  une  fraction  rationnelle. 
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